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”本 书 是 哈佛 大 学 的 高 等 微 积分 教材 ， 内 
容 涵盖 了 从 基本 的 向 量 空间 概念 到 经 典 力学 
基本 定理 , 包括 多 元 微 积分 . 外 微分 . 微分 形 
式 的 积分 等 。 本 书 的 特点 是 作者 从 拓扑 一 几 
何 的 观点 来 写 微 积 分 ， 用 更 现代 的 方式 讲 线 
性 代数 ， 把 线性 代数 与 微 积分 紧密 地 结合 起 
来 ， 这 顺应 了 当代 数学 “拓扑 几何 与 分 析 结 
合 " 的 发 展 潮流 。 作者 语言 简练 、 优美 、 易 懂 ， 
习题 十 分 丰富 而 有 价值 。 
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究 生 作为 参考 书 使 用 ， 对 广大 教师 和 研究 人 
员 也 有 很 好 的 参考 价值 
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本 书 的 基础 是 我 们 在 20 世纪 60 年 代 的 一 门 高 等 徽 积 分 的 荣誉 课程 . 在 第 
一 章 到 第 十 一 章 的 那些 不 带 星 号 的 章节 中 包括 了 按 常 规 所 说 的 基本 内 容 , 但 是 
这 些 基本 内 容 的 不 同 应 用 被 年 复 一 年 地 加 强 , 从 而 使 本 书包 含 了 比 在 任何 一 年 
可 容纳 的 更 多 内 容 . 因此 它 可 以 被 用 作 (做 一 些 删 节 ) 高 等 微 积分 一 年 课程 的 教 
科 书 或 者 三 学 期 的 分 析 导 引 的 教材 . 

” 必 备 的 知识 从 严格 的 数学 观点 来 说 , 是 对 单 变 量 徽 积 分 的 良好 基础 知识 连 
同 对 线性 代数 的 某 种 程度 的 了 解 . 读者 应 该 束 悉 极限 和 连续 性 类 型 的 论证 方 
式 , 并 且 有 相当 的 数学 修养 . 至 于 可 以 提出 的 有 关 基 础 知识 的 教科 书 有 R. 柯 朗 
(Courant) 的 《Differential and integral Calculus》, T. 阿波 斯 图 尔 (Apostol) 的 
《Calculus》, M. 斯 皮 瓦 克 (Spivak) 的 《Calculus》 和 G. 哈代 (Hardy) 的 《Pure 
Mathematics》. 读者 还 应 该 有 求 偏 导数 的 经 验 . 

按 总 的 计划 , 本 书 大 体 上 分 成 上 半 部 和 下 半 部 ,上 半 部 讲述 了 在 赋 范 向 量 空 
间架 构 上 的 微 积 分 (主要 是 微分 ), 而 下 半 部 处 理 的 是 微分 流 形 上 的 微 积 分 , 

处 理 向 量 空间 的 微 积 分 用 了 两 章 : 第 三 章 的 微分 和 第 六 章 的 常 微分 方程 基 
本 理论 . 此 前 的 那些 章节 是 辅助 性 的 . 第 一 章 和 第 二 章 讲 述 了 所 需要 的 向 量 空间 
的 纯 代 数理 论 . 第 四 章 提 供 了 关于 紧 性 和 完备 性 的 内 容 , 这 些 是 微 积 分 的 屋 为 重 


”要 的 结果 所 需要 的 . 第 五 章 包 含 了 在 内 积 空间 中 所 遇 到 的 额外 结构 的 一 个 简短 


冰 述 . 第 七 章 致力 于 多 重 线性 ( 张 量 ) 代数 , 它 主要 是 为 以 后 要 用 到 的 参考 章 书 . 
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第 八 章 处 理 了 欧 民 空间 上 的 ( 歼 曼 ) 积分 理论 并 包括 了 关于 傅 里 叶 变 换 的 基本 事 
实 (以 习题 的 形式 ). 第 九 章 和 第 十 章 讲述 了 流 形 上 的 微 积 分 ,而 和 钊 十 一 章 处 理 了 
E. 嘉 当 的 外 微分 和 积分 . 

前 面 十 一 章 形 成 一 个 逻辑 单元 ,其 中 每 一 章 均 依赖 于 前 面 各 章节 的 结 采 . 
(当然 , 许多 章 都 包含 有 首次 阅读 时 可 以 略 去 的 材料 ; 它们 一 般 出 现在 带 有 星 号 
的 章节 中 . ) 另 一 方面 , 第 十 二 章 和 第 十 三 章 以 及 第 六 章 和 第 十 一 章 的 后 面部 分 
是 相互 独立 的 , 它们 被 当 作 对 前 面 各 章 所 发 展 出 的 方法 的 带 有 解释 性 质 的 应 用 . 
这 里 提出 的 有 初等 施 图 姆 - 刘 维 尔 理论 和 傅 里 叶 级 数 , 初等 微分 几何 , 位 状 理 论 ， 
以 及 经 典 力 学 . 通常 我 们 在 一 年 的 课程 中 只 讲述 这 些 专 题 中 的 一 两 个 . 

对 于 同一 素材 我 们 会 从 不 同 的 观点 毫 不 犹 入 地 多 次 提出 讨论 . 例如 , 对 于 隐 
耶 数 定理 , 虽然 我 们 已 经 选取 了 压缩 映像 不 动 点 定理 作为 我 们 基本 的 处 理 方法 ， 
然而 我 们 也 在 正文 中 概述 了 一 个 “牛顿 法 ”的 证 明 , 并 且 在 习题 中 也 描述 了 第 三 
种 证 明 . 类 似 地 , 变 分 法 也 遇 到 了 两 次 : 一 次 在 无 穷 维 向 量 空间 的 微分 学 中 , 而 
后 则 在 经 典 力学 的 讨论 中 . 在 最 初 几 章 中 引进 了 向 量 空间 的 子 流 形 的 概念 , 而 流 
形 的 具有 不 变性 的 定义 则 在 后 面 才 引 进 . 

在 向 量 空间 理论 的 基础 讨论 中 , 我 们 采取 比 习惯 的 处 理 方 法 更 加 谨慎 和 精 
确 的 态度 . 实际 上 , 这 种 语言 的 精确 水 准 在 后 面 的 章节 中 并 没有 保持 下 去 . 我 们 
感觉 到 在 概念 如 此 清晰 , 公理 又 如 此 熟 屯 的 线性 代数 里 , 从 教学 的 角度 看 , 它 对 
讲解 各 种 微妙 之 处 是 精湛 而 彻底 的 , 璧 如 区 分 校 常 规 为 等 同 的 空间 ， 讨论 各 种 映 
射 的 本 质 属 性 , 等 等 . 自 此 之 后 , 当 过 度 精 确 的 语言 会 使 得 叙述 更 加 策 琐 时 ,读者 
应 该 能 够 在 发 现 某 个 论断 写 得 不 太 严 说 的 情形 下 自己 做 出 较为 准确 的 叙述 ， 类 
似 地 , 在 前 几 章 中 给 出 的 证 明 是 相当 正式 和 细致 的 . 我 们 的 原则 仍然 是 , 一旦 学 
生 们 掌握 了 那些 构成 了 正式 数学 证 明 的 观念 , 那么 使 用 通常 的 数学 口语 系统 来 
给 出 论证 则 是 安全 和 更 为 方便 的 了 . 

在 形式 化 程度 减少 的 同时 , 数学 的 成 熟 程度 并 没有 降低 . 因此 引进 了 具有 不 
断 增长 的 抽象 性 和 高 级 的 数学 对 象 . 从 我 们 的 经 验 来 说 , 第 九 章 包 含 了 学 生 们 最 
难于 吸收 的 一 些 概 念 , 特别 是 流 形 的 切 空间 的 观念 以 及 关于 向 量 场 的 各 种 对 象 
的 李 导 数 的 观念 . 

本 书 从 头 到 尾 都 安排 了 许多 不 同类 型 的 习题 . 其 中 一 些 是 那 种 具有 第 规 应 
用 的 性 质 . 另外 一 些 则 要 求 读 者 进行 补充 或 推广 正文 中 给 出 的 结果 的 各 种 证 月 ， 
有 时 整个 专题 , 辟 如 傅 里 叶 变换 , 或 留 数 计 算 , 以 习题 的 形式 出 现 . 由 于 教科 书记 
容 的 十 分 抽象 的 特性 , 我 们 强烈 地 劝告 同学 们 要 做 出 尽 可 能 多 的 习题. 

任何 一 件 这 类 性 质 的 事 都 极 大 地 归功 于 除 作者 外 的 许多 人 , 但 我 们 特别 硕 
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在 这 一 预备 章 里 , 包含 了 构成 当今 数学 思想 基础 的 集合 论 的 一 个 简单 阐述 
我 们 由 逻辑 的 简单 讨论 开始 , 从 而 可 以 较 精确 地 讨论 集合 论 , 继而 对 数学 对 象 可 
以 被 定义 为 集合 的 这 种 方式 给 予 评论 . 在 本 章 结尾 的 四 节 中 , 我 们 处 理 了 特殊 的 
集合 论 专题 

我 们 的 意图 为 将 这 个 材料 主要 用 作 参 考 , 其 中 一 些 是 读者 熟悉 的 , 而 另 一 些 
则 可 能 是 新 的 . 我 们 建议 读者 在 读本 章 时 , 首先 “快速 地 " 浏览 一 下 , 然后 再 根据 
需要 重读 各 细节 . 


0.1 远 辑 : 量词 


一 个 语句 为 一 个 句子 , 根据 它 自身 确定 是 真 的 或 假 的 . 因此 1<2’ 与 443=5 
分 别 为 真 的 与 假 的 数学 语句 . 数学 中 有 许多 句子 含有 变量 , 所 以 其 自 喘 不 代表 真 
或 假 , 但 当 给 予 变 量 数值 变量 后 , 就 变 成 语句 了 . 简单 的 例子 为 z < 4 < y’, 
7 为 一 个 整数 ,'3z2 + yp = 10’. 这 种 句子 被 称 为 语 自 框 架 . 蕊 P(z) 为 包含 一 个 
变量 的 框架 , 则 P(5) 为 在 P(z) 中 将 “z: 换 成 数字 '5’ 后 得 到 的 语句 . 例如 ， 
右 P(z) 为 :x < 4, 则 PP(5) 就 是 <4 P(VD 为 ‘V2 < 4 等 等 

由 框架 P(x) 得 到 语句 的 另 一 途径 为 断言 P(z) 总 是 真 的 . 我 们 用 预先 固定 
的 句子 对 于 每 一 个 x? 的 方法 来 这 样 做 、 所 以 ‘对 于 每 一 个 x, zx < 4 是 一 个 假 
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语句 , 而 ' 对 于 每 一 个 x, z2 -1= (7 一 (x 二 1) 是 一 个 真 语句 . 这 个 预先 固定 的 
句子 称 为 一 个 全 称 量词 . 同 义 语 的 句子 为 ' 对 每 一 个 2 与 对 所 有 2… 它们 的 习 
惯 使 用 记号 为 “Yz)… 我 们 可 以 用 这 种 方法 中 的 任意 一 种 来 读 它 . 我 们 经 常 认为 = 
不 明确 写 出 全 称 量词 时 , 包含 变量 的 句子 总 是 真 的 . 例如 对 于 数 的 加 法 结合 律 经 

常 被 写作 


T+ (y+2Z) 二 (zf 十 奶 十 Z. 
此 处 我 们 了 解 为 对 于 所 有 z,y 与 z, 方程 均 为 真 的 语句 . 因此 实际 的 句子 应 该 是 
(Ya) (VI) (Vo)lr + (y+ 2) = (z+ + 


最 后 , 我 们 可 以 将 框架 P(x) 转化 为 一 个 语句 , 用 断言 它 有 时 是 真 的 来 实现 . 
我 们 将 它 记 作 ‘存在 一 个 z 使 P(z) 这 个 过 程 称 为 存在 量词 . 这 里 同 义 的 预先 
国定 句子 为 有 一 个 z 使 ,' 对 于 某 z*. 我 们 用 记号 ‘(3 z) 来 表示 . 

语句 ‘(Y z)(z < 4)’ 中 仍 包含 变量 ‘z', 当然 , ‘2' 不 能 自由 取 值 . 我 们 现在 称 
它 为 一 个 约 来 变量 .粗略 地 说 , 量化 的 变量 是 约束 的 而 非 量 化 的 变量 是 目 由 的 亿 
号 ‘P(x)’ 仅 用 于 在 讨论 的 句子 中 ,'z’ 是 自由 的 时 候 . 

现在 假定 我 们 有 一 个 含有 两 个 自由 变量 的 句子 P(z,y). 显然 , 我 们 需要 两 
个 量词 才能 由 这 个 句子 得 到 一 个 语句 ， 这 导致 一 个 非常 重要 的 思考 . 若 两 种 类 
型 的 生词 均 被 用 到 , 则 它们 的 书写 次 序 将 影响 语句 的 含义 ; (3 Y)(V X)P(z, 共 与 
(Y z)(3 切 P(z, 切 说 的 是 不 同 的 事情 . 第 一 种 情况 是 说 可 以 找到 一 个 y 使 对 所 有 
7 党 :“ 存 在 一 个 y 使 对 所 有 z.…”. 第 二 种 情况 则 是 说 对 于 每 一 个 z, 可 以 找到 
_ 个， 使 :“ 对 于 每 一 个 x, 存在 y 使 …”. 但 在 第 二 种 情况 下 , 非常 可 能 发 生 这 
样 的 事情 , 即 当 x 改变 时 , 可 以 找到 的 y 亦 改变 了 . 所 以 对 于 所 有 z, 一 个 单独 Y 
的 存在 性 则 为 更 强 的 语句 . 例如 , (Y z)(3 人 )(z < Y) 是 真 的 , 而 (3 (Vz)(? < 
是 假 的 . 读者 必须 绝对 弄 清楚 这 一 点 ; 这 将 关系 到 他 的 整个 数学 生涯 . 第 一 个 语 
侣 说 存在 一 个 y , 记 为 ,使 (Y z)(z < yo), 即使 每 一 个 数 皆 小 于 yo. 这 息 假 
的 ， 特别 yo 十 1 就 不 小 于 yo. 第 一 个 语句 说 , 对 于 每 一 个 z， 我 们 可 以 找到 一 个 
对 应 的 y. 因此 我 们 可 以 取 y =2 二 上 | 

另 一 方面 , 同样 类 型 的 一 组 量词 中 , 次 序 并 不 影响 其 含义 所 以 ‘(VY z)(Y 9) 
与 ‘(Y 四 (Y z)》 具 有 同样 的 含义 ， 我 们 常常 仅 用 一 次 量词 记号 来 简化 这 种 类 似 
的 量词 从 , 例如 ‘(Y zx,y)”, 它 可 以 读 作 ' 对 于 每 一 个 z 与 Y. 因此 严格 正确 的 
‘(Vz)(Y WY zr+ (y+2) = (z+ 几 + 相 就 有 了 较为 习惯 的 写法 〈Y 2,y， zj) 十 
(y 十 Zz) = (x 十 仍 十 4]. 对 于 存在 量词 组 , 显然 亦 有 同样 的 人 情况， 
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初学 的 学 生 一 般 会 感到 预先 固定 的 句子 ' 对 于 每 一 个 z, 皆 存 在 一 个 y 使 
与 存在 一 个 y 使 对 于 每 一 个 z* 似乎 是 人 为 的 且 不 习惯 . 的 确 是 这 样 的 , 但 是 这 
种 麻烦 是 为 了 使 量词 的 次 序 得 到 固定 而 付出 的 代价 , 从 而 使 量词 语句 的 含义 是 
清楚 与 不 含糊 的 . 量词 在 通常 惯用 的 记述 中 是 出 现 的 , 但 它们 在 惯用 出 现 中 , 党 
常 曹 涵 了 模糊 . 下 面 的 两 个 句子 就 是 这 种 含糊 用 法 的 好 例子 : “每 一 个 = 小 于 某 
个 yr 与 划一 个 y 大 于 每 一 个 z”. 若 有 一 个 测验 所 , 将 会 发 现 街 上 大 多 数 人 会 
认为 这 两 个 句子 说 的 是 一 件 事 , 但 是 一 半 人 将 会 感到 这 个 共同 的 断言 是 假 的 , 而 
另 一 半 人 则 认为 它 是 真 的 ! 这 里 的 混乱 是 由 于 一 个 量词 接着 另 一 个 量词 的 模型 
而 产生 的 . 初学 的 读者 不 知道 哪个 取 作 里 面 的 , 或 第 一 个 使 用 的 量词. 我 们 第 一 
个 句子 的 两 种 可 能 的 记号 写法 为 (VY z)(z < 四 (39) 与 ‘(Vz)[(z < 办 ), 它 
们 分 别 为 假 的 与 真 的 . 数学 家 确实 在 更 为 习惯 的 写作 中 , 使 用 疑 悬 量词 , 但 这 仅 
当 它们 已 确定 , 或 者 从 上 下 文 关系 , 或 者 在 与 标准 用 法 相 比 较 中 , 读者 已 理解 了 
它们 的 应 用 次 序 . 一 般 说 来 , 一 个 疑 悬 量词 将 读 作 里 面 的 或 第 一 个 应 用 的 量词 
及 由 此 来 了 解 两 个 含糊 的 句子 在 哪个 次 序 下 变 成 真 的 与 假 的 . 

作 过 这 个 解释 之 后 , 读者 应 该 可 以 认可 序列 收 伍 的 定义 , 它 涉及 到 三 个 量 
词 且 表述 如 下 : 若 (Ve)(3N)(Yn)( 当 n> N, 则 |zn 一 z| < 6), 则 序列 {zw} 收 
全 于 z， 用 完全 同样 的 方式 , 我 们 定义 一 个 函数 f 在 一 点 a 是 连续 的 , 这 只 要 
(Ve)(36)(Yz)( 当 |z 一 a| < 5 时, 则 |f(z) - f(a)| < a). 我 们 经 常用 展示 最 后 的 杠 
架 来 略 去 一 个 里 面 的 全 称 量 词 , 使 全 称 量 词 能 够 理解 . 因此 我 们 这 样 定义 /在 a 
是 连续 的 : 若 对 于 每 一 个 e, 皆 存 在 一 个 6 满足 


当 |z ~— a| < 6, 则 If(z) — fl@)| < &. 
我 们 将 在 以 后 学 习 这 些 定义 . 我 们 仅 注 意 到 , 构筑 对 这 些 量词 语句 及 类 似 量 词语 
和 句 的 真正 含义 的 一 个 直观 理解 是 完全 可 能 的 . 
0.2 ”逻辑 连接 词 
当 字 与 夹 在 两 个 句子 之 中 时 , 则 当 这 两 个 组 成 的 句子 都 是 真 的 , 这 个 句子 


才 是 真 的 , 否则 就 是 假 的 . 这 就 是 说 , 复合 句子 的 “ 真 值 "T 或 下 仅 依赖 于 组 成 可 
子 的 真 值 . 因此 我 们 可 以 用 简单 的 “ 井 值 表 ” 来 描述 将 与 字 作 用 到 组 成 句子 的 
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HH 有 器 | YH 
iO 
可 可 可口 |J 


此 处 ‘P’ 与 'Q’ 表示 任意 语句 框架 ， 如 同 “与 这 样 的 字 称 为 逻辑 连接 词 . 用 记 
号 来 表示 连接 词 是 很 方便 的 .与 ' 的 一 个 标准 记号 为 &”. 因此 'P && 9 怠 谈 作 
与 @ 

另 一 个 逻辑 连接 词 为 字 ' 或 不幸 的 是 , 在 通常 的 论述 中 , 这 个 字 的 使 用 是 
含糊 的 , 它 有 时 用 作 不 可 兼 的 意思 , 其 中 ‘P 或 8’ 表示 P 与 8 之 一 是 真 的 , 但 
不 都 是 真 的 . 而 有 时 , 它 用 来 表示 可 兼 的 意思 , 即 至 少 有 一 个 是 真 的 , 又 可 能 两 个 
都 是 真 的 . 数学 不 允许 本 质 上 的 含糊 . 在 数学 中 , :或 :总 是 用 于 后 一 种 情况 , 因此 
我 们 有 真 值 表 : 


P 或 @ 


| 
| 心 
中 妆 口 口 | 尘 


上 面 两 个 连接 词 都 是 二 元 的 , 其 含义 为 它们 将 两 个 句子 组 成 一 个 新 的 句子 
字 : 非 , 作用 于 一 个 句子 , 从 而 它 实在 不 应 该 当 作 一 个 连接 词 ;然而 , 它 称 为 一 个 
一 元 的 连接 词 . 关于 * 非 , 的 一 个 标准 记号 为 人” 它 的 真 值 表 显然 为 


在 习惯 使 用 时 , 字 非 ' 一 般 是 隐蔽 于 一 个 句子 之 内 . 我 们 记 作 “> 不 等 于 ， 
而 不 宁愿 写成 非 (z 等 于 四. 但 是 为 了 逻辑 操作 的 目的 , 否定 记号 :( 字 非 或 一 
个 如 同 ‘~’ 的 记号 ) 表示 这 个 句子 已 经 被 否定 . 当然 , 我 们 将 继续 去 使 用 “zy 
但 必须 铭记 于 心 的 是 , 这 是 非 (z = 细 ' 或 “~ (z = 细 ' 的 习惯 用 法 

我 们 现在 转 入 麻烦 的 连接 词 车 …, 则 .…” 我 们 将 写作 ' 若 P, 则 & 或 
P > 0'. 这 几乎 总 是 在 全 称 量词 (Y z)(P(z) ”> Q(z)) 中 加 以 使 用 , 它 的 合 义 最 
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好 用 这 种 应 用 的 案例 来 前 明 . 我 们 考虑 若 z < 3 一 zZ<5 为 一 个 真 的 句子 . 更 
准确 地 说 , 这 对 于 所 有 z 皆 成 立 , 所 以 全 称 量词 (Y zj)(z <3 寺 x < 5) 是 一 个 
真 的 语句 . 特别 , 这 一 结论 迫使 我 们 同意 <3= 寺 2<5,4<3=>4<5, 凡 
‘6 < 3 二 6 < 5 都 是 真 的 语句 . 因此 关于 ‘>’' 的 真 值 表 包 含 下 面 的 值 . 


P @ P=>Q 
T 工 T 
T 下 一 
F TT T 
F FF T 


另 一 方面 , 我 们 考虑 ‘x < 7 寺 x < 5 为 一 个 假 的 句子 , 所 以 我 们 就 同意 "6 < 7 之 
6 < 5 是 假 的 , 则 对 于 P 坟 > 8, 上 面 表 的 最 后 一 列 应 有 值 下” 

如 同 我 们 已 经 考虑 过 的 ， 框 架 变量 与 逻辑 连接 词 的 综合 称 为 真 值 函数 形 
式 .我 们 进一步 用 连接 词 综合 诸如 只 > 8’ 与 “~ 已 这 种 初等 形式 来 构 井 诺 
如 ‘~ (P 坟 8)' 与 ‘(P= Q)&(Q@ => P)' 的 合成 形式 . 若 一 个 句子 可 以 由 替换 形 
来 得 到 , 则 这 个 句子 就 有 一 个 给 定 的 ( 真 值 函数 ) 形式 . 因此 ,zx <y 或 ~(z < 
就 有 形式 ‘P 或 ~ 已 , 这 是 由 于 它 可 以 由 这 个 形式 , 将 句子 'z < yy 替换 句子 变 
量 ‘P’ 而 得 到 . 复合 真 值 函 数 形式 有 真 值 表 , 它 可 以 由 综合 初等 表 而 得 到 . 例如 ， 
‘~ (一 盖 QQ) 有 下 表 , 整个 形式 的 真 值 位 于 最 后 用 到 的 连接 词 (这 个 例子 中 为 ~) 
下 面 的 列 中 . 


因此 仅 当 PP 为 真 及 @ 为 假 时 , ~ (P 壤 8) 才 是 真 的 . 
若 一 个 真 值 函数 形式 , 如 ‘P 或 (~ P)”, 总 是 真 的 ( 即 在 真 值 表 的 最 后 一 列 
中 仅 有 ‘了 T"), 则 称 为 一 个 重 言 式 或 一 个 重 言 形式 .读者 可 以 验证 


(P&(P 坟 3Q)=Q 与 (P= Q)&(QD)R (PTD 


都 是 重 言 形式 . 事实 上 , 任何 不 涉及 量词 的 论证 的 正确 原则 必定 被 一 个 重 言 形式 
表示 出 来 . 
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‘ 当 且 仅 当 ' 形式 ‘P 对 8', 或 ‘P 当 是 仅 当 QB’, 或 'P 刘 3 是 (PP > QB)&(8=> 
P)’ 的 缩写 . 它 的 真 值 表 为 / 


器 中 IY 
中 归口 | 心 
器 吕 昭 | 个 


即 当 PP 与 @ 有 同样 的 真 值 时 , 已 会 8 才 是 真 的 , 否则 就 是 假 的 . 

若 两 个 真 值 函数 形式 4 与 B 在 它们 的 直 值 表 (的 最 后 一 列 ) 相同 , 则 称 4 
与 B 是 等 价 的 . 鉴于 ‘名 ' 的 表 , 我 们 得 知 若 4 人 怠 B 是 重 言 的 , 则 4 与 B 等 价 ， 
其 道 亦 真 . 将 一 个 由 形式 4 经 替换 得 到 的 句子 换 成 一 个 由 同样 蔡 换 等 价 形 却 B 
得 来 的 句子 是 一 个 逻辑 推理 中 常用 的 手段 . 由 于 ‘P’ 与 人 ~ (~ P)' 为 等 价 形式 
所 以 要 证 明 一 个 语句 已 是 真 的 , 只 要 证 明 ~ P 是 假 的 即 可 . 其 他 的 等 价 性 为 : 

~ (PP 或 Q) 人 © (~ P)&(~ 9)， 
(P>Q) 合 @ 或 (~ 记 )， 
~(P> 0Q)S P&(~ Q). 

有 一 点 习惯 用 法 , 即 我 们 满足 于 方便 地 在 定义 中 用 ‘车 ' 来 代替 正确 的 ‘ 当 且 
仅 当 '. 我 们 定义 f 在 x 连续 , 假定 如 此 这 般 . 当然 , 含义 就 是 f 在 z 连续 , 当 且 
仅 当 , 如 此 这 般 . 这 不 会 引起 困难 , 这 里 由 于 显然 ' 当 且 仅 当 ': 表示 一 个 定义 已 经 
给 出 了 . 


0.3 量词 的 否定 


~ (yz) 与 “3z) ~ 具有 同样 的 含义 . 这 种 等 价 性 可 以 用 来 移动 一 个 否定 
记号 过 一 串 量词 中 的 每 一 个 量词 , 这 给 出 了 下 面 重要 的 应 用 法 则 : 
要 取 一 个 由 词义 构 成 的 语句 之 否定 ， 我们 只 要 简单 地 将 每 一 个 量词 换 
成 相反 的 量词 , 并 将 否定 词 移 至 量词 系 之 末 即 可 . 
因此 
~ (Vz) WY 2) P(x,Y,2) SS (3 TV YW)(3 2) ~ Pz,Y, 2). 


还 有 其 他 量词 的 推导 原则 可 以 被 分 离 出 来 , 我 们 将 在 适当 的 时 候 提 出 来 , 无 
需 在 此 加 以 罗列 


0.4 集合 ‘7- 
0.4 集合 


定义 每 一 个 数学 对 象 为 某 种 事物 的 一 个 集合 是 当今 的 常用 方法 , 所 以 无 论 
专 样 简略 , 我 们 都 必须 检验 这 个 基本 概念 . 

一 个 集合 为 一 些 事物 的 全 体 , 它 的 自身 亦 被 看 作 是 一 个 实物 . 集合 中 的 事物 
称 为 集合 的 元 素 或 成 员 .一 个 成 员 属于 ' 的 记号 为 “e'( 这 是 大 写 < 的 样子 ) 所 以 
z € 各 读 作 器 是 4 的 一 个 成 员 "ez 属于 4 或 如 在 4 中 

在 数学 中 , 我 们 用 相等 记号 一 : 来 表示 逻辑 恒 等 ; 4 = B 表示 4 就 是 B. 现 
在 一 个 集合 4 被 当成 与 一 个 集合 B 为 同样 的 事物 当 且 仅 当 4 与 B 恰好 有 相同 
的 成 员 , 即 ‘4 = 也 :表示 (Yz)(ze4 今 ZE 也 )， 

大 集合 4 的 每 一 个 元 素 都 是 B 的 一 个 元 素 , 则 称 4 为 B 的 一 个 子 集合 或 
A 包含 于 B 中 (或 是 4 的 一 个 超 集 ). 包含 的 记号 是 ‘C’. 因此 ‘4 C B’ 表示 
(VY 7)(zT € A 二 x€B). 显然 有 


(A4=BS(AcBe& (Be A). 


这 是 常用 的 建立 集合 恒等式 的 一 个 方法 : 我 们 用 证 明 4 C BB 及 BC 4 来 证 
明 4 = B. 如 有 果 读 者 思考 上 面 的 等 价 性 ,他 将 看 到 它 首 先 依赖 于 真实 函数 形 
式 ‘P 对 8 写 ‘(PP 冤 Q) && (8@ = P) 的 等 价 性 , 然后 是 ‘(Vv 2z)(R & 5S) 与 
(VY 2)R & (Vz)S' 之 间 的 明显 量词 等 价 性 . 

我 们 用 说 明 其 成 员 的 方法 来 定义 一 个 集合 . 厂 集 合 是 有 限 的 , 则 其 成 员 可 以 
真正 地 被 列 出 来 , 我 们 用 的 记号 为 将 列 出 的 成 员 用 一 个 括号 括 起 来 . 例如 {1, 4， 
7} 为 包含 3 个 数 1, 4, 7 的 集合 ,{z} 为 z 的 一 元 集合 ( 仅 含 一 个 事物 z 为 成 员 的 
集合 ) 及 {7z,Y} 为 7 与 y 的 二 元 集合 . 我 们 可 以 不 恰当 地 信用 这 个 记号 来 表示 
某 些 无 穷 集 合 . 因此 {2, 4, 6, 8, … } 确 实 可 以 被 当 作 所 有 侦 正 整数 的 集合 . 但 无 
穷 集 合 一 般 都 用 语句 框架 来 定义 . 者 P(x) 为 一 个 包含 自由 变量 'z 的 框架 , 则 
{fz : P(z)} 就 是 使 P(z) 为 真 的 所 有 z 的 集合 . 换言之 , {z : P(z)} 为 满足 


y EA PY) 


的 集合 4. 例如, {fz : xz? < 9} 为 所 有 适合 z* < 9 的 实数 x 的 集合 , 即 开 区 间 
(-3,3), 及 y € {z :x2 <9) 合 人 妨 <9. 一 个 语句 框架 可 以 设想 为 叙述 一 个 性 
质 ,一 个 事物 可 以 具备 或 可 以 不 具备 它 , 从 而 {zx : P(z)} 为 所 有 具备 该 性 质 的 事 
物 之 集合 . 
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我 们 需要 空 集 G, 它 很 相似 于 在 算术 中 我 们 需要 和 零 一 样 ， 大 P(z) 不 会 是 真 
的 , 则 {z : P(xz)} = 8. 例如 


{2:7#¥7}= 8. 


当 我 们 在 早 些 时 候 说 , 所 有 的 数学 对 每 都 被 习惯 地 当 作 和 集合 时 , 这 里 认为 读 
者 已 了 解 一 个 事物 与 该 事物 的 名 称 之 间 的 区 别 . 为 了 稳妥 起 见 , 我 再 说 几何 , 一 
把 椅子 与 字 ' 椅 子 ' 不 是 同样 的 东西 ; 数 4 为 一 个 数学 对 和 象 , 它 与 数字 “4 不 是 
同样 的 东西 . 数字 ‘4’ 是 数 4 的 名 字 , 它 与 ' 四 "2+2: 及 TV’ 是 一 样 的 . 由 现在 
观点 看 , 4 本 身 可 以 被 当 作 某 特定 集合 . 在 本 教程 里 , 我 们 没有 必要 将 逻辑 分 析 
引 向 深入 , 但 有 些 读者 可 能 有 兴趣 知道 , 我 们 通常 定义 4 为 {0,12;3}. 类 似 地 ， 
2 = {0,1}, 1 = {0}, 及 0 为 空 集 儿 . 

由 上 述 讨论 及 我 们 作 的 说 明 应 该 是 清楚 的 , 即 我 们 一 个 引号 围 住 一 个 记号 
来 表明 记号 之 名 称 (记号 本 身 为 其 他 某 个 东西 的 名 称 ). 所 以 “4” 为 “4 的 名 称 
( 它 本 身 是 数 4 的 名 称 ). 这 是 严格 正确 的 用 法 . 但 数学 家 几乎 常常 错 用 了 它 . 精 
确 的 书写 为 : 命 x 为 一 个 数 ; 称 这 个 数 为 ‘z*. 但 这 后 者 几乎 总 是 被 写成 : 称 这 个 
数 为 z. 这 个 不 精确 性 对 于 阅读 的 数学 家 来 说 并 不 会 引起 困难 , 而 且 它 还 消除 了 
像 雨 一 样 的 引号 , 使 印刷 页 得 到 节省 . 但 是 这 种 记号 的 含糊 处 理 使 人 成 为 可 能 的 
受害 者 . 这 个 人 没有 了 解数 学 不 关注 于 记号 , 而 是 记号 所 表示 的 事物 . 由 于 现在 
的 读者 已 经 安全 地 避 开 了 这 个 陷阱 , 所 以 我 们 可 以 放松 一 些 , 并 偶尔 略 去 严格 必 
要 的 引号 

为 了 避免 过 多 使 用 集合: 这 个 字 , 我 们 用 许多 同 义 字 , 诸如 ‘类 ',' 全 体 ',' 系 ， 
与 全部 '. 因此 我 们 可 以 说 ,“ 命 a 为 一 个 集合 的 类 的 系 ”. 若 一 个 鞋 店 是 鞋 的 全 
体 , 则 一 个 鞋 店 连锁 店 就 是 这 样 一 个 3 重 事 物 . 


0.5 ”限制 变量 


数学 中 的 变量 通常 不 允许 取 所 有 事物 作为 值 ; 它 仅 可 以 取 某 集合 的 成 员 为 
值 , 我 们 称 它 为 变 元 的 定义 域 .定义 域 有 时 是 显 式 标 出 的 , 但 常常 仅 是 隐 式 表示 
的 . 例如 字母 'n’ 习惯 地 用 来 表示 一 个 整数 , 所 以 “(Y m)P(n) 将 自动 地 被 读 作 
“对 于 每 一 个 整数 n, P(n)”. 但 有 时 n 只 取 作 一 个 正 整 数 . 在 可 能 有 的 含糊 与 括 
惑 的 情况 下 , 我 们 将 明确 地 指出 限制 并 记 作 “(Yn € Z)P(n) , 此 处 “Z 为 所 有 整 
数 所 成 集合 的 标准 记号 . 量词 照 字义 读 作 ‘对 于 所 有 Z 中 的 n, 或 更 为 随 党 地 ,对 
于 每 一 个 整数 n'. 类 似 地 ,'(3m e Z)P(n)’ 读 作 “在 也 中 存在 一 个 使 P(n)” 或 
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“存在 一 个 整数 n 使 P(n)”. 注意 记号 'e’ 在 此 读 作 前 置 词 ‘之 中 上 面 的 量词 称 
为 限制 量词 . 
同 法 , 我 们 限定 了 集合 形成 的 方式 , 既 可 是 隐 式 的 也 可 是 显 式 的 , 如 “fn : 
P(n)} 与 {n€ 2Z:P(n)}, 两 者 都 读 作 “所 有 满足 P(n) 之 整数 n 的 集合 ”. 
限制 变量 可 以 由 


(yz € A}P(x) © (Yr)(r € A = P(7)), 
(3x € A)}P(7x) © (dr)(z € A & P(7)). 
{rE A:P(r)} = {rz:r€ A& P72)}. 


尽管 在 包括 明确 的 限制 变量 的 句子 中 , 没有 任何 含糊 之 处 , 但 用 上 指标 位 置 
书写 限制 子 句 时 , 它 有 时 会 帮助 我 们 看 清 句 子 的 结构 . 例如 , (Ve>")(3n5 ). 某 些 
限制 在 0.1 节 中 已 经 隐 含 了 . 若 读者 同意 (V zj(z 一 1= (x 一 1)(z + 了)) 是 真 的 ， 
他 或 许 会 取 z 为 一 个 实数 . 


0.6 ” 序 对 与 关系 


正如 读者 从 解析 几何 中 了 解 到 的 , 序 对 是 基本 工具 . 按照 我 们 的 普 遇 原则 ， 
序 对 取 作 某 一 集合 , 但 是 在 这 里 , 我 们 不 再 考虑 它 是 个 什么 集合 , 只 要 它 满 足 头 
键 的 刻画 特征 的 性 质 : 


<7X,Yy>=<ab>Or=a5y=b. 


所 以 < 1,3 > 承 < 3,1 >. 

对 应 , 或 关系 , 或 一 个 映射 的 特殊 情况 , 或 函数 的 概念 对 于 数学 来 说 是 基本 
的 . 一 个 对 应 是 一 对 事物 , 使 给 定 任意 两 个 事物 x 与 y, 二 元 ( 联 ) 组 < zy > 或 
者 是 或 者 不 是 对 应 . 一 个 特殊 的 对 应 (关系 ) 一 般 由 一 个 语句 框架 P(z,y) 来 表 
示 , 它 有 两 个 自由 变量 , 且 x 与 y 对 应 当 且 仅 当 P(z,y) 是 真 的 . 给 定 任何 关系 
(对 应 ), 则 所 有 对 应 元 素 的 序 对 < zx,y > 所 成 的 集合 称 为 它 的 图 . 

一 个 关系 是 一 个 数学 对 象 , 正如 我 们 已 经 说 过 多 次 , 流行 的 用 法 是 将 每 一 个 
数学 对 象 看 作 这 种 或 那 种 类 型 的 集合 . 由 于 一 个 关系 的 图 是 一 个 〈 序 对 的 ) 合 ， 
所 以 习惯 上 取 图 为 关系 即 可 .因此 一 个 关系 (对 应 ) 简单 地 就 是 一 个 序 对 集合 . 右 
R 是 一 个 关系 , 则 我 们 说 zx 与 y 有 关系 RR, 并 记 作 ‘rRy”, 当 且 仅 当 < x,y >€ RR 
我 们 亦 称 在 R 之 下 , z 对 应 于 y. 一 个 关系 R 的 序 对 之 第 一 个 元 素 构成 的 集合 
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称 为 R 的 定义 域 , 并 记 为 domR 或 全 (R). 因此 
domR = {7 : (3y) < zx,y >E R}. 
第 二 个 元 素 构成 的 集合 称 为 RR 的 值 域 : 
range R= {y: (3r) < zx,y >E€ R}. 
一 个 关系 R 的 送 R-1 为 RR 中 的 序 对 的 次 序 颠 倒 后 得 到 的 序 对 集合 : 
1-{<zr,y>:<y,r>ER}. 


一 个 具有 二 个 自由 变量 的 语句 框架 P(z,y) 实际 上 确定 了 一 对 相互 为 逆 的 关系 
R&c5, 称 为 PP 的 图 , 如 下 所 示 : 


R= {<z,y>: P(x,y)}, S={<y,7>: P(r,y)}. 


一 个 二 维 变量 框 保 及 选 定 一 个 变量 作为 第 一 个 可 以 称 为 一 个 有 向 框架 , 于 是 一 
个 有 向 框架 对 于 它 的 图 就 有 一 个 惟一 确定 的 关系 . 实数 及 上 的 严格 不 等 式 关系 
将 被 看 作 是 集合 {< z,y >:z < 包 ; 这 是 由 于 ‘x < yr’ 中 的 变量 有 一 个 自然 次 序 . 

所 有 序 对 的 集合 AxB= {<z,y>:TEA&yEe B}, 其 中 第 一 个 元 素 属 
于 4 及 第 二 个 元 素 属于 B, 称 为 集合 4 与 互 的 笛 卡 儿 乘 积 . 一 个 关系 RR 总 是 
domR x rangeR 的 一 个 子 集 . 若 两 个 “因子 空间 ”是 同样 的 ， 我 们 就 可 以 用 指数 
记号 : 42 = 二 Ax A4. 

笛 卡 儿 乘积 到 = 及 x 到 为 “解析 平面 .解析 几何 就 是 基于 民 与 欧 氏 平面 
区 ( 后 者 由 一 个 坐标 系 决定 ) 之 间 的 一 一 坐标 对 应 , 它 使 得 我 们 可 以 代数 地 来 处 
理 几何 问题 及 几何 地 去 处 理 代 数 问题 . 特别 地 , 由 于 实数 集合 之 间 的 一 个 关系 是 
R2 的 一 个 子 集 , 所 以 我 们 可 以 由 对 应 的 欧 氏 平面 的 子 集 , 或 如 本 页 所 示 任 何 欧 氏 
平面 的 模型 的 子 集 将 它 “ 画 ”出 来 . 一 个 简单 的 笛 卡 儿 乘 积 如 图 0.1 所 未 (AUB 
为 集 4 与 B 的 并 ). 

基 RR 是 一 个 关系 及 4 为 任意 集合 , 则 R 关 于 4 的 限制 , R14, 为 R 中 第 
一 个 元 素 属 于 4 的 序 对 构成 之 子 集 : 


RIA={<7z,y>:<7r,y>ER&IEA}. 


因此 R14 = RN (4 x rangeR), 此 处 CND 为 集合 C 与 DD 的 交 . 


0.7 未 数 与 映射 “ts 


AXB, 其 中 4=[1 ,2] U2 ,3] , B=[1 ,13]U {2} 
0.1 0.2 
夺 RR 是 一 个 关系 及 4 为 任意 集合 , 则 在 RR 之 下 4 的 像 ,R[4], 为 RR 中 序 对 
的 第 二 个 元 素 构 成 的 集合 , 其 中 第 一 个 元 素 属于 4: 
RI[A] = {y: (3¢)(z € A & < z,y >e R)}. 


因此 R[4] = range(RIA), 如 图 0.2 所 示 . 


0.7 ”函数 与 映射 


一 个 函数 是 一 个 关系 f, 它 使 定义 域 中 每 一 个 元 素 z 正好 对 应 于 一 个 值 域 
元 素 y. 这 个 性 质 可 以 表示 如 下 : 


AVYESF 及 AVEfFSY=R 
如 此 由 f 与 z 确定 的 y 记 为 f(7): 
y= f(z)O<7r,y >Ef. 


人 们 常常 会 设想 一 个 函数 是 积极 的 而 一 个 非 函 数 的 关系 是 被 动 的 : 一 个 函 
数 作 用 于 它 的 定义 域 中 一 个 元 素 x 即 给 出 f(z). 我 们 取 z 并 将 f 作 用 于 它 ; 事实 
上 , 我 们 常常 称 一 个 函数 为 一 个 算 子 . 另 一 方面 , 若 RR 是 一 个 关系 , 但 不 是 一 个 
函数 , 则 相对 于 它 的 定义 域 中 的 一 个 元 素 z; 一 般 并 不 存在 与 之 对 应 的 特别 的 y， 
7 与 y 的 配对 被 视 为 比较 被 动 的 . 
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我 们 经 常 这 样 来 定义 一 个 函数 f, 即 对 于 定义 域 中 的 每 一 个 zx, 指定 它 的 值 
f(x), 并 用 一 个 停止 箭头 记号 来 表示 这 种 配对 联系 . 因此 x 吓 x7? 为 这 样 一 个 郴 
数 , 它 对 于 每 一 个 数 z, 对 应 于 它 的 平方 2. 若 我 们 需要 认识 f 是 这 个 函数 , 我 
们 就 可 以 写作 “考虑 函数 f : z m z2”. f 的 定义 域 必须 是 有 意义 的 . 

若 f 是 一 个 函数 , 则 f-! 当然 是 一 个 关系 . 但 一 般 说 来 , 它 并 不 是 一 个 函数 
例如 , 若 f 为 函数 z 上 xz?, 则 f-! 包含 数 对 < 4,2 > 与 <4, 一 2 >, 从 而 它 不 是 
一 个 函数 ( 见 图 0.3). 若 f 是 一 个 函数 , 我 们 就 说 f 是 一 对 一 的 , 且 f 是 它 的 定 
义 域 与 值 域 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 每 一 个 ze domf 仅 对 应 于 一 个 y € rangef 
(f 是 一 个 函数 ), 及 每 一 个 y € rangef 仅 对 应 于 一 个 z € domf (f 是 一 个 画 
数 ). 


记号 
:4 一 也 


读 作 “一 个 4 上 至 B 的 函数 ”, 或 “< 由 4 到 B 的 函数 ”. 这 个 记号 表示 了 是 一 
个 函数 ,其 domf = 4 及 rangej CB. 许多 人 感到 函数 的 真正 概念 应 该 包括 所 
有 这 些 成 分 ; 即 一 个 函数 应 当 被 当成 一 个 有 序 的 三 元 组 < f, 4,B >， 其 中 了 为 
根据 我 们 有 限制 定义 的 一 个 函数 , 4 为 f 的 定义 域 ,及 BB 为 f 值 域 的 一 个 超 集 ， 
在 本 书 中 , 我 们 称 它 为 f 的 值 域 . 我 们 将 用 术语 映射 ', 映 入 ”, 久 ‘ 恋 换 ' 来 表示 
这 样 的 一 个 三 元 组 ,从 而 记号 f :4 一 B 从 整体 上 表示 一 个 映射 . 进而 言 之 , 当 
什么 集合 是 值 域 没有 疑问 时 , 我 们 常常 称 函数 了 本 身 为 一 个 鼎 射 , 这 是 由 于 三 元 
组 < f, A,B > 是 被 f 决定 的 . 两 个 箭头 记号 可 以 联合 为 ,如 “由 Zr 2? 定义 
f:R— RR. 
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若 f 是 一 对 一 的 , 则 映射 / : 4 一 B 就 称 为 单 射 的 . 若 rangef = B, 则 称 为 满 
射 的 . 若 它 既 是 单 射 又 是 满 射 的 , 则 称 为 双 射 的 . 因此 一 个 双 射 的 映射 1 :A 一 B 
是 它 的 定义 域 4 与 值 域 B 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 当然 一 个 函数 总 是 到 它 值 域 R 
的 一 个 满 射 , 从 而 语句 f 是 满 射 的 意思 就 是 R = B, 其 中 B 理解 为 值 域 


0.8 ” 积 集 ; 指标 记 亏 


折 代 数学 的 特征 习性 之 一 是 当 一 种 新 的 事物 被 定义 及 稍 作 讨论 后 , 人 们 就 
会 立刻 看 看 所 有 这 种 事物 的 集合 . 随 着 由 4 至 5 的 一 个 函数 的 概念 很 好 地 被 向 
握 后 , 我 们 自然 地 会 考虑 所 有 由 4 至 5 的 函数 集合 . 我 们 将 这 个 集合 记 为 5 人 . 
因此 到 就 是 所 有 一 个 实 变量 的 实 函 数 所 成 的 集合 , 及 Sz ”为 9 上 所 有 无 穷 序 
列 所 成 之 集合 (我 们 理解 一 个 无 穷 序 列 就 是 一 个 函数 , 其 定义 域 为 所 有 正 整数 所 
成 之 集合 Z+). 类 似 地 , 若 我 们 置 元 = {1,… ,n), 则 5 为 5 上 所 有 长 度 为 n 的 
有 限 序列 所 成 之 集合 . 

若 忆 是 5 的 一 个 子 集 , 则 (相对 于 5S) 它 在 9 上 的 特征 另 数 ， 一 般 地 记 为 
xp, 在 B 上 取 常 数值 1, 而 在 B 以 外 则 取 常 数值 0. 所 以 , 5 的 子 集 的 所 有 特征 
函数 的 集合 为 25( 由 于 2 = {0,1)). 但 是 由 于 这 个 函数 集合 与 5 的 子 集 所 成 的 
集合 是 自然 地 一 一 对 应 的 , Xs 对 应 于 B, 所 以 我 们 将 这 两 个 集体 恒 等 起 来 , 因此 
25 亦 被 解释 为 S 所 有 子 集 所 成 之 集合 . 我 们 将 用 本 节 所 剩 下 的 大 部 分 篇 幅 来 讨 
论 数 学 允许 的 类 似 定 义 的 含糊 性 . 

有 序 三 元 组 < x,y,z > 通常 被 定义 为 有 序数 对 << zy >,z >. 这 个 定义 的 
理由 可 能 是 二 个 变量 zx 与 y 的 一 个 函数 通常 被 看 成 是 单个 数 对 < z,y > 的 一 个 
函数 , 所 以 , 例如 , 一 个 两 个 实 变量 的 实 函数 是 (R x RR x 民 的 一 个 子 集 . 但 我 们 
亦 将 这 样 一 个 函数 当成 笛 卡 儿 三 维 空间 民 的 一 个 子 集 . 因此 , 我 们 定义 疏 为 
( 眉 x 依 ) x 及, 即 我 们 定义 : 有 序 三 元 组 < X,Y,* > 为 << X,Y >,Z>. 

另 一 方面 ， 有 序 三 元 组 < 72,y,z > 亦 可 以 被 当成 有 限 序 列 {< 1,7x >， 
< 2, yy>,< 3,z >}, 它 当 然 是 一 个 不 同 的 事物 ， 一 个 有 序 三 元 组 的 这 两 种 模 
型 都 同样 好 地 起 着 作用 , 而 数学 家 又 忽略 了 它 们 的 区 别 . 当 我 们 在 以 后 讨论 目 然 
同 构 时 (1.6 节 ), 我 们 将 更 多 地 谈 到 这 一 点: 暂时 , 我们 简单 地 将 R? 与 到 当成 
是 同样 的 ; 一 个 有 序 三 元 组 可 以 或 者 被 “看 作 ” 一 个 序 对 , 其 中 第 一 个 元 素 亦 为 
一 个 序 对 , 或 者 为 一 个 长 度 3 的 序列 (或 者 ， 作为 一 个 序 对 , 其 中 第 二 个 元 素 为 一 
个 序 对 ). 
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类 似 地 , 我 们 设想 笛 卡 儿 四 维 空间 RE 为 RR, 开 x 了 民 , 或 RxR=R wx 
(( 民 x R) x RR), 等 等 . 很 明显 , 我 们 实际 上 假定 了 关于 序 对 的 一 个 结 合 律 , 但 我 们 
并 不 真正 具有 它 . 

这 种 含糊 性 , 即 我 们 欲 将 两 个 真正 相 异 的 事物 等 同 起 来 , 是 确切 决定 事物 是 
什么 东西 的 一 个 必要 推论 . 这 是 我 们 为 集合 论 的 精确 性 所 付 的 代价 之 一 ; 当 数 学 
不 明确 的 时 候 , 就 会 只 有 一 个 简单 的 模糊 概念 . 

数学 中 常用 的 指标 设计 亦 会 有 含糊 的 关系 , 我 们 应 该 加 以 检查 . 一 个 有 指标 
的 集体 , 作为 一 个 集合 , 不 是 别 的 , 它 是 一 个 函数 , 即 指标 函数 的 值 集 合 . 一 个 特 
殊 的 有 指标 的 事物 x;, 只 是 简单 地 表示 函数 在 定义 域 中 元 素 i 的 函数 值 ， 如果 
指标 集合 为 1 则 有 指标 的 集合 就 记 为 {zi :ie T} 或 {zijier( 或 {zij2 其 中 
7 = %+). 总 之 , 这 个 记号 建议 我 们 将 有 指标 的 集合 看 作 是 将 指标 遍历 指标 集合 
1, 然后 将 带 有 指标 的 事物 搜集 起 来 所 得 之 集合 , 即 一 个 有 指标 的 集合 被 看 作 是 
集合 加 上 指标 函数 . 这 种 双重 性 也 反映 在 同样 的 记号 常常 表示 映射， 所 以 我 们 
提 到 序列 {za}ee ;, 此 处 序列 就 是 映射 n ry zn. 我 们 相信 , 如 果 读 者 检查 一 下 他 
关于 序列 的 概念 , 他 将 发 现存 在 这 个 含糊 性 . 他 认为 既 不 正 是 集合 , 亦 不 正 是 映 
射 , 而 是 映射 并 强调 它 的 值 域 , 或 值 域 “加 上 ”映射 . 由 于 集合 论 不 能 用 任何 简单 
与 优雅 的 方式 来 反映 这 个 微小 的 差别 , 所 以 我 们 将 取 一 个 有 指标 的 集合 为 指标 
函数 . 当然 , 同样 的 值 域 事物 可 以 被 不 同 的 指标 加 以 重复 ; 一 种 指标 是 否 一 对 一 
是 没有 关系 的 . 我 们 还 要 注意 将 指标 加 于 已 有 指标 的 集合 亦 无 限制 ; 每 一 个 集合 
至 少 可 以 以 自身 为 指标 (用 恒 等 函 数 ). 

除了 关于 含糊 的 '{zi : i € 1} 之 外 , 我 们 还 没有 通用 的 关于 指标 函数 的 
记号 . 由 于 zi 为 函数 在 ;的 值 , 所 以 我 们 可 以 设想 “zi 为 ‘z(i)” 的 另 一 种 写 
法 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 将 函数 记 为 ‘x’ 或 ‘x'， 当 我 们 说 ,“ 考 虑 n 元 ( 联 ) 组 
zt 二 < z1,.… ,zn >” 时 , 我 们 确实 在 有 序 ”元 组 的 情况 下 用 到 z. 另 一 方面 , 并 
没有 必要 的 理由 来 使 用 这 个 记号 我 们 可 以 称 指标 函数 为 任何 我 们 想 中 的 东西 | 
若 它 是 f, 则 当然 对 于 所 有 的 i 有 /= zi 

我 们 现在 回 到 币 卡 儿 乘积 的 一 般 定义 . 较 早 时 , 我 们 曾 主 张 过 (在 一 个 特殊 
情况 下 ), 笛 卡 儿 乘积 A x B x C 为 所 有 的 有 序 三 元 组 < zi,za,zs > 的 集合 ， 

中 x1 € A,z2 € B, 及 xX3 € 0. 一 般 地 , A1 x 42 x… Xx 4n， 或 [i_1 hi, 为 有 序 
n 元 组 二 < 7X1,… ,Yn > 的 集合 , 此 处 zi € hi,i = 1,…,n. 如 果 我 们 将 一 个 
有 序 n 元 组 解释 为 元 = 生 ,… ,mn} 上 的 一 个 函数 , 则 得 


[IT” 4: 为 所 有 函数 = 的 集合 , 其 中 定义 域 i 满足 : 对 于 所 有 i € zi 6 4 


这 个 定义 几乎 可 以 逐 字 地 推广 , 使 我 们 得 到 任意 一 个 有 指标 的 集合 集体 之 
笛 卡 儿 乘 积 概念 


定义 8.1 有 指标 的 集合 的 集体 {Si :ie 了 Tj 的 笛 卡 儿 乘 积 ;ej Si 为 所 有 这 
种 函数 了 的 集合 , 其 定义 域 为 指标 集 I， 并 满足 : 对 于 所 有 i ET Fi) € Si. 


关于 乘积 , 我 们 也 可 以 用 记号 [[{Si,i € 了 来 表示 , 并 用 fi 表示 值 f(2). 


0.9 ”合成 


如 果 我 们 给 出 映射 / :A 一 B 与 9:B 一 C, 则 9 与 了 的 合成 gof 是 由 4 


(g of)(z) = g(f(x))， 对 于 所 有 zx € 4 成 江 . 


这 是 初等 微 积分 中 一 个 函数 算 子 的 函数 . 如 果 f 与 g 为 由 f(z) = zM3 + 1 与 
g(z) = z2 定义 的 由 及 至 及 的 映射 , 则 fog(z) = (z?)Ma +1 = zz/a +1 而 
go f(z) = (z1/3 十 1)? = z2/3 + 2zl/3 +1. 注意 为 了 使 ge j 可 以 被 定义 , f 的 值 
域 必须 是 g 的 定义 域 . 这 个 算 子 可 能 是 数学 的 基本 二 元 算 子 . 


5| 理 9.1 合成 满足 结合 律 : 
fo(goh)=(fo9)oh 


证 明 (fo(goh))(z) = f((goh)(z)) = f(g(h(7z))) = (f og)(h(2)) = ((f 09)o 
hh)(x) 对 于 所 有 x € domh 成 立 . 口 


若 4 是 一 个 集合 , 则 恒 等 映射 :4 一 4 为 将 每 一 个 ze 4 上映 至 自身 的 映 
射 . 因此 14 = {< 7z,7x >~:xX € A}. 如 f 将 4 映射 至 B, 则 显然 


foIlAa=f=lspof. 


若 g:B 一 4 满足 go f= 了 I4, 则 我 们 称 g 为 了 的 一 个 左 北 元 及 了 为 9 的 一 个 
右 这 元 . 


引 理 9.2 若 映射 :4 全 已 既 有 一 个 右 过 元 h, 又 有 一 个 左 闻 元 g, 则 它们 
必须 相等 . 
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证 明 利用 代数 技巧 与 结合 运算 , 我 们 有 
h=IAaoh=(gof)oh=go(foh)=gols= 9g. 口 


在 这 种 情况 下 , 我 们 称 满足 fog = Is 与 go f = 14 惟一 确定 的 映射 
0 :巨人 一 4 为 了 的 送 元 . 于 是 我 们 有 


定理 9.1 一 个 映射 1: A 五 BB 有 逆 元 当 且 仅 当 它 是 双 射 的 , 在 这 种 情况 下 ， 
它 的 弟 元 为 它 的 关系 这 元 f-!. 


证 明 如 果 f 是 双 射 的 , 则 关系 逆 元 1-! 为 一 个 由 B 至 4 的 函数 , 且 方 程 
fof™ = JB 与 三 ” of = [A 显然 成 并 . 男 一 方面 ， 各 /ogg = 了 715， 则 由 于 B 中 
任何 y 都 可 以 被 写成 y = f(g(y)), 所 以 f 是 满 射 的 . 又 若 go f = 14, 则 由 方程 
f(z) = f(y) 可 以 导出 x = g(f(x)) = g(f (9)) = y, 所 以 f 是 单 射 的 . 因此 如 来 f 
有 一 个 逆 元 , 则 它 是 双 射 的 , 口 


现在 命 S(4) 为 所 有 双 射 映射 : 4 一 4 所 成 的 集合 . 则 在 合成 二 元 运算 之 
下 , 5(4) 是 闲 的 , 而 且 

(1) fo (go 有 = (fo9)oh 对 于 所 有 f,g,h,e S(4) 成 立 ; 

(2) 存在 惟一 的 Te S(4) 使 foT= Tof = 了 对 所 有 了 ES04) 成 立 ; 

(3) 对 于 每 一 个 f e S, 皆 存 在 惟一 的 gsS 满足 jog=9goj = 

在 一 个 二 元 运算 下 具有 这 些 性 质 的 任何 闭 集合 G 称 为 关于 这 个 运算 的 一 个 
群 . 因此 S(4) 是 关于 合成 的 一 个 群 

合成 也 可 以 用 来 定义 关系 如 下 :车 RC AxB 及 SC BxC, 则 SoRC AxC 
的 定义 为 


<7T,z>ESoORSD (Wy )(<zry >ER&Y<Y,2>E S). 


车 民 与 5 为 映射 , 则 这 个 定义 与 我 们 前 面 说 的 定义 是 一 致 的 . 


0.10 对偶 性 


存在 另 一 种 初等 但 重要 的 现象 称 为 对 偶 性 ,实际 上 , 它 在 数学 的 所 有 分 支 中 
都 出 现 . 命 严 : 4x 也- C 为 任意 两 个 变量 的 函数 . 显然 如 果 z 固定 , 则 F(z 
是 一 个 变量 y 的 函数 . 就 是 说 , 对 每 一 个 固定 的 z, 则 有 一 个 由 hr(y) = (2, 
室 义 的 函数 如 : BC. 所 以 zh je 是 一 个 由 4 至 C3 的 映射 p. 类 似 地 ,每 
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一 个 y 皆 导 致 一 个 函数 g, E C4, 此 处 gy(x) = 了 F(z,y) 及 ynm gy 为 一 个 由 B 至 
C4 的 映射 0. 

假定 现在 反 过 来 , 我 们 有 一 个 映射 p : 4 一 C?. 对 于 每 一 个 z € 4, 按 指 
标记 号 , 我 们 确定 yp 的 对 应 值 为 hx, 所 以 大 为 由 B 至 CO 的 一 个 函数 , 及 我 们 
由 F(z,y) = hx(y) 定义 玉 : A x B 一 C. 现在 我 们 回 到 刚 开始 处 因此 映射 
pp:A— C7,F:AxB 一 C0C, 及 0:B--0C4 是 等 价 的, 而 且 可 以 设想 为 同样 现 
象 的 三 种 不 同 途 径 . 最 终 的 映射 p 与 9 称 为 互相 对 偶 的 . 

映射 p 是 有 指标 的 函数 族 {h*? : ze 4} C CF. 现在 假定 六 C C3 为 一 个 
由 B 至 C 的 无 指标 函数 集体 , 并 由 FF(f,y) = f(y) 定义 下 :SxB 一 C. 则 
0 : B 一 C3 由 gy(f) = f(y) 定义 . 在 这 里 发 生 的 事 只 是 在 表达 式 f(y) 中 , 我 们 
把 两 个 记号 都 当成 变量 了 , 所 以 f(y) 是 $x B 上 的 一 个 函数 . 因此 当 我 们 将 y 
固定 时 , 我 们 就 得 到 了 $$ 上 的 一 个 将 总 映射 至 C 的 函数 

作为 主要 进展 , 我 们 将 要 看 看 这 个 对 偶 性 原则 的 重要 应 用 . 例如 ,一 个 mxn 
矩阵 为 一 个 R7YX” 上 的 函数 t = {ti;}. 我 们 将 矩阵 写成 一 个 数 的 长 方形 列 阵 , 其 
中 宁 为 行 指标 及 字 为 列 指标 , 从 而 地 为 第 i 行 与 第 7 列 相 交 处 的 那个 数 . 若 
我 们 将 i 固定 , 则 我 们 得 构成 i 行 的 n 元 组 , 于 是 矩阵 可 以 被 说 成 是 一 个 行 半 元 
组 的 m 元 组 . 类 似 地 (对 偶 性 ), 它 也 可 以 被 看 作 列 m 元 组 的 n 元 组 . 

同 理 , 一 个 由 A 至 B 的 函数 nn 元 组 < 所 ,… ,fn > 可 以 被 当 作 由 A 至 B™ 
的 单个 n 元 有 值 函 数组 


CQ P< 户 (a) , fnlo9) 六 . 


在 略为 不 同 的 应 用 中 , 对 偶 性 将 让 我 们 认为 一 个 有 限 维 的 四 量 空间 Y 是 它 目 身 
的 第 二 共 示 空间 (V*)*. 

由 这 个 观点 来 观察 初等 几何 是 有 益 的 . 今天 我 们 把 一 条 直线 当成 一 个 几何 
点 集合 . 一 个 较 老 与 较为 中 立 的 观点 则 是 将 点 与 直线 取 作 不 同类 型 的 本 原 物体 . 
所 以 , 命 4 为 所 有 点 所 成 的 集合 (从 而 正如 我 们 现在 所 看 待 的 ，4 就 是 欧 氏 平 
面 ), 及 B 为 所 有 直线 所 成 之 集合 . 命 已 为 关联 函数 : 大 p 与 ! 相关 联 (p“ 在 ”i 
上 ,1 在 ”?p 上 ), 则 RD,D = 1 否则 下 (7 =0. 所 以 下 将 4 xB 映 至 {0,1}. 因 
此 对 于 每 一 个 1 € B, 函数 gi(p) = FF(p,i) 就 是 我 们 设想 的 直线 ! 的 点 集合 的 特 
征 函 数 ( 当 p 在 1 上 时 , gi(p) = 1, 而 当 p 不 在 1 上 时 ,gi(p) = 0). 从 而 每 一 条 直 
线 决 定 了 一 个 位 于 它 上 面 的 点 集合 . 但 是 对 偶 地 , 经 过 它 的 特征 函数 h?(1), 每 一 
个 点 决定 了 在 它 “ 上 ” 面 的 直线 1 的 集合 . 所 以 在 完全 对 偶 性 中 , 我 们 可 以 将 直线 
当 作 一 个 点 集合 , 而 将 点 看 成 一 个 直线 之 集合 . 在 射影 几何 中 , 几何 的 这 个 对 偶 
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性 是 基本 的 . 

发 明 新 的 记号 来 表示 “部 分 ”函数 有 时 是 颇 难 的 , 这 种 函数 是 由 一 个 多 变 
量 函数 中 国定 一 个 变量 而 得 到 的 , 正如 我 们 在 上 面 所 做 的 那样 , 我 们 置 9y(z) = 
F(x,y). 但 在 这 种 情况 下 , 还 有 另 一 种 常常 是 很 有 用 的 办 法 ; 这 是 在 “变动 变量 ” 
处 放 一 个 点 . 因此 F(a,-) 为 一 个 变量 的 函数 , 它 是 由 F(z,y) 中 , 将 z 固定 为 值 
a 而 得 到 的 , 所 以 在 对 偶 性 的 最 初 讨论 中 , 我 们 有 


h” = F(z,:), 9y = F(:,Y). 


如 果 f 是 一 个 变量 的 函数 , 则 我 们 可 以 将 它 记 为 1(-), 从 而 亦 可 以 将 上 面 的 方程 
表示 为 hr(-) = F(z,),gy(-) = F(,). 这 个 记号 的 缺点 是 我 们 不 能 指出 未 失去 
意义 的 代 换 .因此 函数 F(z,-) 在 5 点 之 值 为 F(z,b), 但 从 这 个 计算 , 我 们 不 能 
够 反 向 来 读 , 并 告诉 我 们 , 什么 函数 是 被 计算 的 , 从 而 迫使 我 们 用 某 些 麻烦 的 记 
号 , 例如 F(z,")ls, 这 颇 难 驾 御 . 然而 在 没有 计算 困难 时 , 点 记号 的 使 用 仍然 是 有 
好 处 的 . 除了 消除 如 上 所 说 的 临时 记号 的 需要 外 , 它 在 下 面 情况 下 仍然 可 以 被 使 
用 , 即 让 我 们 立刻 看 到 变量 的 位 置 , 但 严格 地 讲 , 这 是 多 余 的 

例如 , DeF 在 以 后 将 表示 在 (固定 的 ) 方向 上 上 的 方向 导数 . 这 是 一 个 函数 ， 
它 在 ac 处 的 值 为 De F(a), 而 记号 DeF(.) 使 这 个 隐 式 理解 的 事实 明显 了 


0.11 布尔 运算 


命 9 为 一 个 固定 的 定义 域 , 及 和 为 8 的 一 个 子 集合 系 . 至 少 属于 省 中 一 个 
集合 的 所 有 元 素 所 成 的 集合 称 为 $ 的 并 , 或 8 中 所 有 集合 的 并 ,我 们 将 它 记 为 
US 或 uaey4. 因此 我 们 有 


UF= {7:(3AF)(z € A)}, yeEUS © (34A5)(y € 4). 


我 们 常常 考虑 系 和 已 经 有 指标 了 , 即 我 们 假定 给 出 一 个 集合 I( 指 标的 集合 ), 及 
一 个 由 了 I 至 祝 的 满 射 映射 iry A4i, 所 以 全 = {4; :iE 了 }. 从 而 有 指标 集合 的 并 
记 为 UicrAhi 或 Uf4i :ie 1}. 指标 的 设计 有 技术 上 与 心理 上 的 优势 , 我 们 将 经 
常 使 用 它 . 

如 果 $ 是 有 限 的 , 并 假定 它 本 身 或 者 指标 集 已 被 列举 , 则 对 于 它 的 并 , 还 
有 一 个 不 同 的 记号 可 用 . 若 和 = {4,B}, 则 我 们 记 并 为 4 U B, 这 是 一 个 用 列 
举 名 字 来 表示 的 记号 . 注意 在 此 我 人 有 ze A4UB 坊 zE4 或 TE B. 邦 
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$={4i : i 二 1 ,n}, 则 对 于 Ug, 我 们 一 般 将 它 写 为 4 U 42 U…U hn 或 
Ji-1 Ai. 

有 指标 系 {4ijier 的 交 记 为 nicr4i, 它 是 属于 每 一 个 4; 的 点 构成 的 集合 . 
所 以 

外 捷 个 A; 他 (VS)(zx € A;). 
iEI 

对 于 一 个 无 指标 的 系 g, 我 们 用 记号 8 或 Naes4. 大 六 = {4,B}, 则 M8 = 4nB. 

9 的 子 集 4 的 补 集 (或 余 集 )4' 为 所 有 满足 ze 5, 但 不 属于 A 之 元 素 所 成 
的 集合 :4 = {zs :ZK 4 摩尔 根 定律 称 一 个 交集 的 补 集 是 种 全 之 并 业 


(9) -ye 


EJ J 


这 是 “否定 量词 规则 ”的 立即 推论 . 这 里 ‘不 总 是 在 ' 与 “有 时 不 在 之 间 的 等 价 
性 : [~(Vilze4i) 今 (ie4i)], 确切 地 说 为 


E (na ) TE [4 人 ) 
若 我 们 置 B; = 4';, 并 再 取 补 集 , 即 得 到 对 偶 形 式 (UisrBi) = NMier(B;). 


其 他 量词 原则 可 以 推出 规则 如 下 :由 P& (3zx)Q(z) 全 (3z)(P&Q(7)) 可 
以 推出 


U4 )=b 
(0 ) -Dev 
an( M4)= 


,Us| = \ J(B vu A;). 


i€ET i€EJ 


\J(B fi Ai), 
i€J 


还 有 


( \(Bn 4;), 


iEJ 


对 于 两 个 集合 的 情况 , 这 些 规律 就 是 下 面 集 合 代数 的 熟知 规律 


4uUBY =4nB，(4nB) =4UB (摩尔 根 )， 
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ANMN(BUC)= (ANB)U(ANO), 

AU(BNMC)= (AUB)NM(AUC). 
即使 在 这 里 , 用 指标 的 想法 亦 会 使 规律 变 得 更 为 直观 . 因此 , 当 想 到 作为 ‘不 总 是 
在 与 “有 时 不 在 之 间 的 等 价 性 时 ， 

: (A1NMAs) = A1U A 
就 变 得 显然 了 . 
若 系 和 中 不 同 的 集合 都 没有 公共 元 素 , 即 如 果 (Y X,YS)(X YY 祝 XNY = 

0), 则 称 系 光 是 不 相交 的 .对 于 一 个 有 指标 的 系 {Aijier, 条 件 就 变 成 宇 关 了 仿 
Ain hj; = 2. 若 信 = {4,B), 则 我 们 就 简单 地 说 , 4 与 B 是 不 相交 的 . 


给 予 f:U 一 V 及 一 个 V 的 子 集 构成 的 有 指标 的 系 {B;}, 我 们 有 下 面 重要 
的 恒等式 


广 ” U a = Uf LB) f™ N a 一 | 1 六 [Bi 
及 对 于 一 个 单个 集合 BCV 有 
f7[B'] = (f7°[B). 
例如 
ZE 三 (Na © f(z)E€ f 18， © (Vi(f(rz) E Bi) 
evi(zef-!Bi) 台 re { 17 [Bd]. 


当 f 被 换 成 任何 R 时 , 上 面 所 示 的 三 个 恒等式 中 的 第 一 个 , 而 不 是 另外 两 
个 , 仍然 是 正确 的 . 由 交换 律 可 知 (3 z)(3 4 合 (人 )( x)4. 由 于 zy 幼 
与 ‘(V (3 z)” 有 不 同 含义 , 所 以 第 二 个 恒等式 对 一 般 R 不 成 并 . 


0.12 ”分 拆 与 等 价 关系 


一 个 不 相交 的 集合 系 和 其 集合 之 并 为 4, 则 $ 就 称 为 4 的 一 个 分 拆 . 我 们 
称 千 的 元 素 为 纤维 ' 并 称 8 纤维 了 4 或 是 4 的 一 个 纤维 表示 . 例如 , 欧 氏 平面 
上 平行 于 一 条 给 定 直线 的 直线 集合 就 是 平面 的 一 个 纤维 表示 . 如 果 T' 表示 含有 


0.12 分 拆 与 等 价 关 系 . 21 ， 


点 xz 的 惟一 纤维 ， 则 z 一 莹 是 一 个 满 射 映射 T: 4 一 说 ,我 们 称 它 为 4 在 这 上 
的 投影 .由 一 个 集合 4 至 4 的 一 个 纤维 信 是 构成 新 的 数学 对 和 象 的 主要 途径 之 一 . 

任何 函数 f 自动 地 将 它 的 定义 域 纤维 成 一 些 集合 , 在 每 个 集合 上 , f 取 常 数 
值 . 如 果 4 是 一 个 欧 氏 平面 及 f(p) 为 在 某 坐 标 之 下 , 点 Pp 的 x 坐标, 则 f 在 每 
一 条 垂直 线 上 取 常 数值 ; 更 确切 地 说 , 对 于 到 中 每 一 个 zx, f(D(zx) 为 一 条 垂直 
线 . 进而 言 之 , z P FU(z) 为 一 个 由 恨 至 所 有 纤维 (垂直 线 ) 所 成 集合 之 间 的 
一 个 双 射 映射 . 一 般 说 来 , 若 f : 4 一 B 为 任何 满 射 映射 , 及 和 硬 对 于 B 中 每 一 个 
值 y, 我 们 置 

Ay= fy) = {rE A:f(7)=Y), 


则 3 = {hy :y EB} 是 4 的 一 个 纤维 表示 及 p :yy 一 hy 是 一 个 由 召 至 六 的 双 
射 映射 . 由 于 pe f(x) = wp(f(z)) 为 4 中 所 有 适合 f(z) = f(x) 的 z 的 集合 元 所 
以 pof 是 一 个 投影 T: 4 一 间 . 

上 面 由 4 上 一 个 函数 生成 4 的 一 个 纤维 表示 是 比较 平凡 的 . 一 个 获得 4 的 
纤维 表示 的 更 重要 的 途径 为 由 4 上 一 个 所 谓 等 价 关 系 的 似 相等 关系 而 得 到 . 4 
上 的 一 个 等 价 关 系 为 一 个 二 元 关系 , 它 是 自 反 的 (z ~ x 对 于 每 一 个 ze 4 成 
立 ), 对 称 的 (z wy 全 yw2), 及 可 递 的 Z~y 柯 yw~2z 人 2 动作 的 每 一 个 纤 
维 表示 人 皆 生 成 一 个 关系 ~. 这 只 要 规定 z~~y 当 且 仅 当 z 与 y 属于 同一 个 纤 
维 , 则 显然 ~ 是 一 个 等 价 关系 . 这 一 节 所 要 建立 的 最 重要 的 事实 为 其 逆 . 


定理 12.1 A 上 每 一 个 等 价 关系 ~ 为 一 个 纤维 表示 的 等 价 关 系 . 


证 明 我 们 显然 必须 定义 到 为 等 价 于 z 的 元 素 y 的 集合 = {y:y 人 ~?}, 太 
我 们 的 问题 为 证 明 由 这 一 途径 得 到 4 的 所 有 子 集 系 8 为 一 个 纤维 表示 
自 反 , 对 称 与 可 递 律 变 成 了 


ZE 元 1ET 人 ET 及 TEY, VEZZEZ. 


所 以 由 自 反 性 推出 包含 4. 可 递 性 是 说 , 车 ye z, 则 由 zx ET 地 TE 有; 即 
若 y € z, 则 Cz 但 是 , 我 们 由 对 称 性 亦 有 若 y Ez, 则 zE€Ey, 所 以 Z CY. 
天 此 wy e z 推出 5 = z. 从 而 车 这 样 的 两 个 集合 5 与 5 有 一 个 公共 元 素 >, 则 
二 五 二 b. 换言之 , 若 a 不 是 集合 5, 则 5 与 6 互 不 相交 , 故 得 一 个 纤维 表示 . 口 


这 个 论证 在 数学 中 有 着 基本 作用 是 基于 这 样 的 事实 , 即 在 许多 情况 下 , 等 价 
性 关系 是 最 先 出 现 的 事物 , 然后 用 它 来 定义 分 拆 与 函数 . 我 们 给 出 两 个 例子 . 
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命 Z 为 全 体 整 数 ( 正 的 、 负 的 与 零 ). 则 一 个 分 数 “my/m' 可 以 被 考虑 为 一 个 
整数 的 序 对 < m,n >, 其 中 n 冯 0. 所 以 所 有 分 数 的 集合 为 Z x (2Z 一 {0}). 两 个 
分 数 < m,n > 与 < p,g > 是 “相等 的 ” 当 且 仅 当 mg = np, 及 经 过 验证 , 等 号 为 
一 个 等 价 关系 . 等 价 类 < 元 元 > 为 一 个 事物 , 它 被 取 作 有 理 数 m/n. 因此 有 理 
数 系 @ 是 Z x (Z 一 {0}) 的 一 个 分 拆 的 纤维 集合 . 

其 次 , 我 们 选取 一 个 固定 的 整数 pE Z; 并 上 且 由 mEn 今 p 整除 mm 一 n, 定义 
了 一 个 Z 上 的 关系 BE. 则 EE 为 一 个 等 价 关系 , 及 它 的 等 价 类 集合 Zp 被 称 为 整 
数 模 p. 易 见 mEn 当 且 仅 当 m 与 n 被 p 除 之 后 有 同样 的 余数 , 所 以 在 这 种 情 
况 下 , 存在 一 个 易于 计算 的 函数 f, 此 处 f(m) 为 m 被 p 除 后 的 余数 , 这 样 就 定 
义 了 纤维 表示 . 由 于 可 能 的 余数 集合 为 {0,1,… ,Pp 一 1}, 所 以 Zp 包含 p 个 元 素 . 

集合 4 上 的 一 个 函数 可 以 由 下 面 定 理 经 过 4 的 一 个 纤维 表示 写成 “因子 
积 "， 


定理 12.2 命 g 为 4 上 的 一 个 函数 , 及 命 和 为 4 的 一 个 纤维 表示 . 则 9 在 
福 的 每 一 个 纤维 上 取 常 数值 当 且 仅 当 容 上 存在 一 个 函数 5 使 9 三 5o7. 


证 明 若 y 在 和 的 每 一 个 纤维 上 均 为 常数 , 则 这 个 惟一 的 值 与 纤维 的 结合 定 
义 了 了 函数 9, 显然 有 g 二 gon. 其 道 是 显然 的 . 一 


多 变量 函数 的 微 积分 学 , 是 读者 所 熟 炙 的 单 变 量 微 积分 学 与 向 量 空间 理论 
的 结合 . 这 种 处 理 的 适当 性 直接 依赖 于 癌 量 空间 理论 真正 被 使 用 的 程度 . 微分 方 
程 与 微分 儿 何 的 理论 也 是 类 似 地 基于 微 积分 与 向 量 空间 理论 之 融合 . 这 种 “四 量 
微 积分 ”及 其 应 用 构成 了 本 书 的 主要 内 容 . 为 使 我 们 的 处 理 完全 满意 , 我 们 将 在 
开始 时 , 花费 足够 的 时 间 来 学 习 四 量 宕 间 上 月 身 . 我 们 将 在 前 两 章 做 这 件 事 . 本 章 
主要 讲述 一 般 向 量 空间 , 而 在 下 一 章 讲 述 有 限 维 空间 . 

我 们 在 本 章 开 始 时 引进 这 一 主题 的 基本 概念 阿 量 空间 , 癌 量 子 空间 ， 
线性 组 合 , 与 线性 变量 一 一 然后 将 这 些 概念 与 儿 何 中 的 直线 与 平面 联系 起 来 . 
其 次 , 我 们 建立 线性 变换 与 第 卡 儿 乘 积 向 量 空间 最 基本 的 形式 的 性 质 , 并 简要 地 
介绍 商 向 量 空间 . 这 就 使 我 们 可 以 在 第 5 节 学 习 第 一 个 主题 , 即 直 和 分 解 . 本 章 
最 后 将 对 双 线 性 性 作 一 些 讨论 . 


1.1 基本 概念 


向 量 空间 与 子 空间 .读者 可 能 已 经 接触 过 一 些 向 量 空间 的 概念 . 大 部 分 初 
等 微 积分 教程 都 讨论 过 几何 向 量 , 它们 用 选 定 的 原点 O 出 发 的 “箭头 ”来 表示 
这 些 向 量 被 用 平行 四 边 形 法 则 几何 地 相 加 : 向 量 O4 (用 由 O 到 4 的 箭头 来 表 
示 ) 与 向 量 0B 之 和 是 向 量 OP , 此 处 P 是 以 04 与 0B 为 边 的 平行 四 边 形 
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中 0 的 对 顶点 ( 见 图 1.1). 向 量 也 可 以 与 数 相 乘 : z(OA ) 为 向 量 0B , 其 中 B 

位 于 过 0 与 4 的 直线 上 , O 至 B 的 距离 为 O 至 4 的 距离 的 |z| 倍 , 当 z 为 正 

时 , B 与 4 在 O 的 同 侧 , 当 z 为 负 时 , 它们 在 O 的 异 侧 (图 1.2). 这 两 种 向 量 
运算 适合 某 些 代数 法 则 , 我 们 将 很 快 在 定义 中 来 讲述 . 这 些 法 则 的 几何 证 明 一 般 
都 很 简略 , 其 中 包括 了 较 多 看 似 有 理 而 不 是 严密 的 论证 . 例如 图 1.3 所 示 的 几何 
图 形 就 是 通常 关于 向 量 加 法 有 结合 性 的 证 明 实 质 :在 每 一 种 情况 下 最 终 的 向量 
0 都 可 以 被 表示 为 以 04,OB 与 OC 为 边 的 平行 多 面体 中 以 O 为 起 始点 的 
对 角 线 . 所 有 几何 向 量 的 集合 , 再 加 上 这 两 个 运算 及 它们 满足 的 代数 法 则 就 构成 


了 向 量 空间 的 一 个 例子 . 我 们 将 在 第 2 节 再 来 讲 . 


图 1.1 > 
多 
站 Wp 
i ) 汉 J 尖 a BS 
C i / \ SR re 
全 2 | \ Pe / 
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O 一 | OA 误 \/ 
| i Pp i | P 
| pe | es 
/ wi i i 
i Be 
A 一 一 人 一 A BE “> 
(OA+0B)+OC=OP+OC=OX OA+(OB+0C)=04+00=OX 


图 1.3 


起 者 可 能 已 经 看 过 坐标 三 元 组 被 当 作 向 量 处 理 . 在 这 个 系统 下 , 一 个 三 维 向 
量 是 一 个 数 的 有 序 三 元 组 < 71, XY2, XY3'>， 我 们 将 它 几 何 地 设想 为 空间 中 一 个 点 


1.1 基本 概念 .25 ， 


的 坐标 . 加 法 被 代数 地 定义 为 
< Ti, T2,T3 一 十 < Yi,Y2,Y3 > 二 < Tl 十 Yl1, 2 十 Y2, 3 十 Y3 >， 


同样 1 < zi,zz,zs > 二 < tz1,tzx2,tzs > 为 数 习 的 定义 . 由 于 它们 已 经 几乎 代数 形 
式 化 了 , 所 以 对 于 这 些 事物 , 向 量 法 则 是 很 容易 证 明 的 . 因此 , 所 有 数 的 有 序 三 元 
组 所 成 的 集合 好 , 再 加 上 这 两 种 运算 , 就 是 向 量 空间 的 第 二 个 例子 . 

如 果 我 们 将 一 个 有 序 三 元 组 < zi,zo,za > 设想 为 一 个 函数 z, 其 定义 域 为 
整数 1,2,3 构成 的 集合 , 其 中 zi 为 函数 z 在 i 之 值 ( 见 0.8 节 ), 则 这 个 向 量 空 
间 暗 示 了 一 个 一 般 的 类 型 , 称 为 函数 空间 .我 们 将 在 给 出 定义 之 后 , 再 来 讨论 . 暂 
时 , 我 们 仅 注 意 三 元 组 z 与 三 元 组 y 之 和 被 定义 为 三 元 组 z, 其 中 对 于 每 一 个 
,Zi = Ti + Yi-. 

所 以 , 一 个 向 量 空间 为 一 些 事物 的 集合 , 它们 之 间 可 以 彼此 相 加 且 可 以 夹 上 
一 个 数 , 并 满足 一 些 代 数 规则 . 在 本 书 里 , 一 个 数 常 被 称 为 一 个 标量 . 


定义 1.1 命 了 为 一 个 集合 .给 定 一 个 由 站 xT 至 VV 的 映射 < a, 8 > a+b， 
称 为 加 法 , 及 一 个 由 及 xV 至 VV 的 映射 < za >ry za, 称 为 标量 乘积 ， 如 果 下 
面 诸 条 件 满足 , 则 V 称 为 关于 这 两 个 运算 的 一 个 向 量 空间 : 

Al，a+(86+ 放 =(a+B)+7 对 所 有 ap8,7yYETY 成 并. 

A2，a+6=6+a 对 所 有 ap 成 芯 . 

A3， 存 在 一 个 元 素 0eV 使 w+0=a 对 所 有 aey 成立. 

A4. 对 于 任何 ae V, 和 皆 存 在 一 个 BEV 使 aq+B=0. 

S1. (zy)a = x(ya) 对 所 有 x,y € RR,a EV 成 并 . 

S2， (Zz 十 a 二 Ya 二 + 对 所 有 zr,y € Ra EV 成 立 . 

S3，zfae+ 有 =za+zp 对 所 有 XE 恨 ,a,B EV 成 江 . 

S4. 1a=Qa 对 所 有 a EV 成立 . 


如 果 在 行文 中 , 什么 样 的 运算 是 清楚 的 (一 般 是 的 ), 我 们 就 简称 为 向 量 空间 
TY 

向 量 空间 某 些 进一步 的 性 质 可 以 从 公理 中 直接 推出 . 所 以 A3 中 确定 的 零 
元 素 是 惟一 的 , 及 对 于 每 一 个 a, A4 中 的 8 也 是 惟一 的 , 记 为 -a. 还 有 0a = 
0.z0= 0, 及 (1)a = -a. 这 些 基 本 推论 都 将 在 习题 中 来 考虑 

向 量 空间 的 一 个 标准 例子 是 一 个 集合 4 上 所 有 实 值 函数 所 成 的 集合 及 ,其 
中 两 个 函数 的 加 法 及 一 个 函数 与 一 个 数 的 乘法 都 是 自然 运算 . 这 个 向 量 空间 推 
广 了 上 面 所 说 的 特例 RE,23 = R3. 记 住 R4 中 一 个 函数 只 是 某 种 数学 事物 . 我 
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们 要 说 明 两 个 这 样 的 事物 可 以 用 一 种 自然 的 方式 相 加 而 形成 第 三 个 这 样 的 事物 ， 
及 所 有 这 种 事物 所 成 的 集合 满足 上 述 加 法 法 则 . 当然 , /+ 9 被 定义 为 这 样 一 个 
函数 , 它 在 a 的 值 为 fta)+g(o), 所 以 (f+g)(a) = f(a) 二 g(a) 对 于 所 有 ae 4 和 皆 
成 立 . 例如 在 了 中 , 我 们 定义 z+32 为 三 元 组 , 对 于 所 有 i, 它 在 i 的 值 为 zi 十 Yi. 
类 似 地 , cf 是 对 于 所 有 a, 由 (cf)(a) = cf(a) 定义 的 函数 . 由 这 些 定义 立即 推出 
法 则 Al~S4, 及 关于 实数 系 的 对 应 代数 法 则 . 例如 方程 (s 十 引 f = sf +tf 的 意 
思 是 ((s 十 办 门 (ao) = (sf 十 tf)(a) 对 所 有 ae 4 成立 : 


((s+t)f)(a) = (s+t)(f(0)) = s(f(0)) + t(f lo) 
= (sf)(a) + (tf)(a) = (sf + tf)(a). 


此 处 我 们 按 次 序 用 到 了 R4 中 标量 乘积 之 定义 , 及 中 之 分 配 律 , R4 中 标量 乘积 
之 定义 , 及 了 4 中 加 法 的 定义 . 因此 得 S2. 类 似 地 , 可 得 其 他 法 则 . 

集合 4 可 以 是 任意 东西 . 若 4 = 民 则 VV = 型 就 是 一 个 实 变量 的 所 有 
实 值 函数 构成 的 向 量 空间 . 若 4 = Rx RR, 则 Y = Rs 为 两 个 实 变 量 的 所 有 
实 值 函数 的 空间 . 若 4 = {1,2} = 五 则 YY = 了 琵 = 到 就 是 笛 卡 儿 平面 , 及 若 
A = {1,…,n} = 元 , 则 V = RR7 为 笛 卡 儿 n 维 空间 . 若 4 只 含 一 个 单个 点 , 则 
R4 就 是 到 至 自身 的 一 个 自然 双向 映射 像 , 当然 及 是 关于 它 自身 运算 的 一 个 平 
凡 向 量 空间 . 

现在 命 了 为 任意 向 量 空间 , 且 假 定 W 是 V 的 一 个 非 空 子 集 且 在 站 的 运算 
之 下 是 闭 的 , 即 若 a 与 8 在 WW 中, 则 a+8 亦 然 . 又 若 ae 克 , 则 对 于 每 一 个 
标量 z, za 亦 然 . 例如 命 了 为 闭 区 间 [a,9| C 了 上 所 有 实 值 函 数 所 成 的 向 量 空 
间 Re 电信 为 [a,0] 上 所 有 连续 的 实 值 函 数 所 成 的 集合 C([a, 引 ). 由 于 当 /与 9 
为 连续 函数 时 , f + 9 与 cf 亦 然 , 所 以 W 是 V 的 子 集 , 它 在 V 的 运算 之 下 十 
闭 的 . 或 者 命 V 为 第 卡 儿 二 维 空间 民 , 且 W 为 满足 zi + zz = 0 的 序 对 集合 
zx 二 < ZX1,X2 >, 则 显然 在 V 的 运算 下 , W 是 闭 的 . 

这 样 的 一 个 子 集 W 自身 总 是 一 个 向 量 空间 .普遍 的 量化 定律 Al, A2 与 
sl 至 S4 在 较 大 的 集合 Y 中 成 立 , 所 以 它们 在 W 亦 成 立 . 由 于 在 W 中 有 某 6 
及 对 于 标量 乘法 , W 是 闭 的 , 所 以 0 = 06 € W. 同 理 , 着 a EW, 则 -a= (-Da 
亦 然 . 所 以 A3 与 A4 亦 成 立 , 从 而 W 是 一 个 向 量 空间 . 我 们 证 明了 下 面 的 引 理 ， 


引 理 1.1 著 信 是 一 个 向 量 空间 V 的 一 个 非 空子 集 , 它 在 V 的 运算 之 下 是 
闭 的 , 则 WV 自身 也 是 一 个 向 量 空间 . 


我 们 称 WW 为 了 的 一 个 子 空间 .因此 ec([a, 电 ) 是 Rt 的 一 个 子 空间 , 及 所 有 
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满足 zi + z2 = 0 的 数 对 < zf1,z2 > 构成 到 的 一 个 子 空间 . 子 空间 概念 将 贯穿 
本 书 之 始终 

一 个 向 量 空间 R4 的 子 空间 称 为 一 个 函数 空间 . 换言之 , 函数 空间 是 一 个 在 
一 个 共同 定义 域 上 的 实 值 函数 集合 , 其 中 关于 加 法 及 标量 乘法 是 闭 的 

到 现在 为 止 , 我 们 已 经 定义 的 应 该 是 所 谓 的 实 向 量 空间 或 R 上 的 向 量 空间 
概念 . 还 有 类 似 的 复 向 量 空间 概念 , 其 中 标量 是 复数 ， 则 定律 S1 至 S4 指 的 是 
复数 相 乘 , 及 4 上 所 有 复 值 函 数 所 成 的 空间 C4 就 是 一 个 标准 的 例子 . 事实 上 ， 
如 果 读者 已 经 知道 一 个 域 的 含义 , 我 们 就 可 以 给 出 一 个 单独 的 玉 上 一 个 向 量 
空间 的 一 般 定 义 , 而 标准 例子 为 所 有 由 4 至 天 的 函数 所 成 的 空间 V = F4. 在 
本 书 中 , 如 果 没 有 特别 的 说 明 , 一 个 向 量 空间 将 被 理解 为 一 个 实 向 量 空间 . 但 是 
很 多 分 析 对 复 向 量 空间 亦 成 立 , 而 且 绝 大 部 分 纯 代数 推导 对 于 任何 标量 域 玉 者 
成 立 . 


习题 
1.1 对 于 几何 向 量 , 简单 描绘 表示 定律 S3， 
z(OR + 0B)=z(0R)+z(0B, 


的 几何 图 形 . 这 里 假定 z > 1. 
1.2 试用 有 序 三 元 组 {x1, za,zs} 的 显 式 表示 , 对 于 及 证明 S3. 
1.3 由 初等 代数 的 简易 推导 即 可 证 明 A3 中 的 向 量 0 是 惟一 的 . 为 此 假定 0 亦 满 足 A3. 则 
0 =0+0 (对 0 用 A3) 
=0+0 (A2) 
=0 (对 0 用 A3). 


试用 类 似 的 代数 推导 证 明 , 给 定 a, A4 中 的 8 是 惟一 的 , 这 个 惟一 的 6 记 为 一 a 

1.4 类 似 地 , 试 证 0a = 0,7x0==0, 及 (一 1)a = 一 a. 

1.5 试 证 着 za = 0, 则 或 者 2 = 0 或 者 a = 0. 

1.6 对 于 函数 空间 RR“, 试 证 S1 与 S3. 

1.7 给 定向 量 空 间 V 中 任意 向 量 a, 试 证 所 有 a 的 标量 积 所 成 的 集合 {za : ZE 了 是 了 
的 一 个 子 空间 . 

1.8 给 定 Y 中 任意 两 个 向 量 a 和 6, 试 证 所 有 形 如 za 十 yB 之 向 量 所 成 的 集合 是 Y 的 一 
个 子 空间 , 此 处 z 与 y 为 任意 实数 . 
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1.9 试 证 R3 中 满足 zl 一 x2 十 2zs = 0 的 三 元 组 z 的 集合 是 一 个 子 空间 M. 若 N 为 类 

似 的 子 空间 {2 :zi 十 Tz2 十 Tz3 = 二 0}, 在 MNN 中 找 一 个 非 零 同 量 a. 试 证 MON 为 
a 的 所 有 标量 积 所 成 的 集合 {za : ZE 及 上 

1.10 命 4 为 开 区 间 (0,1) 及 V 为 R. 给 予 (0,1) 中 一 个 点 x, 命 Vi 为 V 中 在 > 有 一 个 
导数 的 函数 所 成 之 集合 . 试 证 为 V 的 子 空间 . 

1.11 对 于 一 个 向 量 空间 的 任何 子 集 4 与 B, 我 们 由 A+B={at+hB:ae€E4 写 Be Bj} 
定义 集 之 和 A 十 B. 试 证 (4 十 B)+C=4+(B+O). 

1.12 如 果 A CV 及 六 C RR, 我 们 类 似 地 定义 半 4 = {za :xzEXX 与 a € 4}. 试 证 一 个 非 
空 集 合 4 为 一 个 子 空间 当 且 仅 当 4+ 4=A4 及 了 4= A. 

1.13 命 V 为 R?, 及 M 是 过 原点 且 有 斜率 大 之 直线 . 命 x 为 M 中 任意 非 零 问 量 . 试 证 M 
为 子 空间 Rx = {tx :teE R}. 

1.14 试 证 具有 同样 斜率 的 任何 直线 工 皆 具 形式 M + a, 其 中 a 为 某 向 量 . 

1.15 命 M 为 一 个 向 量 空间 V 的 一 个 子 空间 , 及 a 与 6 为 V 中 任意 两 个 向 量 . 给 定 4 = 
a+MM 及 B= B+M, 试 证 或 者 4= B 或 者 ANMB = .再 证 明 A+B = (a+p)+M. 

1.16 仔细 陈述 并 证 明 “ 一 个 子 空间 的 一 个 子 空间 是 一 个 子 空间 ”. 

1.17 试 证 一 个 向 量 空间 的 两 个 子 空间 的 交 本 身 总 是 一 个 子 空间 . 

1.18 更 一 般 地, 试 证 了 的 子 空间 系 {Wi : i € 了 } 的 交 玉 = NierWi 是 V 的 一 个 子 空间 . 

1.19 命 V 为 R01, 及 W 为 所 有 VV 中 , 对 于 每 一 个 (0,1) 中 的 z, f(z) 皆 存 在 的 函数 集 
合 . 试 证 W 是 子 空间 WV 所 成 的 集合 系 之 交 , 其 中 Vz 为 习题 1.10 中 所 示 的 子 空间 . 

1.20 命 V 为 一 个 函数 空间 V4, 及 对 于 4 中 一 个 点 a, 命 Wo 为 满足 f(a) = 0 之 函数 集 
合 . 则 Ws 显然 是 一 个 子 空间 . 对 于 一 个 子 集 B C 4, 命 Ws 为 满足 在 BB 上 有 f=0 
的 函数 f 所 成 之 集合 . 试 证 WB 为 交集 Mae B Wo 

1.21 假定 六 与 Y 为 V 的 于 空间 , 试 证 着 关 十 Y=V 及 XNY = {0}， , 则 对 于 中 每 一 
个 向 量 “, 丝 存 在 一 对 惟一 的 向 量 & EX 与 9€EY 满足 4 十 了 三 4. 

1.22 试 证 六 与 Y 为 一 个 向 量 空间 Y 的 子 空间 , 则 只 有 当 关 CY 或 YC 六 时 ,并 XUY 
才 可 能 是 一 个 子 空间 . 


线性 组 合 与 线性 生成 .由 于 向 量 加 法 的 交换 律 与 结合 律 , 所 以 向 量 的 有 限 集 

之 和 对 于 用 所 有 可 能 的 途径 相 加 , 其 结果 均 相 同 . 例如 , 三 个 向 量 Qa, Qo, Qe 之 和 
可 以 有 12 种 算法 , 它们 得 到 同样 的 结 采 : 
(aa + ap) 十 ac = ae 十 (aa 十 ab) 三 (ae 十 ao) 十 apg = Qo + (Qe Co) 等 等 . 


因此 , 如 果 = {a,b,c} 为 用 到 的 指标 集 , 则 记号 ;er ai 表示 和 , 虽然 没有 和 
诉 我 们 如 何 相 加 , 但 却 不 会 混淆 ， 一 般 说 来 , 对 于 任意 有 限 向 量 的 有 指标 集合 
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{Qi : i € 1}, 站 存在 一 个 惟一 确定 的 和 癌 量 > icr ai, 我 们 可 以 用 任何 次 序 及 用 
任何 方式 组 合 起 来 相 加 . 

指标 集合 经 常 为 一 段 整数 元 = {1,… ,n}. 在 这 种 情况 下 , 诺 四 量 as 构成 
一 个 n 元 组 {Qi}Y, 除了 有 专门 的 说明 外 , 我 们 将 按 目 然 次 序 对 它们 相 加 , 并 将 
和 记 作 >;_1 ai, 注意 , 它们 被 分 组 的 方式 仍然 是 任意 的 . 

但 是 , 我 们 必须 经 常 使 用 的 有 指标 集合 是 无 次 序 的 . 例如 , 两 个 变量 's 局 生 
的 次 数 不 超过 5 的 一 般 多 项 式 为 


3 cij8't, 
0<itigs5 
单项 式 {s 忆 jss 的 有 限 集合 并 没有 日 然 次 友 . 
* 向 量 的 有 限 和 集合 之 和 与 我 们 如 何 将 它们 相 加 无 关 之 正式 证 明 需 要 用 归纳 
法 . 我 们 给 出 它 , 仅 为 有 兴趣 的 读者 阅读 . 
为 避免 看 上 去 的 烦琐 , 我 们 由 两 个 向 量 开 始 归 纳 法 . 在 这 种 情况 下 , 交换 律 
Qa 十 Qs = Qs 十 Qa 给 出 了 所 有 可 能 的 和 都 恒 等 . 假定 对 于 少 于 ”个 元 素 的 指标 
合 , 这 个 结论 成 立 . 同时 考虑 有 7 个 元 素 的 一 个 集合 {Qi : i ET. 命 8 与 为 
按 两 种 方式 计算 出 来 的 这 些 向 量 之 和 . 在 8 的 计算 中 , 一 定 有 最 后 一 步 加 法 来 完 
成 , 所 以 8 = (可 ;oj 04) + (可 ;cy oa), 此 处 { 厂 ,.p} 分 拆 7, 我 们 可 以 记 这 两 个 
部 分 和 而 不 需 指出 它们 是 怎样 被 组 成 的 , 这 是 我 们 的 归纳 法 假定 了 用 所 有 可 能 
的 方式 相 加 它们 都 得 到 相同 的 结 采 . 
类 似 地 , 7 = (2_icF Qi) 十 (2 iek, Qi). 现在 置 


Lj =J{ |Ke 与 入 = Ya 
GE 
此 处 当 Ljs 为 空 集 时 , 我 们 理解 为 &j， = 0( 见 习题 1.37)， 则 由 归纳 法 可 知 
Djiep, = &11 + 612) 对 于 其 他 三 个 和 蛮 有 类 似 结 果 . 所 以 


B= (€1+€2) + (21 + €22) = (11 + €21) + (12 + €22) 三 人 


命题 证 完 .* 

假定 4 是 向 量 空 间 Y 的 一 个 子 集合 . 如 果 8 是 一 个 有 限 和 > ziai, 其 中 国 
量 w; 均 属 于 4, 标量 z; 是 任意 的 , 则 称 8 为 4 的 一 个 线性 组 合 . 因 此 , 如 采 4 
是 所 有 “单项 式 ” 的 子 集 { 刀 jg C RR, 则 一 个 函数 f 是 4 中 函数 的 线性 组 合 当 
目 仅 当 f 是 一 个 多 项 式 函 数 f(t) = 7 ct. 若 4 是 有 限 的 , 则 取 有 指标 的 集合 
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{Qi} 为 整个 4 常常 是 很 有 用 的 , 及 简单 地 用 一 个 0 系数 表示 任何 不 在 和 中 之 癌 
量 . 因此 , 如 果 4 是 到 的 子 集合 {sin t,cos t,e!}, 则 我 们 可 以 将 4 当 作 如 所 示 
次 序 的 一 个 三 元 组 . 函数 3sin t 一 et = 3.sint 二 0:cost+(--1l)e! 为 三 元 组 4 其 
有 系数 三 元 组 < 3,0, 一 1 > 的 线性 组 合 . | 

现在 考虑 Rs 中 两 个 向 量 < 1,1,1> 与 <0,1, 一 1 > 所 有 线性 组 合 所 成 的 集 
合 工 . 这 是 所 有 向 量 s < 1,1,1> +t <0,1, 一 1 > 二 < s,s 十 t,s 一 t > 所 成 的 集合 ， 
其 s 与 为 任意 实数 . 因此 , 工 = {< s,s+t,s 一 t>:< s,t >€ 区 }. 我 们 在 观察 后 
即 清 楚 , 工 在 加 法 与 标量 乘法 之 下 是 闭 的 , 所 以 它 是 取 的 一 个 子 空间 . 工 亦 包含 
这 两 个 给 定 的 向 量 , 它们 的 系数 对 分 别 是 < 1,0 > 与 < 0,1 >. 最 后 , R 的 任何 
包含 这 两 个 给 定向 量 的 子 空间 M, 亦 必 包 含 它们 所 有 的 线性 组 合 , 从 而 包含 工 . 
即 工 是 Ra 中 包含 <1,1,1> 与 <0,1, 一 1> 的 最 小 子 空 间 . 它 被 称 为 这 两 个 癌 
量 的 线性 生成 , 或 由 这 两 个 向 量 生成 的 子 空间 . 一 般 言 之 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 


”定理 1.1 车 4 是 一 个 向 量 空间 VV 的 一 个 非 空子 集合 , 则 4 中 向 量 的 所 有 
线性 组 合 所 成 的 集合 是 一 个 子 空间 , 而 且 它 是 V 中 包含 集合 4 的 最 小 子 空间 . 


证 明 首先 假定 4 是 有 限 的 . 我 们 可 以 假定 4 为 某 种 有 指标 的 集合 . 所 以 有 
某 种 有 限 指 标 集合 使 4 = {ai :ie 1, 及 L(4) 的 每 一 元 素 几 有 形式 2 ier XiQi 


因此 我 们 有 
(> Vi) + (> YiQi) = >》 (zi + Yi)Qs. 


这 是 由 于 当 重 新 用 配对 组 合 后 , 左 端 就 变 成 >;(TiQi 十 YiQi)， 然后 由 S2 即 得 布 
端 . 由 S3 及 数学 归纳 法 , 我 们 亦 有 


c(>， TiQi 一 >》_ (czi)ai 


所 以 在 加 法 与 标量 乘法 之 下 , L(A4) 是 闭 的 . 从 而 它 是 一 个 子 空 集 . 进而 言 之 , L(A4) 
句 含 每 一 个 a; (为 什么 ?), 所 以 它 包含 4. 最 后 , 若 一 个 子 空间 W 包含 4, 则 和 
亦 包 含 每 一 个 线性 组 合 并 rziai, 所 以 它 包含 L(4). 因此 L(4) 可 以 被 直接 地 特 
征 化 为 包含 集合 4 的 惟一 确定 的 最 小 子 空间 . 

车 4 是 无 限 的 , 则 我 们 显然 不 能 用 单纯 的 有 限 列举 办 法 . 但 征 , 4 的 元 素 的 
两 个 线性 组 合 之 和 (六 "ziai) + (50Y yyB;) 显然 是 标量 乘 4 的 元 素 的 一 个 有 限 
和 . 如 果 我 们 愿意 , 我 们 可 以 将 这 个 和 改写 为 1 ”Zias, 此 处 当 j = 1 
时 , 我 们 置 8 = an 十 ; 及 Yi; = Tntj- 总 之 , L(A4) 仍然 在 加 法 与 标量 乘法 之 下 是 
闭 的 , 从 而 它 是 一 个 子 空间 . “iO 
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* 我 们 称 L(A) 为 4 的 线性 生成 . 如 果 工 4) = VV, 则 我 们 称 4 生成 V; 如 果 耻 
有 一 个 有 限 生成 的 集合 , 则 称 Y 是 有 限 维 的 . 

夺 V = 民 , 及 大 外 ,2 与 玉 为“ 轴 上 的 单位 点 ”: 61 =< 1,0,0 >,62 = 
< 0,1,0 >, 及 5 = 二 < 0,0,1 >, 则 {53 生成 耻 , 这 是 由 于 对 于 下 中 每 一 个 
点 2, 我 们 皆 有 z = < ziza,zs >=< 21,0,0 > 十 <0,z2,0 > 十 < 0,0,zs >= 
Z16 十 22062 十 Z363 = SY 7i0'. 更 一 般 地 ,和 阁 V = R" 及 5 为 nn 元 组 , 其 中 第 7 个 位 
置 有 值 1 而 其 他 位 置 均 取 值 0, 则 类 似 地 , 我 们 有 z =< zi，… ,zn > 一 和 7i6i 
所 以 {5 他, 生成 R?. 一 般 说 来 , 一 个 无 限 集合 4 上 的 一 个 函数 空间 不 是 有 限 维 
的 . 例如 , c([a, 中 ) 没有 有 限 的 生成 集合 . 这 个 事实 是 对 的 , 但 并 不 显然 . 


习题 


1.23 给 定 a =< 1,1,1 >,8 =< 0,1, 一 1] >,Y =< 2,0,1 >, 试 计算 线性 组 合 a 二 6 十 
Y,3Q 一 28 十 ,Ya 十 YB 二 29Y, 并 寻找 z,y 与 zz 使 za 二 18+z = 二 <0,0,1 >= 6 
对 于 6 与 6°, 试 做 同样 的 事 . 

1.24 给 定 a=<1,1,1>,8 =<0,1, 一 1] >, 二 < 1,0,2 >, 试 证 a,6,Y 中 , 每 一 个 都 是 其 
余 两 个 的 线性 组 合 . 并 证 明 不 可 能 找到 满足 za 十 y8 十 zY = 二 6 的 系数 zy 与 2 

1.25 (a) 试 求 集合 4 =< 十 太一 1 大 十 1> 与 系数 三 元 组 < 2, 一 1,1 > 的 线性 组 合 , 并 对 
< 0, 1,1 > 做 同样 的 事 . 
(b) 试 求 系数 三 元 组 使 与 三 元 组 4 的 线性 组 合 为 (t 十 1)”, 并 对 1 做 同样 的 事 . 
(c) 试 证 任何 次 数 < 2 的 多 项 式 事实 上 是 4 的 一 个 线性 组 合 . 

1.26 试 找 出 {e!,e-!} C R* 满足 f(0) = 1 及 了 (0) = 2 的 线性 组 合 了. 

1.27 试 找 出 sin 7z, cos z 与 e” 的 一 个 线性 组 合 f, 它 满足 f(0) = 0, 了 (0)=1 及 (0)=1. 

1.28 假定 asin z 十 bcos zx 十 ce” 是 零 隙 数 . 试 证 a = 二 b= 二 c= 人 00. 

1.29 试 证 <1,1> 与 < 1,2 > 生成 RR*. 

1.30 试 证 子 空间 M = {zw :zi 二 zs 二 0} C R? 可 以 被 一 个 向 量 生 成 . 

1.31 命 M 为 R? 的 子 空间 {fz : zl 一 Zz2 十 273 = 0}. 试 求 M 中 两 个 向 量 a 与 b, 其 中 任 
何 一 个 都 不 是 另 一 个 标量 倍数 . 试 证 M 是 a 与 p 的 线性 生成 . 

1.32 试 求 了 中 <1Llt> 与 <0,1-1> 的 线性 生成 与 坐标 子 空 间 zz = 0 的 交集 , 并 
将 这 个 交集 表示 为 一 个 线性 生成 . 

1.33 将 坐标 空间 换 成 

M= {2:2X1+7x2 = 0} 

再 做 一 下 上 面 的 习题 . 
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1.34 由 定理 1.1 可 知 一 个 向 量 空间 V 的 任意 子 集合 4 的 线性 生成 L(A4) 有 下 面 两 个 性 质 : 
(i) L(A4) 是 V 的 包含 4 的 一 个 子 空 集 ; 
(ii) 车 M 为 任何 包括 4 的 子 空间 , 则 L(4)C M 
试 仅 使 用 (i) 与 (ii) 证明 
(a) ACB= L(A)CLB); 
(b) (b) L(L(A)) = L(A). 


1.35 试 证 
(a) 若 MM 与 N 为 V 的 子 空间 , 则 M+ 入 亦 然 
(b) 对 于 任意 子 集合 4,B CV 有 L(A4UB)= LIL(4)+ 世 (B). 


1.36 回忆 (习题 1.18) 任何 子 空间 系 的 交集 仍 为 一 个 子 空间 . 试 证 一 个 向 量 空间 Y 的 一 个 
子 集合 4 的 线性 生成 L(A4) 是 V 的 所 有 包含 有 4 的 子 空间 之 交集 . 这 个 另外 的 特征 
化 有 时 被 取 作 线性 生成 的 定义 . 


1.37 按 惯例 , 向 量 的 空 集 元 素 之 和 被 取 作 零 向 量 . 如 果 定 理 1.1 是 严格 正确 的 , 则 这 是 必要 
的 . 为 什么 ?对 于 上 面 一 个 问题 呢 ? / 


线性 变换 一 般 的 函数 空间 R4 与 Rl 的 子 空间 CE([a,0]) 都 有 这 样 的 性 
质 : 除了 在 向 量 运算 之 下 为 闭 的 之 外 , 它们 在 两 个 函数 乘积 运算 之 下 亦 是 财 的 ， 
即 两 个 函数 的 逐 点 乘积 仍 是 一 个 函数 [(fg)(a) = f(a)g(a)], 及 两 个 连续 函数 之 
积 仍 为 连续 的 . 关于 加 , 乘 与 标量 积 这 三 种 运算 ，R4 与 (la, 如 ) 都 是 代数 的 例 
子 . 如 果 读 者 注意 到 这 个 附加 的 运算 , 他 可 能 感到 奇怪 , 至 少 在 函数 空间 的 讨论 
中 , 为 什么 我 们 讨厌 向 量 空 间 的 概念 ， 为 什么 不 学 习 所 有 这 三 个 运算 ? 回答 是 
向 量 运算 恰好 是 这 种 运算 , 它 被 函数 集合 的 许多 最 重要 的 映射 所 “保持 ”. 例如 ， 
由 T(f) = 旅 f(t)dt 所 定义 的 工 : C([a, 绰 ) 一 R， 则 积分 学 的 定律 说 T(f + 9) = 
T(f)+T(g) 及 T(cf) = cT(f). 因此 “保持 ”了 向 量 运 算 . 由 于 “加 法 接 者 了 
等于 “TT 接着 加 法 ”, 所 以 我 们 也 可 以 说 , T 与 向 量 运算 是 “交换 的 ”. 但 是 工 不 
保持 乘法 : 一 般 说 来 , T(fg) = T(f) .了 T(9) 不 成 并 . 

另 一 个 例子 是 由 yi = 27T1 ~ XT2+ Ta3,Y2 = TI 十 372 一 973 定义 的 由 Rs 至 RR* 
的 映射 工 : z P y. 我 们 仍然 可 以 验证 T(z+9) = T(z)+T(9) 与 Tcz) = CT(2) 
线性 方程 组 可 解 性 理论 本 质 上 就 是 这 样 映 射 了 的 理论 ; 所 以 我 们 有 了 另 一 类 重 
要 映射 , 它 保持 向 量 运 算 (但 不 保持 乘积 运算 ). 

这 些 注 记 建 议 我 们 学 习 一 些 向 量 空间 ， 从 而 我 们 可 以 知道 保持 向 车 运算 有 
映射 . 这 种 映射 被 称 为 线性 变换 
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定义 1.2 车 V 与 WW 为 向 量 空间 , 则 车 一 个 映射 TT:V 一 厂 满足 :T(a+D) = 
T(Q) 十 T(B)， 对 所 有 a, BEV, 及 T(za) = zxT(a) 对 所 有 QEVzER 民 成 立 ,就 
称 了 为 一 个 线性 变换 或 一 个 线性 映射. 


7 满足 的 这 两 个 条 件 可 以 被 联合 成 一 个 单个 方程 
Ttza+30) 二 XT(Q) 十 yT(B), 对 所 有 a,B ET 及 所 有 z,y 6 了 成立. 
进而 言 之 , 这 个 方程 还 可 以 由 归纳 法 推广 至 任意 有 限 和 的 情况 , 所 以 若 人 是 线性 


的 ， 则 
要 ci 一 >》 ziT (oi) 


2E 了 El 


对 于 所 有 线性 组 合 总 Yiasi 成 立 . 例如 (D7 cif) = ?ci [所 


习 通 
1.38 试 证 由 民 至 及 最 一 般 的 线性 变换 为 匀 以 一 个 常数 . 
1.39 对 于 Y 中 一 个 固定 的 a, 由 及 至 VV 的 映射 z ry za 是 线性 的 . 为 什么 ? 
1.40 当 z 固定 时 , 为 什么 这 对 于 a ry za 成 立 ? 
1.41 试 证 每 一 个 由 有 R 至 VV 的 线性 变换 丝 取 形式 z 局 za, 其 中 a 为 Y 中 一 个 固定 向 量 . 
1.42 试 证 由 RR 至 Y 的 每 一 个 线性 变换 皆 有 形式 < zi, za >Fy zlial + zaaa, 其 中 al 与 
Q2 为 V 中 一 对 固定 的 癌 量 . 这 个 映射 的 值 是 什么 ? 
1.43 试 证 由 C([a, 肿 ) 至 RR 的 映射 六 -> ?f(t) 不 保持 乘积 
1.44 命 9 为 及 ”中 任意 固定 函数 , 试 证 由 了 (f) = gf 定义 的 映射 :RR4 一 及 4 是 线性 的 . 
1.45 命 p 为 由 一 个 集合 4 至 一 个 集合 B 的 任意 映射 ， 试 证 由 yp 的 合成 是 一 个 由 RR ”至 
R 的 线性 上 映射, 即 证 由 T(f) = fo y 定义 的 映射 了 : RF 一 及 4 是 线性 的 . 
为 了 获得 一 些 例子 , 我 们 将 找 出 所 有 以 下 为 定义 空间 的 线性 变换 我们 
可 以 考虑 一 个 这 种 变换 作为 很 好 的 开 闯 . 假定 我 们 在 了 上 所 有 实 值 函 数 空 间 
民 ” 中 选取 一 个 固定 的 孙 数 三 元 组 {fi}3, 其 中 fi(t) = sin t,fo(t) = cos ,及 
fs(t) = e! = exp (t). 则 对 于 RR 中 每 一 个 三 元 数组 z = {xi}i, 我 们 并 有 一 个 以 
{zi} 为 系数 的 线性 组 合 5 Tifi(t) = Zilsin t 二 x2cos t+ 十 Yae!. 不 同 的 系数 二 
元 组 给 出 不 同 的 函数 , 从 而 映射 z 卢 5 0;_1 Tifi = zisin 十 zacos 十 Tsexp 是 一 个 
由 民 至 R* 的 映射 . 它 显然 是 线性 的 . 如 果 我 们 称 这 个 映射 为 工 , 则 我 们 可 以 由 
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T 恢复 决定 的 函数 三 元 组 为 下 中 “单位 点 ?6 的 像 ; T(61) = 呈 开 态 = 方 , 所 以 
T(50 = sin, T(8?) = cos, 及 T(03) = exp. 我 们 来 检验 由 到 至 RR 的 每 一 个 线 
性 映射 都 具有 这 种 形式 . 

在 下 面 的 定理 中 , {6i}? 为 以 前 定义 过 的 R" 的 生成 集合 , 所 以 对 于 R” 中 每 
一 个 nn 元 组 zw =< 7X1,… ,zn > 绽 有 = 了? 26'. 


定理 1.2 车 {8;}? 为 一 个 向 量 空间 W 中 任意 国定 的 向 量 史 元 组 , 则 “线性 
组 合 映射 "zy yzipi 为 一 个 由 了 Rn 至 W 的 线性 变换 了 , 及 对 于 了 = 1,… ,nn， 
有 T(6i) = Bj. 反之 ,车 人 为 任意 由 了 至 全 的 线性 映射 , 及 若 当 了 = 1,…,n 
时 , 我 们 置 B; = 了 (6)， 则 全 为 线性 组 合 上 映射 了 mm Dj? ziBi. 


证 明 用 定理 1.1 中 证 明 L(4) 为 一 个 子 空间 完全 同样 的 论证 方法 ,可 以 寻 
出 线性 组 合 映射 了 的 线性 性 . 因此 


nn 


T(zs+) = (vi+Yi)Bi= (ziBi+ YiBi) 
1 1 
一 >》 Tibi + >》 yiBi = T(z) + T(Y), 
I 1 


与 
T(sz) = (sri)P: 一 > s(XiBi) = s 》 rif = sT(2). 
1 1 1 


由 于 别 =1 及 别 =0G 关 力 , 所 以 T009) = Di161Bi = Bj 
反之 , 若 工 : Rr* 全 W 是 线性 的 , 及 若 对 于 所 有 j, 我 们 置 8; = 了 (062), 则 对 
于 Rn 中 任意 z =< z1,… ,zn >, 我们 有 T(z) = 了 (zi0) = >127T(00 ) = 
yzi6i. 因此 了 为 映射 z ry 21 TiBi 吕 


这 是 一 个 看 似 简 单 但 非常 重要 的 定理 , 读者 应 该 牢记 于 心 . 为 此 , 我 们 将 发 
明 某 些 前 三 章 一 直 都 要 用 的 术语 . 若 a = {Ql,… ,an] 为 一 个 向 量 空 间 W 中 的 
一 个 向 量 n 元 组 , 命 La 为 由 Rr 至 W 的 对 应 线性 组 合 映射 > 局 2 1 ziQi. 注 
音 n 元 组 a 自身 是 Wr" 的 一 个 元 素 . 车 为 任意 由 R" 至 W 的 线性 映射 , 我 们 
将 称 n 元 组 {T(6i)}? 为 工 的 骨架 .用 这 些 术语 , 定理 可 以 被 重 述 如 下 : 


定理 1.2” 对 于 W" 中 每 一 个 元 组 on 映射 La : Rr? 全 仙 是 线性 的 ,其 
时 架 为 Q. 反之 ,若是 任意 由 Rr 至 W 的 线性 映射 , 则 人 = Lg, 此 处 月 是 工 
的 骨架 . 
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定理 1.2” 映射 wy Te 是 Wr 至 所 有 Rr 至 W 的 线性 映射 全 的 集合 的 
一 个 双 射 映射 ,及 人 了 上 骨架 (了 ) 是 它 的 北上 映射 . 


由 一 个 向 量 空间 站 至 标量 场 R 的 线性 变换 称 为 了 上 的 一 个 线性 泛 函 .因此 
f 品 几 fltjdt 是 V = CE([a, 可 上 的 一 个 线性 泛 函 , 上 面 定理 对 于 一 个 线性 泛 函 
下 来 砚 符 别 简单 : 这 是 由 于 W = 了 所 以 在 下 的 骨架 中 , 每 一 个 向 量 只 是 一 个 数 
bi, 从 而 骨架 {0i}?, 为 R* 中 一 个 元 素 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 将 记 F(z) = 3D? Dizi 
即将 数值 系数 ‘b;” 置 于 变量 ‘x;? 之 前 . 因此 , F(x) = 3z1 一 xX2 + 4zs 为 取 上 具 
有 骨架 < 3, 一 1,4 > 的 线性 泛 函 . R* 上 所 有 线性 泛 函 的 集合 与 R%* 本 身 有 一 个 
自然 的 一 一 对 应 . 我 们 由 对 于 所 有 i, b; = 下 (6 从 得 到 bb; 由 对 于 所 有 Rn 中 
的 2,F(z) = bizi, 从 b 得 到 下 

其 次 , 我 们 考虑 人 的 值 域 空间 为 笠 卡 儿 空 间 Rm 之 情况 , 为 了 在 我 们 心中 
清楚 这 两 个 空间 , 我 们 暂时 取 定 义 域 为 R. 现在 在 人 的 骨架 中 每 一 个 向 量 8; = 
T(5) 为 一 个 数 的 m 元 组 . 我 们 如 果 将 这 个 m 元 组 画 成 一 个 数 的 列 , 则 三 个 m 
元 组 B; 就 可 以 被 画 成 一 个 数 的 算 形 阵 , 它 包含 三 个 列 , 其 中 每 一 列 含 有 mm 个 数 . 
命 好 表示 第 ; 列 中 的 第 i 个 数 , 则 数 的 二 重 有 指标 集合 {ti;} 就 被 称 为 变换 人 
的 算 阵 . 因为 画 出 来 的 矩形 阵 有 m 行 及 3 列 , 所 以 我 们 称 它 为 一 个 m 及 3 (或 
m x 3) 矩阵 . 由 于 定 阵 的 列 构成 了 的 骨架 , 所 以 矩阵 惟一 地 决定 了 T. 恒等式 
T(x) = 1 zjT(51) = 和 zj0 可 使 mm 元 组 T(x) 由 zw 及 窍 阵 {tj;} 被 显 式 地 计 
算出 来 . 列 m 元 组 8B; 与 标量 zj 相 乘 , 然后 将 三 列 在 第 i 行 处 相 加 如 下 : 


y 
由 于 为 m 元 组 B; 的 第 i 个 数 ， 所 以 m 元 组 D1 £8; 的 第 i 个 数 是 
5 3_, zjtij, 即 若 我 们 命 y 表示 m 元 组 T(x), 则 


3 
一 人 2 2 一 1,... ， 77 ， 
7 二 1 
及 这 m 个 标量 方程 的 集合 等 价 一 个 癌 量 方程 y = T(z). 


在 上 面 的 讨论 中 , 我 们 可 以 将 3 换 成 n, 除了 图 形 外 , 其 他 均 不 改变 , 所 以 我 
们 得 到 特殊 化 的 定理 1.2 如 下 . 
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定理 1.3 每 一 个 由 Rr 到 了 m 的 线性 映射 决定 了 mm xn 算 阵 二 {tij} 
它 以 工 的 骨架 为 列 . 方程 二 T(z2) 的 线性 组 合 形式 表达 式 等 价 于 m 个 标量 万 
程 


n 
yi= > bij Tj) ti 二], ,m. 
j=1 


反之 , 每 一 个 m x n 答 阵 二 决定 线性 组 全 映射 , 它 以 的 列 为 其 衣架 . 所 以 
映射 + 瞩 工 是 由 所 有 mm xn 乱 阵 所 成 之 集合 与 所 有 由 民 ” 至 民 ” 的 线性 映射 所 
成 的 集合 间 的 一 个 双 射 映射 


Rn 上 的 一 个 线性 泛 函 下 是 一 个 由 取 至 R! 的 线性 映射 ， 所 以 它 必 须 被 一 
个 1 x n 矩阵 来 表示 , 即 R 中 的 n 元 组 b, 它 是 下 的 骨 染 ， 被 看 成 一 个 1 行 与 
n 列 的 矩阵 . 

作为 线性 映射 最 后 一 个 例子 ， 我 们 考察 定义 在 任何 函数 空间 上 的 特殊 线性 
泛 函 的 一 个 重要 类 , 即 所 谓 坐 标 汽 函 若 VV = R' 及 iE 了 则 第 ;个 坐 怀 记 图 ti 
简单 地 为 在 i 的 赋值 , 所 以 zi(f) = f(2). 这 些 泛 函 显然 是 线性 的 . 事实 上 , 函数 
上 的 向 量 运算 是 使 它们 是 线性 的 而 被 定义 的 ; 由 于 sf 十 妇 被 定义 为 那个 函数 ， 
对 于 所 有 i, 它 在 i 之 值 为 sjG) 十 雪人)， 所 以 我 们 注意 到 由 定义 , sf +t9 就 是 那 
个 使 zi(sf +t9) = smi(f) 十 tri(9) 对 所 有 ?i 成 立 的 函数 ! 

若 V 为 R"*, 则 zj 为 映射 z = 二 < ZI1… ,Tn > ZI 则 由 定理 可 知 在 这 种 情 
况 下 , mr; 必须 具有 形式 fj(z) = 221 bizi， 其 中 心 为 某 m 元 组 .5 是 什么 ? 

线性 性 之 性 质 的 一 般 形式 , T(2 zioi) = 2 TiT (Qi)- 表明 了 与 了 均 将 子 
空间 映射 为 子 空间 . 


定理 1.4 若 T:V 一 W 是 线性 的 , 则 任何 子 集 4CV 的 线性 生成 之 了 像 
是 4 的 克 像 的 线性 生成 :TILL(4)] = L[T(4)]. 特别 ,着 4 是 一 个 子 空间 , 则 了 [4] 
评 然 , 进而 言 之 , 若 了 不 W 的 一 个 子 空间 , 则 工 一 [了 为 也 的 一 个 子 空 间 . 


证 明 按照 公式 T( 2 zioi) = ziT(0i),W 中 的 一 个 向 量 为 4 上 一 个 线性 
组 合 的 工 像 当 且 仅 当 它 是 工 4 上 的 一 个 线性 组 合 . 即 TIL(4)] = ZIT(4)], 如 未 
4 是 一 个 子 空间 , 则 4 = 5(4) 及 T[4] = LL(TI4)) 为 W 的 一 个 子 空间 . 最 后 , 行 了 
是 W 的 一 个 子 空间 及 {Qi} C T-1[Y], 则 T(DD zi0i) = 2 TiT (0i) € L(Y)=Y. 
因此 和 ziai ET-![Y] 及 TT[Y] 是 和 自身 的 线性 生成 . 口 


子 空间 T-!(0) ={aey : Ta = 0} 称 为 了 的 零 空 间 ,或 核 记 为 N(T) 或 
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%(T).T 的 值 域 为 W 的 子 空间 T[W. 我 们 将 它 记 为 R(T) 或 R(T). 
引 理 1.2 ”一 个 线性 映射 下 是 单 射 映 射 当 且 仅 当 它 的 零 空间 为 {0}. 


0. 另 一 方面 , 者 N(T) = {0}. 则 当 a 入 时 ,我 位 有 a 一 C 关 0Ta) 一 工 (O) 
T(a 一 BB) 关 0 及 T(a) 隆 T(B). 这 表示 了 是 单 射 映射 . 


若 一 个 线性 映射 荆 :V 一 W 是 双 射 的 , 则 称 为 局 构 . 两 个 向 量 空间 VV 与 W 
是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 之 间 存 在 一 个 同 构 . 

例如 , 映射 < cl …… ,cn > 一 > ci+12: 是 一 个 下 与 所 有 次 数 小 于 7 的 
多 项 式 癌 量 空间 的 同 构 . 

同 构 空间 “具有 同样 的 形式 ”, 作为 抽象 的 向 量 空间 它们 是 恒 等 的 , 即 我 们 不 
能 仅仅 由 它们 具有 或 不 具有 向 量 性 质 来 区 别 它 们 . 

当 一 个 线性 变换 是 以 V 到 其 自身 时 , 一 些 特 别 的 事情 就 可 能 发 生 . 一 个 可 
能 性 为 工 可 能 将 一 个 向 量 a 本 质 上 跌 射 到 上 自身, 即 对 于 民 中 某 x 使 T(a) = za 
在 这 种 情况 下 , a 称 为 一 个 特征 向 量 ( 真 向 量 、 本 征 向 量 ) 及 x 为 它 对 应 的 特征 
值 . 


证 明 者 TT 是 单 射 映射 及 a 关 0, 则 了 (a) 关 了 (0) = 0, 从 而 等 空间 只 包含 
国 


习题 

1.46 在 习题 1.45 的 情况 下 , 试 由 证 明 以 下 事实 来 证 明 若 p 为 一 个 双 射 映射 , 则 工 是 一 个 同 
构 : 
(a) p 为 单 射 映 射 伪 了 为 满 射 映射 ， 
(b) yp 为 满 射 映 射 全 了 为 单 射 映射 

1.47 试 求 出 有 2z 上 的 线性 泛 函 1 满足 {< DLL1>)=0 及 LE2>)=1 即 在 孙 中 找 出 
b =< bi1,b2 > 使 ! 为 线性 组 合 映射 


了 下 有 万] 人 1 + bx2. 


1.48 关于 1<21>)= 一 3 与 1(<1,2>) = 4 做 同样 的 事 . 

1.49 试 求 满足 T(< 1,1>) 二 世 与 T(< 1,2>) = 上 8 的 线性 变换 了 :有 恨 ” 一 民 ，, 即 找 出 函 
数 fi(t) 与 fo{t) 使 工 为 线性 组 合 映射 x 一 T1fi 十 XY2 了 2 

1.50 命 工 为 由 RR? 至 RR 满足 TT(61) =<2, 一 1,1 >，T(6*) =< 1,0,3 > 的 线性 映射 . 试 
用 标准 的 矩阵 形 形 式 写 出 了 的 矩阵 . 决定 6 是 否 在 了 的 值 域 之 中 . 
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1.51 命 工 为 由 Ri 至 了 3 的 线性 映射 , 其 第 阵 为 


当 z= 二 < 1,1,0 > 时 , 试 求 T(z2); 对 于 zw =< 3, 一 2,1 > 时 , 试 做 同样 的 事 . 
1.52 命 M 为 <1, 一 1,0 > 与 <0,1,1 > 的 线性 生成 . 试用 寻找 两 个 生成 问 量 的 办 法 找 出 
子 空间 TIM], 其 中 人工 由 上 一 习题 所 示 . 


1.53 命 工 为 由 R? 到 自身 的 映射 < z,y > 一 < 工 十 2y,y >. 试 证 工 是 一 个 线性 组 合 映射 ， 
并 用 标准 形式 写 出 它 的 矩阵 . 


1.54 对 于 由 R3 至 自身 的 了 :< zx,y,z > 一 < 7 一 ZX 十 2,y > 做 同样 的 事 . 


1.55 试 找 出 由 Ri 至 自身 的 线性 变换 工 , 它 的 值 域 空间 为 < 1, 一 1,0 > 与 < 一 1,0,2> 的 
生成 . 


1.56 试 在 R4 上 找 出 两 个 线性 泛 函 , 它们 的 零 空间 之 交 为 < 1,1,1,1> 与 < 1,0, —1,0 > 
的 线性 生成 . 现在 你 已 经 掌握 了 一 个 线性 变换 ,其 零 空 间 为 上 面 的 生成 , 它 是 什么 ? 


1.57 命 V = C([a,01) 为 fa,9] 上 连续 实 值 函 数 所 成 之 空间 , 我 们 亦 将 它 记 为 EC ([a, 趾 ), 又 命 
W = C1(fa,b]) 为 其 中 有 连续 一 次 导数 的 函数 集合 . 命 D : W 一 VV 为 微分 (Df = 请 )， 
并 由 T(f) = 下 定义 V 上 的 工 ,此 处 F(z) = 万 f(z)at. 试 由 微 积分 的 适当 定理 证 明 
D 与 了 是 线性 的 , T 映射 至 玉 , 及 DD 为 工 的 一 个 左 逆 元 (DoT 为 Y 上 的 恒 等 映 
射 .) 

1.58 在 上 面 习题 中 , 将 工 的 值 域 与 D 的 零 空间 等 同 起 来 . 我 们 知 D 是 满 射 映射 及 了 是 单 
射 映 射 . 为 什么 ? 

“1.59 命 了 为 sinz 与 cosz 的 线性 生成 . 则 微分 运算 D 是 由 V 至 V 的 一 个 线性 变换 试 

证 DD 为 V 至 V 的 一 个 同 构 , 并 证 明 在 V 上 有 D = 一 

(a) 正如 读者 可 能 猜想 的 ，C3(R) 为 及 上 有 包含 3 次 在 内 的 导数 之 实 值 函 数 所 成 之 集 

合 . 试 证 二 六 为 一 个 由 C3(R) 至 C(R) 的 满 射线 性 映射 工 . 

(b) 对 于 及 中 任意 固定 的 a, 试 证 f 一 < f(a), (a), 了 "(a) > 为 一 个 由 零 空 间 N(T) 

至 Ra 的 同 构 [提示 : 应 用 带 余 项 的 泰勒 公式 |j. 

1.61 一 个 矩阵 方程 yi = 2; tj7j,1 三 1 ,mm 的 积分 类 似 为 方程 


1.6 


zx9= |/ ‘EK(s, Df selo 


假定 KK(s,t) 在 方形 [0,1]x[0,1] 上 定义 , 而 且 对 于 每 一 个 s, 它 是 t 的 连续 函数 , 试验 
证 f 二 9 是 由 C([0,1) 到 有 Rio 的 线性 映射 


1.2 向量 空间 与 几何 39. 


1.62 对 于 一 个 有 限 集合 4 = {Qa;}, 定理 1.1 是 定理 1.4 的 一 个 推论 ， 为 什么 ? 
1.63 试 证 一 个 同 构 之 道 是 线性 的 (从 而 亦 是 一 个 同 构 ). 
1.64 若 了 的 矩阵 为 


试 求 了 :了 一 R” 的 特征 向 量 与 特征 值 ， 由 于 每 一 个 特征 向 量 a 的 标量 倍数 za 显然 
仍 为 一 个 特征 癌 量 , 所 以 在 每 一 个 “特征 方 同 ” 上 寻求 一 个 向 量 即 可 . 这 是 初等 代数 中 
的 一 个 问题 


1.65 试 寻 求 变换 了 的 特征 向 量 与 特征 值 , 其 中 了 的 矩阵 为 
1 1 -1 -1 1 -1 2 1 
-2 0| |-1 -1| |-2 ?| |-4 -2 
1.66 上 面 两 个 习题 中 的 5 个 变换 , 按照 它们 具有 的 不 同 特征 方向 之 个 数 展示 出 4 种 不 同 之 
类 型 . 可 能 性 是 什么 ? 


1.67 命 V 为 次 数 < 3 的 多 项 式 所 成 之 癌 量 空间 , 及 由 了 一 tf'(t) 定义 工 :Y 一 六 试 求 
了 的 特征 向 量 与 特征 值 . 


1.2 向量 空间 与 几何 


解析 几何 中 熟知 的 坐标 系 允 许 我 们 去 讨论 几何 对 象 , 如 疝 量 形式 的 直线 与 
平面 , 而 这 些 几 何 概 念 又 给 我 们 提供 了 关于 向 量 空间 有 答 的 直 党 . 在 考察 这 些 几 
何 对 象 的 向 量 形式 之 前 , 我 们 将 简要 地 重复 一 下 关于 三 维 欧 氏 空间 坐标 对 应 性 
之 构造 . 通常 , 成 熟 的 读者 可 以 上 略 去 这 些 材 料 . : 

我 们 从 直线 开始 . 一 条 直线 工 与 实数 系 及 之 间 一 个 坐标 对 应 是 这 样 确定 的 ， 
即 在 L 上 任意 取 一 个 零点 O 及 一 个 与 O 相 异 的 单位 点 @. 则 L 上 每 一 个 点 六 
就 对 应 于 一 个 数 zx, 使 |z| 等 于 由 间隔 OQ 为 单位 来 度量 , O 至 X 的 距离 , 其 中 了 
取 正 值 或 负 值 依赖 于 关 与 8 在 O 之 同 侧 或 异 侧 . 映射 X 瞩 z 就 是 坐标 对 应 . 现 
在 考虑 三 维 欧 氏 空间 开 . 我 们 要 建立 本 与 稍 卡 儿 向 量 空间 R 之 间 的 坐标 对 应 
我 们 任意 取 一 个 零点 O 与 三 个 单位 点 Q1,@2 与 83 使 这 4 个 点 不 位 于 一 张 平面 
上 , 每 一 个 单位 点 Qi 决定 一 条 过 O 的 直线 L; 及 在 这 条 直线 上 , 如 上 面 定义 的 一 
个 坐标 对 应 . 这 三 条 直线 Li, Ls 与 Fa 被 称 为 坐标 轴 . 现在 考虑 严 中 任意 点 关 . 
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过 XX 旦 平行 于 L2 与 Ls 的 平面 与 Da 在 点 
Xi 相交 , 于 是 决定 了 一 个 数 z1, 即 L1 上 Xi 
的 坐标 . 同 法 , 六 决定 了 Ls 上 的 点 XX 及 LL 
上 的 点 Xs, 它们 分 别 有 坐 标 za 与 zs. 总 之 ， 
X 决定 了 R* 中 一 个 三 元 组 


TX 二 ~< Ll, 2, 3 >， 


所 以 我 们 定义 了 一 个 由 路 至 了 的 映射 0 : 
X bz ( 见 图 1.4). 我 们 称 9 为 由 轴 系 统 定 
义 的 坐标 对 应 . 而 上 面 记号 中 蕴涵 9(Y) 为 y 
及 0(4) 为 a 等 惯用 记号 . 注意 Li 上 的 单位 
点 Q! 有 坐标 三 元 组 6! =< 1,0,0 >, 及 类 似 7 
地 有 


0(Q2) = 6* =<0,1,0> 


0(Q3) =6° =< 0,0,1>. 


在 对 应 性 可 以 代数 地 被 用 来 处 理 几 何 问题 之 前 已 经 有 了 一 些 关 于 坐标 对 应 
的 基本 事实 被 证 明 作 为 几何 定理 . 这些 几 何 定 理 是 很 巧妙 的 , 它们 几乎 不 可 能 
根据 通常 中 学 的 几何 处 理 方法 作 适 当 的 讨论 . 所 以 我 们 将 简单 地 承认 它们 . 它们 
是 : 

(1) 9 是 由 亚 至 朴 的 一 个 双 射 . 

(2) 两 个 长 度 相等 且 平 行 的 线段 4B 与 XY, 及 由 4 至 吾 的 方向 与 由 X 至 
Y 的 方向 一 致 当 和 且 仅 当 5 一 a = yy 一 (在 向 量 空间 RR 中 ). 构筑 线段 间 的 这 个 关 
系 是 非常 重要 的 . 一 个 有 向 的 线段 是 一 个 几何 的 线段 , 再 加 上 沿 着 它 的 两 个 方 问 
之 一 的 选择 . 如 果 我 们 用 4B 表示 由 4 至 B 的 有 向 线段 , 若 线段 4B 与 XY 的 
长 度 相 等 、 平行 且 有 一 样 的 方向 , 则 我 们 定义 有 向 线段 4B 与 XY 是 等 价 的 (并 
记 为 A4B ~ XY). 则 (2) 可 以 重 述 为 : 


AB~ XY Ob—-a=y—2. 
(3) 若 久 天 0, 则 站 位 于 四 中 过 O 与 的 直线 上 当 且 仅 当 有 民 中 某 t 使 


y 二 tx. 进而 言 之 , 当 X 作为 过 O 与 XX 的 直线 上 的 单位 点 时 , t 就 是 关于 六 
的 坐标 . 
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(4) 若 到 中 的 轴 系 统 是 符 卡 儿 系 统 , 即 轴 两 两 垂直 并 用 一 个 相同 的 距离 单 
位 ， 则 线段 OX 的 长 度 |OX| 由 路 上 所 谓 的 欧 氏 范 数 (或 模 ) 给 出 , 即 IOX| = 
(533 x2)!/2. 这 可 以 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 直接 推出 来 , 然后 由 这 公式 及 毕 达 哥 拉 斯 
定理 再 次 用 于 三 角形 OXY 即 可 推出 线段 OX 与 OY 是 垂直 的 当 且 仅 当 标 量 乘 
积 (zZ,2) = 5 、，_， ziyi 有 值 零 ( 见 图 1.5). 


2 .2 
1 +X 


IOX| =r?=s?+x? 


$2 


图 1.5 


应 用 这 个 结果 时 , 注意 到 下 述 事 实 是 有 用 的 , 即 当 一 个 变量 被 固定 时 , 标量 
只 (z,y) 作为 另 一 个 变量 的 函数 是 线性 的 , 所 以 


3 3 3 
(cz 十 dy, z) = >》 人 CTi + dyi)zi = »3 TiZi 十 d》， Vii 
1 1 1 
= c(Z;,2) + d(y, 2). 


对 于 欧 氏 平面 也 与 笛 卡 儿 二 维 空间 R? 之 间 的 坐标 对 应 性 , 当然 除去 现在 有 
(x,y) 一 y Tiygi = TY1V1 + XT2Y2 之 外 ， 完全 相同 的 定理 
均 成 立 . 
由 这 些 基本 定理 , 我 们 可 以 很 容易 得 到 严 中 直线 
与 平面 之 方程 . 首先 由 (2) 与 (3) 可 知 , 车 给 定 的 固定 皮 
4 与 B, 其 中 A 闯 0, 则 过 B 且 平 行 于 线段 04 之 直线 0 
包含 点 站 当 且 仅 当 存在 一 个 标量 使 x 一 b= ta( 见 图 
1.6). 所 以 这 条 直线 的 方程 为 
T=ta+t+b. 图 1.6 
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这 个 向 量 方程 等 价 于 三 个 数值 方程 z; = ait + = 1,2,3. 这 就 是 习惯 上 所 请 
的 参数 方程 ,这 是 由 于 它们 表示 直线 上 变动 点 的 坐标 三 元 组 x, 它 是 “参数 ”t 的 
函数 . 
其 次 , 我 们 知道 过 B 且 垂 直 于 线段 04 的 方向 之 平面 包含 点 XX 当 且 仅 当 
BX 1 O04, 所 以 由 (2) 与 (4) 可 知 这 个 平面 包含 和 当 且 仅 当 (x 一 b,a) = 0( 见 图 
1.7). 但 由 于 标量 乘积 的 第 一 个 变量 的 线性 性 , 所 以 (zx 一 Da) = (zx,a) — (ba)， 
若 我 们 置 ! = (b,a), 则 可 见 平 面 的 方程 为 


3 
(Z,Q) | 或 >》 ai 一 
] 


即 一 个 点 X 位 于 过 B 且 垂 直 于 O4 方向 的 平面 上 当 且 仅 当 和 X 的 坐标 三 元 组 z 
满足 这 个 方程 . 反之 , 车 a 关 0, 则 逆向 上 述 步 又 , 我 们 可 以 证 明 EE 中 坐标 三 元 
组 z 满足 (z,a) = /的 点 兰 所 成 之 集合 为 一 张 平面 . 


图 1.7 


无 论 从 代数 角度 还 是 几何 角度 , Ri 有 自然 标量 乘积 (z,y) 当然 都 是 非常 重 
要 的 . 但 是 大 多 数 向 量 空间 都 没有 自然 标量 乘积 , 所 以 我 们 在 早先 讲 的 癌 量 理论 
中 , 谨慎 地 避 开 了 标量 乘积 (但 我 们 将 在 第 五 章 回 到 这 个 理论 )， 这 促使 我 们 去 
寻求 方程 1 aizi = ! 的 一 个 不 同 的 表述 . 在 第 .1 市， 我 们 看 到 z 瞩 ai7; 
是 R3 上 最 一 般 的 线性 泛 函 f: 所 以 给 定 耶 中 任何 平面 M, 存在 R* 上 一 个 非 
零 线 性 泛 函 f 及 一 个 数 1! 使 M 的 方程 为 f(x) = 1. 反之 , 给 定 任意 非 零 线性 
泛 函 f : R?  R 及 任意 1 € R, f(x) = 1 的 轨迹 是 四 中 一 张 平 面 . 读者 将 记 
住 由 ai = f(6i), 我 们 从 f 得 到 系数 三 元 组 a, 然后 就 有 f(z) = f(D1 7i0') = 
7 wf (0) 1 ios 
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最 后 , 我 们 来 寻求 平行 移动 的 向 量 形式 .在 平面 几何 中 , 当 我 们 考虑 两 个 平 
行 与 同 向 的 全 等 图 形 时 , 我 们 常常 设想 经 “ 沿 着 自身 滑动 平面 的 办 法 由 其 中 的 
一 个 得 到 男 一 个 ; 即 所 有 直线 皆 平 行 于 它们 的 原始 位 置 . 平面 的 一 个 平行 移动 的 
这 种 描述 可 以 更 精美 地 陈述 为 一 条 有 向 线段 滑动 至 其 等 价 者 的 条 件 . 若 对 滑 
动 至 Y 及 O 滑动 至 B, 则 OX 滑动 至 BY, 所 以 OX ~ BY, 及 由 (2) 可 知 
TY 二 yy 一 b. 因此 这 种 滑动 的 坐标 形式 为 映射 zy =z+D. 

反之 , 对 于 R” 中 任意 b, 易 见 由 z my = z 十 b 定义 的 平面 映射 为 一 个 平 
行 移动 . 这 些 考虑 对 于 欧 氏 空间 到 的 平行 移动 同样 成 立 . 

从 几何 上 看 , 这 是 清楚 的 , 即 在 平行 移动 之 下 , 平面 映射 至 平行 平面 而 直线 
映射 至 平行 直线 , 从 而 我 们 现在 可 以 盼望 有 一 个 简单 的 代数 证 明 . 例如 考虑 方程 
为 f(x) = 1 的 平面 M; 我 们 欲 问 在 平行 移动 x 已 y= z+b 之 下 , 对 M 会 发 生 
什么 ? 由 于 z = yy 一 已 我 们 得 知 一 点 z 位 于 M 上 当 且 仅 当 它 的 位 移 y 适合 方 
程 f(y 一 如 = 或 由 于 了 是 线性 的 , y 适合 方程 f(y) = 4 此 外 7 =1+ f(b). 但 
这 是 一 张 平面 NN 的 方程 , 因此 M 的 位 移 是 平面 N. 

很 自然 地 将 所 有 这 些 几 何 术 语 从 吧 中 的 集合 转化 为 R 中 对 应 的 集合 ， 
而 说 满足 f(x) = ! 的 有 序 三 元 组 z 所 成 之 集合 为 RB 中 一 个 点 集 , 它 构成 R? 中 
一 张 平面 , 并 且 称 映射 z rm z 十 b 为 下 中 通过 b 的 (平行 ) 位 移 , 等 等 . 进而 言 
之 , 由 于 了 为 一 个 向 量 空间 , 所 以 我 们 希望 这 些 几 何 概念 与 向 量 概念 相互 作用 . 
例如 , 经 过 b 的 平行 移动 就 是 简单 地 加 上 常数 向 量 b 的 运算 :x 已 xz +5. 因此 若 
M 为 一 张 平面 , 则 经 "平行 移动 M 而 得 到 的 平面 N 正 是 向 量 集 和 M +b. 若 
MM 的 方程 为 f(x) = 1 则 平面 M 通过 O 当量 仅 当 1! = 0, 在 这 种 情况 下 , M 是 
RR 的 一 个 向 量子 空间 (f 的 零 空 间 ). 易 见 任何 平面 都 是 一 张 过 O 的 平面 之 平行 
移动 . 类 似 地 , 直线 {tae+pb:teER} 为 直线 {ta :teR} 经 过 bb 的 平行 移动 , 其 
中 后 一 条 直线 是 一 个 子 空间 , 即 一 个 向 量 a 的 线性 生成 . 因此 下 中 平 面 与 直线 
都 是 子 空 间 的 平行 移动 . 

所 有 这 些 概 念 均 可 以 用 一 种 完备 与 满意 的 方式 转 至 任意 实 向 量 空间 , 并 有 
附加 的 维 数 变 化 . R” 中 过 O 的 一 张 平面 是 一 个 向 量 空间 , 它 在 严格 的 代数 意义 
之 下 是 二 维 的 . 我 们 将 在 下 一 章 讨 论 它 . 类 似 地 , 一 条 直线 是 一 维 的 . 在 Rs 中 ， 
除了 过 O 的 平面 与 直线 之 外 , 没有 真子 空间 . 但 是 在 维 数 > 3 的 一 个 向 量 空间 
V 中 , 有 维 数 从 1 至 n 一 1 的 所 有 真子 空间 . 因此 我 们 将 用 术语 “平面 ”含糊 地 
表示 不 论 其 维 数 的 一 个 子 空间 的 任意 平行 移动 . 更 正规 地 , 向 量子 空间 的 平行 移 
动 称 为 仿 射 子 空间 . 

我 们 将 看 到 如 果 VV 是 一 个 维 数 n 的 有 限 维 空间 , 则 一 个 非 零 线性 泛 郴 f 的 
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零 空间 总 是 (n 一 1) 维 的 . 从 而 除 ”= 3 之 外 , 它 不 可 能 是 一 个 类 欧 氏 二 维 平面 . 
我 们 用 术语 超 平 面 来 表示 这 样 一 个 零 空间 或 它 的 一 个 平行 移动 ， 因 此 , 一 般 说 
来 , 一 个 超 平面 是 一 个 适合 方程 f(z) = ! 之 z 的 集合 , 此 处 f 为 一 个 非 零 线性 
泛 函 . 它 是 一 个 真 仿 射 子 空间 (平面 ), 它 在 下 面 意义 之 下 是 极 大 的 , 即 仅 有 的 真 
正 包 含 它 的 仿 射 子 空间 为 整个 V. 在 RR 中 , 超 平面 为 普通 的 几何 平面 , 而 在 及 
中 , 超 平面 则 为 直线 ! 


习 古 


2.1 假定 定理 AB ~ XY 怠 b 一 a =Y 一 Zz 成 立 试 证 如 第 1 节 开 始 讨论 时 所 定义 的 
OC 是 OR 与 5B 之 和 当 且 仅 当 c=6 二 a. 又 考虑 我 们 所 假定 的 几何 定理 (3), 试 
证 由 了 至 几何 向 量 所 成 空间 的 映射 2 + OX 是 线性 的 , 从 而 是 一 个 同 构 


2.2 命 为 第 卡 儿 平 面 R* 上 有 方程 zy = 3z1 之 直线 . 试用 一 个 适当 的 序 对 a 将 工 表示 
为 形 如 z = ta 的 参数 形式 . 


2.3 命 V 为 任意 向 量 空间 及 a 与 6 为 相 异 的 向 量 . 试 证 过 a 与 6 的 直线 有 参数 方程 
£=t8+(l-t)a, teR. 


再 证 明 由 a 至 8 的 间隔 是 上 面 映射 中 , [0,1] 的 像 
2.4 按照 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 一 个 三 角形 其 边 长 为 a,6 与 c,“ 对 着 ”的 顶 角 为 直角 当 且 仅 当 


=o:++b’, 
~ 
性 


b 
试 由 此 证 明 在 四 的 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 线段 OX 的 长 度 |OX| 等 于 
Ox| = DD? 
此 处 zz 二 < zi,za,zay> 为 点 天 的 坐标 三 元 组 . 其 次 试用 我 们 的 几何 定理 (2) 证 明 


OXLOY © (2,9) =0， 其 中 (z,9) = Dziy 
1 ， 


(利用 (z, Vy) 的 双 线 性 性 来 展开 |X 一 了 | ) . 
2.5 更 一 般 些 , 对 于 下 图 所 示 的 任意 三 角形 ， 
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余弦 定律 是 说 c* = a? 十 如 一 2abcos 9. 将 这 一 定律 用 于 图 形 


pp 4 


,AN 


(x,y) = 2|z||ylcos 0， 

此 处 (z,y) 表示 标量 乘积 3? ziyi, |z| = (zz,z)272 = |OX|, 等 等 

2.6 给 定 一 个 非 零 线性 江 函 f : R* 一 RR 及 ERR, 试 证 到 中 满足 f(z) 二 上 的 点 久之 集 
合 是 一 张 平面 [提示 : 在 RR* 中 找 出 一 个 5 使 f(5) = ,及 将 方程 f(z) = 天 化 为 形式 
(x 一 bb,a) = 0 等 等 | 

2.7 对 于 任意 R” 中 的 6b, 试 证 由 yy 二 zz 十 二 定义 的 将 到 映 为 自身 的 映射 X Fry 了 是 一 个 
平行 移动 . 即 证 若 症 咏 YY, 及 ZW, 则 XZ ~YW. 

2.8 命 M 为 RR 中 适合 方程 3zl 一 x2 十 x3 = 2 的 点 所 成 之 集合 . 试 找 出 三 元 组 a 与 5 使 
MM 为 过 b 日 与 a 的 方向 垂直 的 平面 . 平面 已 = M+ < 1,2,1 > 的 方程 是 什么 ? 

2.9 继续 上 面 习题 , 什么 是 三 元 组 b 满足 的 条 件 使 N = M 上 pb 经 过 原点 ?N 的 方程 是 什 
么 ? 


2.10 试 证 若 有 R” 中 的 平面 M 有 方程 f(x) = 4 则 M 是 线性 泛 函 f 的 零 空间 的 一 个 平移 . 
”再 证 入 的 任何 两 个 平移 M 与 已 或 者 恒 等 , 或 者 不 相交 . 什么 是 有 序 二 元 组 b 需 满足 
的 条 件 使 M 二 bp= MY? 


2.11 将 上 面 习题 推广 至 有 R” 中 的 超 平 面 . 


2.12 命 N 为 Ra 中 满足 f(z) = 0 的 点 z 所 成 之 子 空间 (过 原点 的 平面 ). 命 M 与 已 为 由 
N 经 平行 移动 得 到 的 两 张 平面 试 证 Q = M + P 为 第 三 张 这 样 的 平面. 若 M 与 P 
有 方程 f(z) = 与 f(z) = 12, 试 求 Q 的 方程 

2.13 车 M 为 R3 中 有 方程 F(z) = ! 之 平面 及 7 为 任意 非 零 数 . 试 证 集合 乘积 rM 是 平行 
于 M 的 一 张 平面 


2.14 由 上 面 两 个 习题 ， 试 讨论 我 们 怎样 才 可 以 将 具有 方程 f(x) = 0 的 平面 NN 的 所 有 平行 
移动 所 成 之 集合 作为 构成 一 个 新 的 问 量 空间 . 
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2.15 命 二 为 R3 中 具有 参数 方程 = ta 的 子 空间 (过 原点 之 直线 ). 试用 上 面 3 个 习题 之 
精神 讨论 工 的 所 有 平行 移动 所 成 之 集合 . 

2.16 作为 “是 " 几何 向 量 4B 的 最 好 的 事物 是 所 有 满足 XY ~ AB 的 有 向 线段 XY 的 等 
价 类 . 在 性 质 (1)~(4) 中 , 假定 你 所 需要 者 都 成 立 , 试 证 这 是 所 有 有 向 线段 的 集合 上 的 
一 个 等 价 关系 (0.12 节 ). 

2.17 假定 几何 向 量 AB 已 于 上 面 习题 所 定义 ， 试 证 , 严格 地 讲 , 这 实际 上 是 平面 (或 空间 ) 
到 自身 的 映射 , 此 处 自身 是 我 们 所 称 的 过 AB 的 平行 移动 . 再 证 AB + GD 是 两 个 平 
移 的 合成 


1.3” 积 空间 与 Hom(Y , W) 


积 空间 若 W 是 一 个 向 量 空间 及 4 是 一 个 任意 集合 , 则 4 上 所 有 W 什 郴 
数 所 成 的 集合 V = W4 正好 是 与 R4 由 同一 途径 得 来 的 一 个 回 量 空间 . 加 法 是 
函数 的 自然 加 法 , (f 十 9)(a) = f(a) + g(a), 及 类 似 地 , 对 于 每 一 个 函数 f 与 标量 
rz 有 (zf)(a) = z(f(a)). 恰 如 以 前 的 同样 理由 可 以 推出 定律 A1 到 S4 成 并 . 为 了 
广泛 性 , 让 我 们 来 验证 加 法 结合 律 . 方程 f 十 (9 十 hh 的 意思 是 , (f+ (9 十 有 2)(a) = 
((f 十 9) 十 h(a) 对 于 所 有 ae 4 成 立 , 事实 上 ， 


(f + (g+h))(a) = f(a) + (9 十 月 (oa) 
= f(a) + (g(a) + h(a)) = (f(a) + 9(a)) + h(a) 
= (f +g)(a) + h(a) = ((f + 9) + h)(o), 


此 处 由 WW 的 结合 律 可 知 这 5 个 等 式 链 的 中 间 等 式 成 立 , 而 其 他 4 个 等 式 则 是 加 
法 定义 的 应 用 . 由 于 加 法 结合 律 在 W 中 成 立 , 所 以 它 在 W4 中 亦 成 立 . 完全 同 
样 的 方法 可 知 其 他 定律 成 立 . 如 前 , 我 们 命 z; 为 i 处 的 求 值 , 所 以 zi(f) = f(. 
但 是 现在 ri; 是 向 量 值 而 不 是 标量 值 . 这 是 由 于 它 是 一 个 由 V 到 W 的 映射 , 所 以 
我 们 称 它 为 第 i 个 坐标 投影 ,而 不 是 第 i 个 坐标 泛 函 . 这 些 映射 仍然 都 是 线性 的 . 
W4 上 的 自然 向 量 运 算是 被 要 求 所 有 投影 mi 都 是 线性 的 而 惟一 地 定义 的 . 我 们 
称 f(j) = zj(f) 为 向 量 f 的 第 了 个 坐标 . 在 此 笛 卡 儿 n 维 空间 的 类 似 是 W 中 
所 有 的 向 量 的 n 元 组 a =< a1,… ,an > 所 成 的 集合 W”; 它们 亦 锌 记 为 W". 
显然 , oj 是 n 元 组 a 的 第 ;个 坐标 . | 
我 们 为 什么 必须 如 上 面 这 样 用 同样 的 空间 W 于 每 一 个 指标 是 没有 理由 的 ，. 
事实 上 , 若 WI,… ,Wh 是 任意 nn 个 向 量 空间 , 则 所 有 nn 元 组 Qa =< al ,Qn > 
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所 成 的 集合 , 此 处 当 了 = 1,… ,n 时 , a; € Wj;, 在 运算 的 同样 定义 及 同样 的 理 
由 下 , 是 一 个 癌 量 至 间 , 即 第 卡 儿 乘积 W = Wi x Ws x… x Wi 亦 是 一 个 向 量 
值 沙 数 的 向 量 空间 . 这 种 有 限 乘积 对 我 们 将 是 非常 重要 的 . 当然 , R" 就 是 乘积 
[Ti Wi, 其 中 每 一 个 Wi; = R; 但 是 R?* 还 可 以 被 当 作 了 m x R"*-"m, 或 更 一 般 些 ， 
J Wi, 其 中 Wi; = R™ 及 5 了 mi = n. 无 论 如 何 , 有 限 积 空间 最 重要 的 应 用 来 自 
这 样 一 个 事实 , 即 一 个 向 量 空 间 Y 的 某 些 现象 的 研究 可 以 由 一 种 自然 的 方式 导 
致 V 的 子 空间 的 一 个 集合 {Vi}? 使 V 同 构 于 乘积 TI? Vi. 当 我 们 将 了 当 作 积 
空间 II* Vi 时 , V 有 的 额外 结构 就 可 以 被 用 来 研究 问题 中 的 现象 . 这 就 是 直 和 理 
论 , 我 们 将 在 第 5 市 研究 它 . 

在 教程 的 后 面 , 我 们 将 需要 考虑 癌 量 空间 的 一 个 一 般 箔 卡 儿 乘积 . 我 们 提醒 
读者 , 石 {Wi : i € 了 0} 为 任意 和 癌 量 空间 的 有 指标 集合 , 则 这 些 向 量 空间 的 箔 卡 儿 
乘积 [];ej Wi 被 定义 为 以 了 为 定义 域 且 满足 对 于 所 有 i Ee TJ，f(i) € Wi 的 所 有 
函数 上 所 成 之 集合 ( 见 0.8 节 ). 


下 面 是 一 个 简单 的 具体 例子 , 需 记 在 心 上 , 命 5 为 R 中 通常 的 单位 球 , S = 
{Zz :3z2? = 1}, 及 对 于 每 一 个 $ 上 的 点 x, 命 Ws 为 RR 中 在 z 与 S 相 切 的 子 
空间 . 我 们 在 此 关于 子 空间 的 意思 是 (过 O 的 平面 ) 平行 于 在 处 5 的 切 平面 . 
所 以 平移 Wi +z 为 切 平面 ( 见 图 1.8). 积 空间 W = [Tses Wa 中 一 个 函数 上 是 
对 S 上 每 一 点 z， 给 出 Ws 中 一 个 向 量 元 函数 , 即 一 个 平行 于 5 在 x 的 切 平面 
之 向 量 . 这 样 一 个 函数 被 称 为 $ 上 的 一 个 向 量 场 .因此 乘积 集合 W 是 5 上 所 有 
向 量 场所 成 的 集合 . 如 下 面 定理 所 述 , W 自身 就 是 一 个 向 量 空间 
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当然 , 在 WW = [];cs Wi; 上 的 第 ; 个 坐标 投影 是 在 7 的 求 值 , zj(f) = f(), 及 
W 上 的 自然 向 量 运算 是 坐标 投影 全 是 线性 的 要 求 所 惟一 地 定义 的 . 因此 f +g 
必须 是 WW 的 那个 元 素 , 它 在 7 处 之 值 zj(f +9) 是 zj(f) 十 Tj(9) = f(7) 十 9(7)， 
此 处 了 为 任意 Je 工 关于 标量 乘积 有 类 似 定 义 . 


定理 3.1 一 个 向 量 空间 集 售 的 笛 卡 儿 乘 积 正 好 由 一 种 方式 可 以 进入 一 个 向 
量 空间 , 使 坐标 投影 都 是 线性 的 . 


证 明 由 上 面 惟一 确定 的 向 量 运算 , 关于 Al~S4 的 证 明 , 我 们 可 以 将 过 去 的 
证 明 逐 字 地 重 述 . 它们 不 需要 函数 相 加 后 , 其 所 有 值 均 在 同一 空间 中 , 但 仅仅 要 
在 给 定 的 一 个 定义 域 元 素 i 之 值 位 于 同样 空间 中 . 口 


Hom(V,W) 线性 变换 有 简单 而 重要 的 性 质 , 即 两 个 线性 变换 之 和 是 线性 
的 , 及 二 个 线性 变换 之 合成 亦 是 线性 的 . 这 些 不 精确 的 语句 本 质 上 就 是 本 节 之 论 
题 , 尽管 它们 还 需要 放 上 定义 域 与 值 域 的 条 件 . 它们 的 证 明 则 是 简单 的 形式 代数 
推导 , 但 讨论 的 对 象 在 概念 复杂 性 上 将 有 所 增加 ， 

若 W 是 一 个 向 量 空间 及 4 为 任意 集合 , 如 同 R4 一 样 , 我 们 知道 所 有 映射 
f : 4 履 W 所 成 的 空间 W4 是 一 个 函数 的 向 量 空间 (现在 是 向 量 值 的 ). 若 4 自 
身 是 一 个 向 量 空 间 V, 则 我 们 自然 地 挑 出 WY 中 包含 所 有 线性 映射 的 子 集 作 特 
跌 的 研究 .我 们 将 这 个 子 集合 记 作 Hom(W W). 下 面 一 些 初等 定理 概括 了 它 的 
基本 代数 性 质 


定理 3.2 Hom(V, W ) 及 WY 的 向 量子 空间 . 


证 明 这 个 定理 是 一 个 容易 的 形式 化 结果 . 若 3 与 工 属于 Hom(V,W), 则 


(S++T)(za+yB)= S(rat+ ys)+ T(za + yp) 
= 2Z9(a) +yS(8) + zxT(o) + yT(h) 
= 7z(S+T)(a) +y(S + 7)(p), 
所 以 S+ 了 是 线性 的 及 Hom(V, W) 在 加 法 之 下 是 闭 的 . 读者 应 该 被 认为 他 知道 


辩 明 上 面 连续 恒等式 中 的 每 一 步 . 在 标量 乘积 下 , Hom(V, W) 的 闲 包 可 以 类 似 
地 得 到 . 由 于 Hom(V, W) 包含 零 变换 , 所 以 它 是 非 空 的 , 从 而 是 一 个 子 空间 . 口 


定理 3.3 线性 映射 的 合成 是 线性 的 : 若 了 E Hom(V,W) 及 5S € Hom(W， 
X) 则 SoTeHom(Y,X). 进而 言 之 , 在 定义 域 与 值 域 的 显然 假设 下 , 合成 适合 
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加 法 分 配 律 : 

(S1+S2)oT=S10T+S2o0T 与 ooa+72) = 一 9odl 十 9o72， 
最 后 , 合成 可 与 标量 乘积 交换 : 

cS oT)= (cS)oT =So(cT) 
证 明 我 们 有 z 
SoT(za +yB)= S(T(za +y8)) = S(zT(o) + 
=7zS(T(a)) +yS(T(B)) = 2(S oT)(a) + y(S5° 7T)(8), 

所 以 SoT 是 线性 的 . 两 条 分 配 律 的 证 明 将 留 给 读 着 . 口 


推论 3.1 车 了 Te Hom(V,W) 为 国定 的 , 则 由 工 在 右 方 之 合成 是 一 个 从 向 
量 空间 Hom (W, 半 ) 至 向 量 空间 Hom(V, 六 ) 的 线性 变换 . 车 工 是 一 个 同 构 , 则 
这 个 变换 就 是 一 个 同 构 . 

证 明 定理 中 所 述 合成 的 代数 性 质 可 以 综合 如 下 : 

(cl91 十 C252) oT = C1 (S1 0 了 ) 十 C2(S2 O 了 )， 
So(cTii+cT)=c(SoN)+c2(S5 0 72 )， 


另 一 个 方程 正好 是 说 , 一 个 固定 的 了 在 右 方 的 合成 是 一 个 线性 变换 ( 右 方 程 仍 
然 没 有 看 对 , 则 记 SoT = T(5)). 若 了 是 一 个 同 构 , 则 并 : 之 合成 “取消 ”了 由 
7 之 合成 , 所 以 是 它 的 逆 元 . 
第 二 个 方程 推出 一 个 由 一 个 固定 3 从 左 方 合 成 的 类 似 的 推论 . 口 
定理 3.4 车 作为 一 个 积 向 量 空间 , W = TT; Wi, 则 由 一 个 向 量 空间 Y 至 
W 的 映射 全 为 线性 的 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 坐标 投影 Ti, Ti oT 了 是 线性 的 


证 明 若 了 是 线性 的 , 则 由 上 面 定 理 可 知 ri eT 是 线性 的 . 现在 假定 反 过 来 ， 
即 所 有 了 映射 ri o 都 是 线性 的 . 则 
ri(T(za +yP)) = mio T(za + yp) = (moT)(a) + ymio TP) 
/ = zri(T(@)) + yri(T(B)) = mi(zT (a) 二 IC) . 


但 是 若 xi(f) = zi(9) 对 所 有 i 成立, 则 f = 9 所 以 T(za+y6) = zxT(Q)+y7(p)， 
从 而 工 是 线性 的 . 口 
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若 了 是 一 个 由 了 至 W 的 线性 映射 , 其 骨架 为 {6;}?, 则 zi oT 有 骨架 
fai(0) 大 W 是 民 "*, 则 zi 为 第 i 个 坐标 泛 孙 yy 品 Yi 及 PB; 为 了 的 定 阵 
t = {tij} 的 第 7 列 . 因此 zi(B;) = tj, 及 Tti oT 为 线性 汉 阻 , 其 骨架 为 了 的 矩阵 

在 集中 国 绕 定理 1.3 的 讨论 中 , 我 们 将 向 量 方程 y = T(z) 换 成 等 价 的 m 个 
标量 方程 y; = > ;_1 tij7x; 的 集合 , 在 此 我 们 可 以 由 癌 量 方程 中 , 读 出 第 i 个 坐标 
而 得 到 . 但 是 在 “ 读 出 ”第 i 个 坐标 时 , 我 们 是 应 用 坐标 映射 zi, 或 用 更 代数 的 术 
语 , 我 们 将 线性 映射 工 换 成 线性 映射 之 集合 {zio。 了 T}, 由 上 面 的 定理 可 知 它 等 价 
于 工 . 

我 们 现在 特别 考虑 空间 Hom(V, VV), 我 们 也 可 以 将 它 记 为 ‘HomV'. 除了 和 作 
为 一 个 向 量 空间 之 外 , 它 在 合成 之 下 也 是 闭 的 , 我 们 将 它 考 虑 为 一 个 乘法 运算 . 
由 于 函数 的 合成 总 是 可 结合 的 ( 见 0.9 节 ), 所 以 我 们 有 关于 乘法 的 定律 : 


Ao(BoC)=(AoB)oC, 


Ao(B+C)=(A0oB)+(AoO), 
(A+B)oC=(A0C)+(BoO), 
k(AoB)= (kA)oc B+ Ao (kB). 


任何 向 量 空间 , 除了 有 向 量 运算 之 外 , 还 有 如 上 方式 的 与 向 量 运 算 相 关 之 习 法 运 
算 , 则 称 为 一 个 代数 . 因此 有 / 


定理 3.5 Hom(V) 是 一 个 代数 . 


我 们 在 较 早 时 注意 到 某 些 实 值 函 数 空间 亦 为 代数 . 例如 R4 与 C([0,1). 在 
这 些 情况 下 , 乘法 是 可 交换 的 , 但 在 Hom(V) 的 情况 下 , 除了 Y 是 一 个 平 几 空间 
(V = {0)) 或 V 同 构 于 民 , 乘法 运算 都 是 不 可 交换 的 . 当 我 们 详细 考察 有 限 维 理 
论 时 , 我 们 将 在 以 后 检验 这 一 点 . 

乘积 投影 与 单 射 ”除了 坐标 投影 之 外 , 还 有 第 二 类 简单 的 线性 映射 , 它 对 于 
掌握 一 个 第 卡 儿 乘积 空间 W = [Ler Wh 有 基本 重要 性 . 对 于 每 一 个 j, 有 映射 
9,; 取 一 个 向 量 we W 至 乘积 空间 中 之 函数 , 它 在 指标 j 处 取 值 a 否则 取 值 0， 
例如 , 关于 Wi x Wz x Wa, 0s 是 由 Wo 至 W 的 映射 a 中 < 0,Q,0 >. 或 者 奇 我 们 
将 R3 看 成 及 x 型, 则 9s 就 是 映射 < zz?,zs > 路 < 0, < 72,T3 >>= 二 < 0,722,T3 六 
我 们 称 b 为 W; 至 J Wi 的 单 射 映射 . 9; 的 线性 性 可 能 是 显然 的 . 映射 nj 与 
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9; 显然 是 相关 联 的 . 下 面 的 投影 - 单 射 恒 等 关 系 陈述 了 它们 的 准确 关系 . 若 也 
为 W; 上 的 恒 等 变换 , 则 


NjoU = 及 nj; 00; = 0(7 #7). 
若 KK 为 有 限 的 及 了 为 乘积 空间 W 上 的 单位 元 (或 恒 等 变换 ), 则 


>, OGr og 一 了 
EkEK 
在 IT ， Wi 的 情况 下 , 我 们 有 b ero(< ai,a2,as >) 二 < 0,Q2,0 >, 及 恒 等 变换 
简单 地 说 就 是 < a1,0,0 > + < 0,a2,0 > + < 0,0,as >=< aa,as > 对 于 所 
有 al,a2,as 成 并 . 这 些 恒 等 关系 对 读者 来 说 可 能 是 清楚 的 , 我 们 将 正式 的 证 明 
留 作 习题 . 
坐标 投影 x; 对 于 任何 乘积 空间 的 研究 都 是 有 用 的 . 但 是 因为 上 面 恒 等 关系 
的 限制 , 单 射 映射 0; 主要 的 兴趣 在 于 有 限 乘 积 的 情况 . 它们 放 在 一 起 使 我 们 能 
够 分 解 与 聚合 线性 映射 , 此 处 映射 的 定义 域 与 值 域 是 有 限 习 积 空间 . 
作为 一 个 简单 的 例子 , 考虑 Hom(R ,RR ) 中 的 也 其 矩阵 为 


则 ri o 工 是 线性 泛 函 , 其 骨架 < 2, -1,1 > 是 T 的 矩阵 中 的 第 1 行 , 而 且 我 们 
能 够 看 出 它 的 方程 形式 表示 式 1 = 2x1 一 za + zs 是 从 回 量 方程 y = T(x) 中 
“ 读 出 第 一 行 ” 而 得 到 的 . 因此 我 们 “分解”T 为 两 个 线性 泛 函 1 = zi oc 了 T. 则 模 
糊 地 说 , 我 们 有 聚合 T =< ,ls >; 更 确切 地 , 对 于 所 有 x,，T(%) =< 271 一 Z2 十 
x3,X1 十 Z2 十 473 > 二 < (2),l2(X) >. 但 是 我 们 要 这 个 聚合 表示 为 线性 映射 外 
与 0 的 作用 . 我 们 有 


<l(z),B(r) >=0(0(78)) +0(l2(2)) = (O01 or +O on)(T(z)) = 了 工 (CD)， 


这 证 明了 了 的 分 解 与 聚合 是 恒 等 喘 射 ”bi om = 了 的 一 个 表达 式 . 一 般 言 之 ， 
若 了 Te Hom(V,W) 及 W = 了 Tl; Wi, 则 对 于 每 一 个 i, Ti = mioT 在 Hom(V, Wi) 
之 中 , 及 由 于 对 于 每 一 个 a, Ti(a) 是 T(a) 的 第 i 个 坐标 , 所 以 五 可 以 被 当成 
是 TT 进入 Wi 的 部 分 ”. 则 我 们 可 以 由 T = 0;o 7 再 将 五 聚合 起 来 形成 了 ， 
这 里 ;oT = (0;0Ti)oT = Io7T = .进而 言 之 , 在 一 个 共同 的 定义 域 
上 ,也 的 任意 有 限 集合 皆 可 以 用 这 个 方法 放 在 一 起 去 造成 一 个 工 . 例如 , 我 们 可 
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以 在 一 个 共同 定义 域 VY 上 聚合 线性 变换 m 元 组 {T;}? 去 构成 一 个 单个 的 m 
元 值 线性 变换 了. 给予 V 中 a, 我 们 简单 地 定义 T(a) 为 m 元 组 , 它 的 第 i 个 
坐标 为 T(a),i = 1,… ,m, 然后 再 验证 了 是 线性 的 . 因此 , 不 作 计 算 , 我 们 由 这 
种 聚合 原则 看 到 了 : 2 卢 < 271 - za2 十 za;zZl 十 Za2 十 47s > 是 一 个 由 下 至 下 
的 线性 映射 , 这 是 由 于 我 们 已 经 由 聚合 两 个 线性 谤 函 1(z) = 2z1 -za + za 与 
12(z) = zi 十 Za 十 4x3 组 成 了 工 , 即 形成 一 个 有 序 的 双 值 映射 . 这 个 非常 直观 的 
程序 有 一 个 同样 简单 的 形式 上 的 证 明 . 我 们 将 严格 的 讨论 放 在 下 面 定理 中 . 


定理 3.6 若 对 于 一 个 有 限 指标 集合 中 的 每 一 个 i Ti 部 在 Hom(V, Wi) 
之 中 , 及 车 W 是 乘积 空间 [Ler Wi, 则 在 Hom(V, W) 中 有 惟一 确定 的 工 使 
1 一 TO 对 所 有 YE 成立. 


证 明 若 存 在 T 使 对 于 每 一 个 i T= 7wioT, 则 T= IwoT =( UVUiomijo7 = 
>»,0; oO (Tri oT) 一 >》 o 了 因此 ， 1 被 惟一 地 确定 为 2 0 ofi. 进而 言 之 ， 这 个 了 
是 有 所 要 求 之 性 质 , 这 是 由 于 


njoT=7Ajo0( ,00T)= 2 (7 00)oTi= oT;= 1;. 国 


同 法 , 我 们 可 以 分 解 一 个 其 定义 域 为 一 个 乘积 空间 V = [I];-1 Vi 的 线性 映 
射 了 为 诸 定 义 域 为 Vi 的 映射 五 = To9;, 然后 用 恒 等 关系 工 = ;1 ToT 
聚合 这 些 映射 来 形成 了 (用 心算 检验 一 下 0. 进而 言 之 , 一 个 映 至 共同 上 域 空间 的 
有 限 映 射 集合 可 以 放 在 一 起 来 形成 一 个 在 定义 域 乘积 上 的 单个 映射 . 因此 , 一 个 
映射 至 WW 的 n 元 组 映射 {T;}? 定义 了 一 个 映 至 W 的 单个 映射 工 , 此 处 由 方程 
T(< Qi ,Qn >) = 5 Ti(oai) 或 了 = Tom 可 知 了 的 定义 域 为 各 的 
定义 域 之 乘积 . 例如 , 如 果 TT : 民 瞩 RR? 为 映射 二 上 < 2,1 =< 2t,t >, 及 类 似 
地 了 DD 与 TT 为 映射 tt< 一 D1> 与 tt<1,4>, 则 T= To 人 Ti 为 由 
R3 至 R? 的 映射 , 其 矩阵 为 


这 里 亦 有 一 个 简单 的 形式 论证 , 我 们 将 要 求 读者 写 出 下 面 定理 的 证 明 . 


定理 3.7 车 对 于 一 个 有 限 指 标 集合 J 的 每 一 个 j,T 颖 在 Hom(Vj, W) 之 
中 , 及 若 耻 = [Tcy WV, 则 存在 Hom(V,W) 中 一 个 惟一 的 工 使 对 于 J 中 每 一 个 
) 绪 有 7 o0 一 4,. 
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最 后 , 我 们 应 该 提 到 定理 3.6 对 于 所 有 乘积 空间 皆 成 立 . 包括 有 限 与 无 限 的 
乘积 空间 , 这 陈述 了 特征 化 乘积 空间 的 一 个 性 质 . 我 们 将 在 习题 中 研究 这 种 情况 . 
定理 3.6 的 一 般 情况 的 证 明 是 按 没有 单 射 0; 而 得 到 的 ; 实际 上 , 这 是 定理 3.4 的 
应 用 . 

读者 可 能 感到 我 们 过 度 形式 地 在 应 用 投影 ri 与 单 射 9; 去 给 出 程序 的 代数 
表述 , 这 程序 是 易于 被 直接 看 出 来 的 ， 阮 如 谈 由 “个 向 入 方程 的 术 是。 “分 量 ". 但 
是 , 映射 

TDL 与 Ti FH> 玫 027i0, ,0 > 
显然 是 基本 的 设计 , 及 使 它们 的 关系 显 式 化 . 在 以 后 更 为 复杂 的 情况 下 ， 当 我 们 
要 去 掌握 它们 的 发 生 时 , 将 会 有 帮助 的 . 


习题 
3.1 试 证 R” x R” 同 构 于 RR"+™. / 
3.2 更 一 般 些 , 试 证 若 > ni 二 n, 则 TL R”i 同 构 于 R". 
3.3 试 证 若 {B,C} 是 4 的 一 个 分 拆 , 则 及 4 与 及 ”x RRR” 是 同 构 的 ， 
3.4 试 将 上 面 习 题 推广 为 {4Ai}1 分 拆 4 的 情况 . 
3.5 试 证 由 一 个 向 量 空间 V 至 一 个 向 量 空间 W 的 一 个 映射 是 线性 的 当 且 仅 当 T( 的 图 ) 是 
V x W 的 子 空间 . 
3.6 命 5 与 为 由 V 至 W 的 非 零 线性 映射 . 映射 5 十 TT 的 定义 与 作为 Vx W 的 子 空 
间 5 与 (的 图 ) 的 集 和 是 不 相同 的 . 试 证 除 S = 了 之 外 , 5 与 (的 图 ) 的 集 和 不 能 是 
一 个 图 
3.7 试 给 出 定理 3.2 中 计算 的 每 一 步 的 论证 . 
3.8 试 证 定理 3.3 中 的 分 配 律 . 
3.9 命 卫 :clleb) 一 C([a, 晶 ) 为 微分 , 及 命 5 : cao 可) 一 下 为 定 积分 映射 f 瞩 了 . 
试 计算 合 成 SoD. 
3.10 我 们 知道 及 ”上 的 一 般 线性 泛 函 玉 是 由 到 ”中 数 对 a 决定 的 映射  Fy aizl 十 a272， 
及 Hom(R*) 中 的 一 般 线性 映射 了 是 由 矩阵 


|， | ti tl12 
to1 了 Y22 
决定 的 . 则 羽 o 为 另 一 个 线性 泛 函 , 因此 有 形式 x -bizi 十 box2, 其 中 某 € 及 
试 由 t 与 a 来 计算 b 你 的 计算 应 当 问 你 显示 a 已 5b 是 线性 的 . 它 的 矩阵 是 什么 ? 
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3.11 给 定 Hom(R?) 中 的 5 与 也, 它们 的 矩阵 分 别 是 


bol 


试 找 出 Hom(R*) 中 So7 的 矩阵 . 
3.12 给 定 Hom(R?) 中 的 5 与 了 , 它们 的 矩阵 为 


| | 与 ‘=| | 
S21 822 t21 tt22 
试 找 出 5o 工 的 矩阵 . 


3.13 将 上 面 的 解答 记 在 心 上 , 如 果 5 与 了 在 Hom(R3) 之 中 时 , 你 会 猜想 So 的 矩阵 是 
什么 ? 试验 证 你 的 猜想 . 


3.14 我 们 知道 若 了 E Hom(V, W) 为 一 个 同 构 , 则 人 为 Hom(W,V) 中 一 个 同 构 , 试 证 
So7 满 射 5 满 射 ， 9 oT 单 射 全 了 单 射 ， 
从 而 如 果 TE Hom(V, W),S e Hom(W,V), 及 
SoT=1y, To5S= Iw, 


则 工 是 一 个 同 构 . , 

3.15 试 证 若 5S-! 与 了 ! 存在 , 则 (SoT)- 存在 并 等 于 T oS , 试 给 出 这 个 结果 一 个 
更 细致 的 语句 . 

“3.16 试 证 如 果 HomV 中 的 S$ 与 了 是 可 交换 的 , 则 了 的 零 空间 N = N(T) 与 它 的 值 域 
R= R(T) 在 S 之 下 是 不 变 的 (S[N] CN 及 S[R] C R). | 

3.17 试 证 如 果 a 是 人 的 一 个 特征 向 量 及 S 与 工 是 可 交换 的 , 则 S(a) 是 了 的 一 个 特征 回 
量 并 有 同样 的 特征 全 . 

3.18 试 证 如 果 5 与 是 可 交换 的 及 TT-! 存在 , 则 5 与 了 可 以 交换 . 

3.19 给 定 了 的 一 个 特征 向 量 a, 它 有 特征 值 zx, 试 证 a 亦 为 T= 了 oT,T", 及 了 (如果 
T 是 可 逆 的 ) 的 一 个 特征 向 量 , 而 且 对 应 的 特征 值 为 x*, xz”, 及 1/x. 

给 定 t 的 一 个 多 项 式 p(t) , 定义 算 子 p(T), 及 在 上 面 假设 之 下 , 试 证 a 是 p( 了 ) 

的 一 个 特征 向 量 且 有 特征 值 p(x). 

3.20 若 9 与 了 在 Homy 之 中 , 如 果 HomV 中 每 一 个 可 与 了 交换 的 4 都 可 与 9 交换 ， 
则 我 们 称 5 与 全 是 二 重 交换 的 ( 记 为 SccT). 固定 了 , 置 {了} = {9 : SccT}. 试 证 
{TY 是 Homy 的 一 个 交换 子 代 数 . | 
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3.21 给 定 HomV 中 的 了 及 a EV, 命 NN 为 工 之 下 ,a 的 轨道 (集合 {T"a :ne ZT7}) 
的 线性 生成 . 试 证 在 了 之 下 , 和 N 是 不 变 的 . : 

3.22 一 个 HomV 中 的 变换 了 满足 T" = 0 对 于 其 mn 成 立 , 则 称 为 霖 替 的 . 试 证 若 工 是 知 
零 的 , 则 了 一 了 是 可 道 的 .| 提示 : 若 将 z 换 成 工 , 则 短 级 数 


1 2 
| 一 站 一 2_7 
0 
是 一 个 有 限 和 |. 
3.23 假定 工 是 大 零 的 , S 与 了 可 交换 , 及 S : 存在 , 其 中 S, Te HomV. 试 证 ($ -了 T)-! 
存在 . / 


3.24 命 p 为 由 一 个 向 量 空间 V 至 一 个 向 量 空间 W 的 同 构 . 试 证 全 -> 2o7op” 是 一 个 
由 代数 Hom V 至 代数 Hom W 的 代数 同 构 . 


3.25 试 利用 停止 箭头 记号 证 明 关 于 R3 = 及 x 及 x 了 R 的 所 有 7; 与 9; 是 显 式 的 . 同时 将 恒 
等 式 并 0; omi = 了 写成 显 形式 ， 

3.26 对 于 R” = R? x R3 做 同样 的 事 . 

3.27 试 证 前 两 个 投影 单 射 恒等式 (ri ob; = 五 及 当 了 尖 i 时 ,mi ob 二 0) 只 是 入 定义 的 
一 个 重 述 . 再 证 从 这 些 恒等式 与 定理 3.4 形式 地 推出 0; 的 线性 性 . 


3.28 试 证 恒等式 》, 0; omi = J， 将 xn; 作用 于 这 个 方程 并 回忆 一 下 , 若 对 于 所 有 1 皆 有 
Xj(f) = Tj(9) (这 正好 就 是 对 于 所 有 j, 方程 f(7) = 9g())), 则 f = 9. 


3.29 试 证 定理 3.6 的 一 般 情形 . 我 们 给 出 有 共同 定义 域 V 及 值 域 {Wi; :ie 1} 的 线性 映射 
的 一 个 有 指标 集合 {T; : i € 1}. 第 一 个 问题 为 如 何 去 定 义 T :VW = 了 ,Wi. 对 
于 每 个 & €E V, 由 适当 地 定义 T(é) 来 做 这 件 事 , 然后 利用 定理 3.4 来 得 出 了 是 线性 的 . 
3.30 试 证 定理 3.7. 


3.31 未 作 计 算 , 我 们 就 知道 由 R? 至 及 4 的 映射 


人 31 一 22 + TX3,T2 二 TX3,T1 — 73,271 > 


是 线性 的 . 为 什么 ?( 从 课文 中 引用 相关 的 定理 .) 

3.32 试 写 出 上 面 例子 中 的 变换 了 之 矩阵 , 然后 以 显 式 有 序 四 元 形式 写 出 由 及 至 R4 的 映射 
To0;(t = 1,2,3). 

3.33 命 W = [I] Wi 为 向 量 空间 的 有 限 乘 积 并 置 pi = 0; o zi, 所 以 对 于 所 有 i，p; 缘 在 
Hom W 之 中 . 由 投影 - 单 射 恒等式 证 明 ?> Pi = I(W 上 的 恒 等 映 射 )， 当 i 大 7 时 ， 
pi 0p; 二 0, 太 pi opi 二 pi. 值 域 R; = R(pi) 视 为 等 辐 . / 
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3.34 在 上 面 习题 中 , 定义 Hom W 中 的 了 为 
Smpm. 
m 二 1 


试 证 a 为 工 的 一 个 特征 向 量 当 且 仅 当 a 在 一 个 子 空间 Ri 中 , 及 a 的 特征 值 是 1. 
3.35 在 同样 的 情况 下 , 试 证 多 项 式 


TIT-jD)= (7-D) oo...°0(T—n)) 
7 二 1 
为 零 变换 . z 
3.36 若 TE Hom(V, W), 则 定理 3.6 与 3.7 可 以 被 联合 起 来 , 此 处 V 与 WW 双方 都 是 习 积 
空间 : 
v=T[I7 与 WwW=]IWw: 
1 1 


试 陈述 并 证 明 一 条 定理 : 一 个 了 可 以 被 分 解 为 一 个 二 重 有 指标 的 系 {Ti;}, 其 中 Ti; 6 
Hom( Vi, W;) 及 反之 , 任意 这 种 二 重 有 指标 的 系 皆 可 以 被 聚合 起 来 形成 一 个 由 Y 至 
W 的 单个 工 . 
3.37 将 你 的 定理 用 于 特殊 情况 , 此 处 站 = R" 及 W = R"( 即 对 于 所 有 % 及 7, Vi = Wj = 
R)， 现在 Ti; 由 恨 至 RR, 所 以 它 仅 仪 是 一 个 数 好 的 屁 积 . 试 证 这 些 数 的 有 指标 集合 
{ti;} 为 的 违 阵 . 
3.38 给 定 任意 向 量 空 间 的 m 元 组 {Wi}?, 假定 有 一 个 向 量 空间 X 及 Hom(X, Wi) 中 的 
映射 pi,1i = 1,… ,m, 具有 下 面 性 质 : 
Pp, 对 于 任意 从 一 个 共同 定义 空间 至 上 述 空 间 Wi 的 线性 映射 m 元 组 { 荆 } 
(所 以 Ti € Hom( 了 Vi = 1,.… ,m), 第 存在 Hom(Y,X) 中 惟一 的 工 使 五 = 
PoT,t=1,...,m, 
试 证 存在 一 个 由 
w= | [Ww: 至 六 


的 “标准 的 ” 同 构 , 在 它 之 下 , 给 予 的 映射 Pi 变 成 了 投影 zi[ 注 记 : 由 定理 3.6 可 知 乘 积 
宣 间 W 本 身 具有 性 质 P, 所 以 这 个 习题 表示 P 是 乘积 空间 的 一 个 抽象 的 特征 化 | 


1.4 ” 念 射 子 空 间 与 商 空 间 


在 这 一 节 中 , 我 们 将 关注 一 个 向 量 空间 V 中 的 平面 及 当 我 们 平移 它们 ， 
将 它们 互相 相交 , 取 其 线性 映射 之 像 , 等 等 之 后 , 看 看 对 它们 发 生 了 什么 然后 我 
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们 将 专注 于 一 个 固定 子 空间 的 所 有 平移 , 即 所 有 平面 之 集合 并 发 现 这 个 集合 目 
身 以 最 平凡 的 方式 为 一 个 向 量 空间 . 这 个 材料 中 的 一 部 分 已 放 在 第 2 节 之 中 . 

仿 射 子 空间 若 入 是 一 个 向 量 空间 Y 的 一 个 子 空间 , a 为 V 的 任意 向 量 ， 
则 集合 +a={+a:ceeNl 或 者 被 称 为 N 包含 a 的 陪 集 ,或 者 为 V 的 过 
Q 且 平 行 于 六 的 仿 射 子 空间 . 集合 N 十 a 亦 被 称 为 入 通过 a 的 平移 .我 们 在 第 
2 节 中 看 到 仿 射 子 空间 是 我 们 想 称 之 为 平面 的 一 般 物体 . 大 在 一 个 讨论 中 , 给 出 
固定 的 入, 我 们 将 使 用 记号 = 六 +a( 见 0.12 市 ). 

我 们 开始 于 列举 仿 射 子 空间 的 某 些 简 单 性 质 , 其 中 一 些 将 推广 第 2 节 中 已 
作 过 的 考察 , 并 将 一 些 证 明 留 作 习题 . 

(1) 假定 N 是 一 个 固定 的 子 空间 , 车 Ye a, 则 了 = 如. 事实 上 , 若 7 = a+7o， 
则 十 7 二 a 十 (mo 十 四 EF 所 以 了 CFE. 同时 , a 十 7 二 十 (一 6) E77, 所 以 
CT. 因此 如 = 了 7. 

(2) 对 于 固定 N, 给 予 任意 a 与 8, 则 或 者 = B, 或 者 互 与 6 不 相交 . 事实 
上 , 若 过 与 万 不 是 不 相交 , 则 存在 7 属于 每 一 个 , 从 而 由 (1) 可 知 避 = 了 = B. 读 
者 可 以 发 现 它 启发 我 们 去 比较 这 些 计 算 与 0.12 节 中 较 一 般 的 计算 . 在 此 a~B 
当 目 仅 当 a 一 BEN. 

(3) 现在 命 a 为 V 的 所 有 仿 射 子 空间 的 集合 ; 因此 a 为 V 的 所 有 向 量子 空 
间 的 所 有 陪 集 之 集合 . 则 a 的 任意 子 系 之 交 或 为 空 集 或 自身 为 一 个 仿 射 子 空间 . 
事实 上 , 若 {4ijier 为 仿 射 子 空间 的 一 个 有 指标 集合 ，4; 为 向 量子 空间 Wi, 对 于 
每 一 个 i Ee 了 的 一 个 陪 集 , 则 站 ,cr 4; 或 者 为 空 的 或 者 为 向 量子 空间 fier Wi 的 
一 个 陪 集 . 事实 上 , 车 8 € 门 ,ey 4i, 则 由 (1) 可 知 对 于 所 有 i，Ai = 6 十 Wi, 从 而 
NA; = 8 + ff Wi. 

(4) 若 4A, BE a, 则 4 二 Be a. 即 任 意 两 个 仿 射 子 空间 的 集 和 上 自身 就 是 一 个 
仿 射 子 空间 . 

(5) 若 4 Ea 及 TE Hom(V,W), 则 7T[4] 是 W 的 一 个 仿 射 子 空间 . 特别 ， 
若 tERR 则 tAEna. 

(6) 车 B 是 人 W 的 一 个 仿 射 子 空间 及 TeEHom(V,W), 则 TT-7[B] 或 为 空 的 
或 为 V 的 一 个 仿 射 子 空间 . 

(7) 对 于 一 个 固定 的 a € V, Y 经 过 a 的 平移 为 由 Sa(5) = 《+ o 对 所 有 
£ € V, 定义 的 映射 Sa。: 了 一 了 .平移 不 是 线性 的 . 例如 , Sa(0) = a. 但 是 ， 
这 是 很 清楚 的 , 即 平移 将 仿 射 子 空间 映 入 仿 射 子 空间 . 因此 , Sa(4) = 4+a 久 
Sa(B +W)= (a+pB)+W. 

(8) 由 一 个 向 量 空间 V 至 一 个 向 量 空间 W 的 仿 射 变换 是 一 个 V 至 W 的 
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线性 映射 再 接着 一 个 W 中 的 平移 . 因此 一 个 仿 射 变换 具有 形式 € 上 T(&) + 6， 
此 处 TE Hom(V, W) 及 868e 丈 .注意 上 mmT(EC+a) 是 仿 射 变换 , 这 是 由 于 


T(E+Q)=7T(f)+B， 此 处 B86=T(a). 
由 (5) 与 (7) 可 知 一 个 仿 射 变换 将 Y 的 仿 射 子 空间 映 至 W 的 仿 射 子 空间 . 


商 空间 ”现在 固定 V 的 一 个 子 空间 N, 并 考虑 所 及 的 平移 ( 陪 集 ) 的 集 
合 W. 我 们 往 证 , 在 可 能 最 自然 的 方式 下 , W 自身 就 是 一 个 向 量 空间 . 加 法 将 是 
集合 加 法 , 及 标量 乘法 将 是 集合 乘法 (除去 一 个 特殊 情况 ). 例如 ,者 NN 为 RR 中 
过 原点 的 一 条 直线 , 则 W 包含 了 中 所 有 平行 于 NN 的 直线 . 我 们 说 这 个 平行 直 
线 所 成 之 集合 将 自动 地 是 一 个 向 量 空间 : W 中 任何 两 条 直线 之 集合 和 仍 为 你 
中 一 条 直线 ! 又 若 LE W 及 上 0, 则 集合 乘积 坛 是 故 中 的 一 条 直线 . 工 的 平 
移 纤 维 了 了? , 而 纤维 之 集合 是 一 个 自然 的 癌 量 空间 . 

在 这 个 讨论 中 , 我 们 暂时 地 用 ' 十 。 表示 和 集合 和 及 “.。 表示 和 集合 乘积 是 有 助 益 
的 . 当 N 固定 时 , 由 上 面 的 (2) 可 知 两 个 陪 集 或 者 不 相交 或 者 恒 等 . 所 以 , 在 一 般 
情况 下 , 所 有 陪 集 所 成 之 集合 W 是 V 的 一 个 纤维 表示 , 恰 如 我 们 关于 平行 直线 
的 例子 一 样 . 由 (4) 或 由 一 个 直接 的 计算 可 知 +sB = a 十 B. 因此 W 在 加 法 之 
下 是 闭 的 , 自然 地 , 我 们 取 这 个 作为 WW 上 的 加 法 , 即 我 们 由 如 二 6 = 区 +sB 来 定义 
W 上 的 +. 则 由 VV 至 WW 的 自然 映射 7 :a 一 如 保持 加 法 ; r(a+D) = 7(Q) 二 7(p)， 
这 是 由 于 这 正好 是 我 们 的 上 面 的 方程 a 十 6 = + B. 类 似 地 , 若 t+ € 恨 , 则 集合 
乘积 上 .或 为 记 或 为 {0}. 所 以 ,如果 当 t 关 0 及 当 t=0 时 0= 和, 我们 定义 
ta 为 集合 乘积 , 则 r 亦 保持 标量 乘法 ， 


Tlta) = tr(a). 


因此 我 位 有 N 的 所 有 陪 集 之 集合 WW 上 有 两 个 向 量 类 似 运算 , 从 而 我 们 日 
然 地 盼望 W 是 一 个 向 量 空间 . 我 们 可 以 由 验证 所 有 定律 来 证 明 这 个 事实 , 但 是 
去 关注 这 样 一 个 验证 证 明 的 一 般 方式 将 更 加 优美 


定理 4.1 命 V 为 一 个 向 量 空间 及 全 为 一 个 具有 两 个 我 们 通常 称呼 的 向 量 
类 似 运 算 之 集合 .假定 存在 一 个 满 射 映射 工 :VY 一 W 保持 这 些 运 算 :T(sa+tp) = 
sT(o 十 好 (8), 则 W 是 一 个 向 量 空 间 . 


证 明 我 们 来 验证 定律 Al~S4. 无 论 如 何 , 举 一 个 例子 应 该 使 读者 清楚 如 何 
来 进行 . 我 们 欲 证 T(0) 满足 A3, 从 而 它 是 W 的 零 向 量 . 由 于 每 一 个 BeE W 都 
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具有 形式 T(o), 所 以 
T(0) +8=T(0)+T(a) =T(0+a) =Ta = 
这 就 是 A3. 我 们 将 要 读者 在 习题 中 验证 更 多 的 定律 . 口 


定理 4.2 一 个 向 量 空间 了 的 一 个 国定 的 陪 集 之 集合 本 身 就 构成 一 个 向 
量 空间 , 称 为 上 述 自然 运算 下 的 商 空间 V/N, 而 且 投 影 是 一 个 由 VV 至 VIN 的 
满 射 线性 映射 . 


定理 4.3 若 了 属于 Hom(V,W) 及 若 了 的 堆 空 间 包 含 子 空间 M CV, 则 
经 过 V/M, 全 有 一 个 惟一 的 分 解 . 即 在 Hom(V/M, W) 中 存在 一 个 惟一 的 变换 
9 使 人 =.9oT， 


证 明 由 于 了 在 M 上 为 零 , 所 以 了 在 M 的 每 一 个 陪 集 4 上 为 常数 , 所 以 
7T[4] 仅 含有 一 个 癌 量 .如果 我 们 定义 S(4) 为 了 [4] 中 惟一 的 向 量 , 则 S(a) = 
了 (Qa), 所 以 由 定义 得 Sor = 了 了 . 反之 , 若 T= Ro7, 则 R(&) = Ro7(a) = 了 (oa)， 
从 而 R 为 我 们 上 述 之 5. 5 的 线性 性 实际 上 是 显然 的 . 因此 


S{&+P)=S(a+6)=T(a+pP)=T(a)+T(8) = S(a) + S$(P), 
类 似 地 , 可 得 齐 性 . 定理 证 完 . 口 
再 给 一 个 在 此 有 兴趣 的 注 记 . 知 N 在 HomV 中 的 一 个 线性 映射 之 下 是 不 


变 的 ( 即 TIN] C N), 则 对 于 每 一 个 Y 中 之 a, T[a] 是 障 集 T(a) 的 一 个 子 集合 ， 
这 是 由 于 


Te = Tia+ N=T(a)+s TIN| CT(a) +s N = T(a). 
所 以 有 一 个 映射 5 : V/N -一 V/N, 它 由 要 求 S(&) = T(a) 来 定义 (或 Sor = 
To7), 而 且 易 于 验证 9 是 线性 的 . 故 得 


定理 4.4 车 一 个 向 量 空间 V 的 一 个 向 量子 空间 N 被 HomV 中 的 一 个 变 
换 卫 上映 入 自身 , 则 在 Hom(V/N) 中 存在 一 个 惟一 的 变换 3 使 9oTr=To7. 


习题 
4.1 试 证 仿 射 子 空间 的 性 质 (4),(5) 与 (6) 
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4.2 在 欧 氏 平面 瑟 ( 即 你 手中 的 纸 ) 中 选取 一 个 原点 O, 并 命 L1 与 L2 为 两 条 不 包含 的 
直线 . 命 生 与 了 为 L! 上 相 异 的 点 及 2 为 了 上 的 任意 点 . 试 画 出 表示 几何 和 


OX+02 与 OY +02 


的 图 (平行 四 边 形 法 则 ), 并 表述 来 自 平面 几何 的 定理 , 即 这 两 个 和 点 位 于 平行 于 1 与 
L2 的 第 三 条 直线 Ls 上 . 


4.3 (a) 试 证 关于 定理 4.1 的 加 法 结合 律 . 
(b) 试 证 定律 A4 与 S2. 


4.4 现在 回 到 习题 2.1, 并 按照 定理 4.1 重新 检查 一 下 , 最 后 试 证 我 们 如 何 真 正 知道 几何 向 
量 构 成 一 个 向 量 空间 . 


4.5 试 证 定理 4.3 中 的 映射 3 是 单 射 当 且 仅 当 入 是 工 的 零 空 间 . 


4.6 由 习题 4.5, 我 们 知道 如 果 了 是 Hom(V, W) 中 的 一 个 满 射 元 素 及 N 为 了 的 零 空间 ， 
则 定理 4.3 中 的 S 是 一 个 由 V/N 至 W 的 同 构 . 其 逆 S” 对 W 的 每 一 个 7 家 使 之 
对 应 N 的 一 个 陪 集 . 试 证 “不 定 积分 ”的 程序 是 这 样 一 种 映射 S-! 的 一 个 例子 . 这 是 
计算 一 个 积分 并 加 上 一 个 任意 常数 的 程序 , 如 同 


/ sinzxdzx = —cosz 十 C， 


4.7 假定 N 与 M 为 一 个 向 量 空间 V 的 子 空间 及 N C M. 试 证 M/N 是 V/N 的 一 个 于 
空间 及 V/M 自然 地 同 构 于 商 空间 (V/N)/(M/N). [提示 : 六 的 每 一 个 陪 集 是 M 的 
某 陪 集 之 子 集合 .] 


4.8 假定 N 与 M 为 一 个 向 量 空间 V 的 任意 子 空间 ， 试 证 (M + N)/N 自然 地 同 构 于 
M/(M 个 N).( 由 这 样 的 事实 出 发 , 即 M 门 N 的 每 一 个 陪 集 皆 含 于 的 一 个 惟一 的 陪 
集 之 中 .) 

4.9 试 证 定理 4.4 中 的 映射 9 是 线性 的 . 

4.10 给 予 TE HomV, 试 证 T? = 0(T? = 了 了 o7) 当 且 仅 当 R(T) CN(T). 

4.11 假定 TE HomV 及 于 空间 N 满足 : T 在 N 上 与 V/N 上 为 恒 等 映射 . 后 面 的 假定 为 
定理 44 中 的 5S 在 V/N 上 为 恒 等 映 射 . 置 R = 了 一 也 并 用 上 面 习题 证 明 R? = 0. 
再 证 明 若 二 T+ 民 R 及 R? = 0, 则 存在 一 个 子 空间 NN 使 TT 在 入 上 及 在 V/N 上 都 
是 恒 等 映 射 . 

4.12 现在 我 们 略为 不 同 地 观察 上 面 的 情况 . 假定 了 在 六 与 YN 上 是 恒 等 的 , 置 R= 二 了 一 1， 
试 证 存在 一 个 扩 e Hom(V/N,V) 使 尺 = 天 or. 再 证 对 于 任意 入 的 陪 集 4, 工 在 
4 上 的 作用 可 以 被 看 作 经 过 KK(4) 的 平移 . 即 若 EE 4 及 n= K(4), 则 了 T(€)=& 十 7. 
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4.13 考虑 HomR” 中 的 映射 全 :< zi1,7z2 >F< Tl 十 272,22 > 及 命 N 为 R=T- 了 的 零 
空间 . 等 同 N 并 证 了 在 六 与 及 '/N 上 是 恒 等 的 . 试 找 出 上 面 习题 中 的 映射 KK. 这 样 
一 个 映射 了 被 称 为 Y 平行 于 入 的 剪 状 变换 . 试 画 出 单位 平方 及 它 在 工 之 下 的 像 . 

4.14 如 果 我 们 回忆 一 下 , 一 个 向 量 空间 Y 的 一 个 子 集合 4 的 线性 生成 L(A) 可 以 被 定义 为 
V 的 所 有 包含 4 的 子 空间 的 交 , 则 一 个 向 量 空 间 V 的 仿 射 子 空间 的 任意 集合 之 交 或 
者 为 一 个 仿 射 子 空间 或 者 为 空 集 ， 这 个 事实 建议 我 们 定义 一 个 非 空子 集合 4CV 的 
仿 射 生成 (A) 为 所 有 包含 4 的 仿 射 子 空间 之 交 . 则 由 我 们 列举 的 仿 射 性 质 (3) 得 知 
M(4) 是 一 个 仿 射 子 空间 , 而 且 由 上 面 的 定义 可 知 , 它 是 包含 4 的 最 小 仿 射 子 空间 . 现 
在 我 们 自然 地 惊奇 ，M (A) 是 不 是 能 够 直接 地 用 线性 组 合 的 词句 来 加 以 描述 ， 试 首先 
证 明知 ce 4, 则 M(4) = ZL(4-a)+eai 然后 证 M(4) 是 4 上 满足 人 zi = 1 的 所 
有 线性 组 合 》 ziai 所 成 之 集合 . 

4.15 试 证 一 个 集合 B 的 线性 生成 是 B U {0} 的 仿 射 生成 . 

4.16 试 证 对 于 Y 中 的 任意 7 有 M(4+7= M(4)+7 及 对 于 任何 ER 有 AM(z4) = 
tM(A). 
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我 们 现在 转 入 本 章 之 中 心 . 经 常会 发 生 这 种 情况 , 即 一 个 向 量 空 间 Y 的 某 些 
现象 之 研究 导致 一 个 子 空 间 的 有 限 集合 {Vi} 使 六 目 然 地 同 构 于 乘积 空间 [I; Vi. 
在 这 个 同 构 之 下 , 乘积 空间 上 的 映射 0; o mi 变 成 HomV 中 某 些 映射 忆 , 及 投 
影 - 单 射 恒等式 被 反映 为 恒等式 3 P; = 对 于 所 有 六 PjoP; = P, 及 当 i 冯 ] 
时 , Po P = 0. 同时 , Vi = BB 的 值 域 .V 这 样 得 到 的 乘积 结构 即 被 用 来 研究 对 
它 产 生 的 现象 . 例如 这 是 我 们 揭示 HomV 中 一 个 线性 变换 的 结构 之 途径 , 对 它 
的 研究 是 线性 代数 的 中 心 问题 之 一 . 

让 和 者 VV,… ,WV 是 向 量 空间 Y 的 子 空间 , 则 上 映射 rr :< al，…… ,an > 号 
37ai 是 从 TI? Vi 至 V 的 一 个 线性 变换 ,这 是 由 于 它 是 坐标 投影 之 和 7 = D1 xti. 


定义 5.1 车 为 单 射 , 我 们 将 称 Vi 为 独立 的 , 及 着 及 一 个 同 构 , 则 VV 为 
所 有 Vi 之 直 和 . 我 们 将 后 面 的 关系 表示 为 V= Vi 甸 … 甸 VW = 四 :用 


因此 V = 个 :=; Vi 当 且 仅 当 r 是 单 射 与 满 射 的 , 即 当 且 仅 当 子 空间 {Vi}7 
为 独立 的 , 并 生成 V. 直 和 条 件 的 一 个 有 用 之 重 述 为 : 每 一 个 a EV 惟一 地 表示 
为 一 个 和 > ai, 此 处 对 于 所 有 i，ai € Vi; 因为 这 些 Vi 生成 V, 所 以 a 有 一 些 
这 种 表示 , 及 由 于 它们 的 独立 性 , 所 以 表示 是 惟一 的 . 
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例如 , 命 了 = CE(R) 为 及 上 的 实 值 连续 函数 空间 , 命 内 为 偶 函 数 的 子 集 

合 (对 于 所 有 z, 适合 f(z) = f(z) 之 帮 , 及 命 V 为 奇 函 数 之 子 集合 (对 于 所 
有 x, 适合 f(-z) = 一 f(z) 之 户 . 显然 VW 与 V 都 是 V 的 子 空间 . 我们 宣布 
V = VW 图 证 . 欲 证 明 这 一 点 , 注意 对 于 VV 中 任意 f, 9g(z) = (jz)+ -2z))/2 为 
偶 的 , hz) = (f(z) 一 f( 一 7?))/2 为 奇 的 , 及 = g+h. 因此 V = Ve++Vo. 进而 言 之 ， 
f 的 这 个 分 解 是 惟一 的 . 事实 上 , 若 f = gi 十 有 a, 此 处 9 为 偶 的 及 hi 为 奇 的 , 则 
9g—91=hi—h. 由 于 既 为 偶 又 为 奇 的 仅 有 之 函数 为 零 ， PR g—g =0=h nh. 
ez 的 偶 - 奇 分 量 为 双 曲 正弦 与 双 曲 余 驼 消 数 : 
? 一 人 人 = cosh x + sinh 7. 


由 于 7 为 单 射 当 且 仅 当 它 的 零 空间 为 {0}( 引 理 1.1), 所 以 我 们 有 : 


| 理 5.1 子 空间 { 亿 ja 的 独立 性 等 价 于 这 样 的 性 质 , 即 车 对 于 所 有 刘 au E Vi 
与 Snai = 0, 则 对 于 所 有 宰 Qi = 0 


推论 5.1 车 子 空间 {WW}? 是 独立 的 , 对 于 所 有 i ai EVi, 及 TQi 为 VW 中 
的 一 个 元 素 , 则 当 7 关 7 时 ,ai = 二 0. 

我 们 将 证 明 留 给 读者 去 做 . 

两 个 子 空间 的 情况 特别 简单 


引 理 5.2 V 的 子 空间 M 与 N 是 独立 的 当 且 仅 当 MNMN = 1{0}. 


正明 若 a €E M,B EN, 及 a+B =0, 则 a= 一 BE MNN. 如 采 MNMN = 140}， 
则 这 将 进一步 推出 a = 8 = 0, 所 以 M 与 N 是 独立 的 . 另 一 方面 , 夺 0 了 PE 
MNN, 又 若 我 们 置 a 二 -6B, 则 ae M,86E€N, 及 a+B=0, 所 以 M 与 N 是 不 
独立 的 . 口 


注意 上 面 的 第 一 个 论证 仅 为 我 们 早先 给 出 的 , R 上 一 个 函数 的 偶 - 奇 分 解 
的 惟一 性 论证 的 一 般 形式 


推论 5.2 V 二 M 狼 N 当 且 仅 当 V=M+N 及 MNN = 140}. 


定义 5.2 若 记 = M 四 N, 则 M 与 N 称 为 补 子 空间 , 并 称 每 一 个 为 另 一 个 
之 补 . 


1.5 直 和 . 63 ， 


警示 V 的 一 个 子 空间 M, 除非 是 平凡 的 ( 即 M = {0} 或 M = V), 它 没有 
一 个 惟一 的 袜子 空间 . 如 果 我 们 将 下; 看 成 坐标 化 的 欧 氏 三 维 空间 , 则 M 是 一 
个 真子 空间 当 且 仅 当 M 为 包含 原点 的 一 张 平面 或 M 为 过 原点 的 一 条 直线 ( 见 
图 1.9). 如 采 M 与 N 为 真子 空间 . 其 中 一 个 为 一 张 平面 及 另 一 个 为 一 条 不 位 于 
该 平面 上 的 直线 , 则 M 与 NN 为 补 子 空间 . 此 外 , 这 些 是 R? 中 仅 有 的 非 平凡 补 
子 空 间 对 . 读者 将 被 要 求 在 习题 中 证 明 某 些 事实 , 而 在 下 一 章 之 中 间 部 分 , 它们 
都 将 会 清楚 的 . 


下 面 的 引 理 在 技术 上 是 有 用 的 . 


5| 理 5.3 若 WV 与 Wo 为 V 的 独立 子 空间 及 {Vi}3 为 Wo 的 独立 子 空间 ,， 则 
{Vi} 人 为 V 的 独立 子 空间 . 


证 明 若 对 于 所 有 i,aQi € Vi, 及 ji ai = 0, 则 和 置 ao = > Qi, 我 们 有 aa 十 
Qo 二 0, 其 中 aoe Wo. 所 以 由 Vi 与 WW 的 独立 性 可 知 al = Qo = 0. 然后 由 {Vi}3 
的 独立 性 可 知 as = as = …: = an = 0, 引 理 证 完 ( 引 理 5.1). 口 


推论 5.3 六 = 压力 Wo 与 Ww = 外 ;=-2 Vi 一 起 可 以 导出 V= 幼 ;-1Vi. 


投影 如 果 V = 外 ;1 Wi, 车 7+ 为 同 构 < al ,an > a= 1 9i, 及 大 7 
为 由 TI Vi 至 Vi 的 第 7 个 投影 映射 < Ql,… ,an > 咏 Qj, 则 (zjo7™)(a) = aj. 


定义 5.3 我 们 称 oj 为 a 的 第 j 个 分 量 ,及 我 们 称 线性 映射 Pj = Tj ot- 
为 V 至 VV 上 的 投影 (关于 V 的 给 定 直 和 分 解 ). 由 于 VV 中 每 一 个 a 惟一 地 可 表 
为 一 介 和 'a = > ai 其 中 对 于 所 有 i, Qi € Vi; 所 以 我 们 可 以 将 万 (a) 三 @; 看 
作 “a 榴 人 阴囊 的 半分 3 
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“投影 ” 这 个 字 在 这 里 的 使 用 与 它 在 笛 卡 儿 乘 积 情况 的 使 用 是 不 同 的 ,而 每 
一 个 又 与 它 在 商 空间 范围 中 的 使 用 相 异 (0.12 节 ). 显然 这 三 种 应 用 是 相关 联 的 ， 
因为 真正 的 含义 在 上 下 文中 总 是 清楚 的 , 从 而 含糊 性 只 会 引起 小 的 混乱 


定理 5.1 善 映射 为 上 面 的 投影 , 则 值 域 P= Vi, 当 i1 了 7 时, io 了 Pj ==0， 
及 》 1 P=l. 


证 明 由 于 7 为 一 个 同 构 及 Pi = zjo7-!, 所 以 值 域 P= 值 域 六 = Vi. 其 
次 , 由 引 理 5.1 的 推论 直接 推出 , 若 ae Vj, 则 Pi(a) = 0(i 关 站 ,从 而 PoP; = 
0(i 关 四 . 最 后 ， 


nn 入 人 
>》 已 = >》 mon =(》 mon =Xon 一 了 
1 1 1 
定理 证 完 . 口 


上 面 的 投影 性 质 显然 是 关于 同 构 空 间 TI: Vi 的 投影 - 单 射 恒等式 在 Y 中 的 
反映. 
一 个 道 定理 亦 成 江 . 


定理 5.2 着 {PB}r C HomV 满足 了 P=I1 与 PioP;= 0(iz))， 及 车 我 
们 置 Vi= 值 域 PB, 则 V = 四 六 Vi, 及 已 为 Vi 上 的 对 应 投影 . 


证 明 方程 w = I(a) = ?PP(a) 表明 了 子 空间 {Vi}? 生成 V， 其 次 , 知 
8 € Vi;, 则 由 于 8 € 值 域 PB 及 PioP; = 0(i 关 站 ,所 以 Pi(B) = 0(i 冯 四. 我 们 亦 
有 Pi(B) = (I — Diy; Pi)(B) = 1(B) = 6. 现在 对 于 任意 选取 的 wm € Vi, 我 们 考虑 
a = "oi. 利用 上 面 两 个 事实 , 我 们 有 P;(Q) = P(50i1 9) = ini Pi(0i) = 
Qj. 所 以 , 由 a =0 推出 a; = PP(0) =0 对 于 所 有 j 成立， 及 庄子 空间 Vi 是 独立 
的 . 从 而 V = 外 "Vi. 最 后 , a = PB(a) 及 对 于 所 有 i, Pi(a) € Vi 这 个 事实 表 
示 对 于 每 一 个 a, Pi(a) 是 a 的 第 了 个 分 量 , 所 以 PP 是 V 在 Vi 上 的 投影 . 口 


存在 一 个 映射 类 的 内 蕴 特 征 化 , 即 一 个 投影 . 


引 理 5.4 投影 已 为 圭 等 的 (P2 = 已 ), 或 等 价 地 , 每 一 个 在 其 值 域 上 部 瑟 恒 
等 的 . 已 的 零 空 间 为 空间 Vj(j 夭 切 之 和 . 


证 明 P?=Po(I- Dz Pi) = 万 of = 二 由 于 这 可 以 被 改写 为 , 对 于 每 
一 个 V 中 的 a，P;(Pj(Q)) = Pj(a), 这 恰好 是 说 PP 是 其 值 域 的 恒 等 映射 . 
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现在 置 Wi; = 》 ,yi Vj, 并 注意 到 看 be Wi, 则 Pi(6) =0, 这 是 由 于 PB[Vi] = 
0(7 关 让 . 因此 Wi C N(P). 反之 , 铬 PB(a) = 0, 则 a = I(a) = 31 Pi(a) = 
2;zi 忆 (9Q) € Wi. 因此 N(RP) C Wi, 从 而 这 两 个 空间 相等 . 口 
肥 之 : 


引 理 5.5 若 PPeHom(V) 有 是 寄 等 的 , 则 六 是 它 的 值 域 与 零 空 间 的 直 和 ,及 
PP 为 其 值 域 上 的 对 应 投影 . 


证 明 置 @= 了 -~ P, 我们 有 PQ=P-P?=0. 所 以 由 上 面 定理 可 知 V 是 
P 与 @ 的 值 域 的 直 和 , 及 P 为 其 值 域 上 的 对 应 投影 .进而 言 之 , 由 推论 可 知 @ 
的 值 域 为 忆 的 零 空间 . 口 


若 V= M 伯 N 及 PP 为 在 M 上 的 对 应 投影 , 我 们 称 已 为 M 上 洛 入 的 投 

影 . 由 于 M 不 决定 N, 所 以 投影 已 不 被 M 单独 决定 . HomV 中 满足 P+Q = I 
及 PQ = QP = 0 的 一 对 PP 与 @ 被 称 为 一 对 补 投影 . 

在 上 面 的 讨论 中 , 我 们 略 去 了 另 一 细微 点 . 严格 地 讲 , 当 我 们 形成 和 7 = 
y zi 时 , 我 们 处 理 每 一 个 zi 好 像 它 是 由 TI; Vi 至 了, 其 实 真正 地 , 7 的 上 域 为 
V;. 我 们 要 求 P; 是 由 V 到 VV, 其 实 xr; or~! 有 值 域 Vi, 所 以 方程 P) = zj or 
不 能 很 精确 . 要 修复 这 些 缺 陷 , 我 们 引进 单 射 映射 4j : Vi 一 了 它 在 态 上 是 恒 等 
映射 , 但 它 将 态 看 成 Y 的 一 个 子 空 间 , 所 以 取 Y 为 其 上 域 . 者 我 们 关于 一 个 映 
射 的 概念 包含 一 个 比 上 域 尽 可 能 大 的 一 个 值 域 , 则 我 们 可 以 允许 这 种 恒 等 单 射 
所 以 , 置 元 = wj o zj, 则 我 们 有 正确 的 方程 T= > 1 元 与 疡 = 下 o7 


习题 
5.1 试 证 引 理 5.1 的 推论 
5.2 命 a 为 了 3 中 之 向 量 < 1,1,1 >, 及 命 M = Ra 为 它 的 一 维 生 成 . 试 证 三 个 坐标 平面 
中 的 每 一 个 都 是 M 的 补 . 
5.3 试 证 一 个 有 限 积 空间 V = I]* Vi 有 子 空间 {Wi}? 使 Wi 同 构 于 Wi 和 YY = 多! Wi. 
并 指出 对 应 的 投影 {Pi} 如 何 相 关于 zi 与 沁 . 
5.4 车 人 ee Hom(V, W), 试 证 T( 的 图 ) 是 VxW 中 W = {0} xW 的 一 个 补 . 
5.5 若 ! 是 V 上 一 个 线性 泛 函 (1 € Hom(V,R) = V'*), 及 若 a 是 Y 中 一 个 向 量 满足 
l(a) 天 0, 试 证 了 = N 外 MM, 此 处 入 是 i 的 零 空间 及 M = Ra 为 a 的 线性 生成 . 这 
个 结果 关于 在 有 R ”中 的 补 能 说 明 什 么 ? 
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5.6 试 证 一 个 向 量 空间 Y 的 一 个 子 空间 NN 的 任意 补 M 都 同 构 于 商 空 间 V/N. 
5.7 .我 们 再 假定 每 一 个 子 空间 都 有 一 个 补 ， 试 证 若 TE HomYV 不 是 单 射 的 , 则 在 HomV 


中 存在 一 个 非 零 的 S 使 To 5S = 0. 再 证 车 TE HomY 不 是 满 射 的 , 则 在 HomV 中 存 
在 一 个 非 零 的 S 使 SoT=0. 


5.8 利用 上 面 习题 作为 部 分 论证 , 试 证 了 TE.HomV 为 单 射 当 目 仅 当 ToS=0=>5=0， 


5. 


9 


5.10 


3.1 


1 


5.12 


5.13 


5.14 


95.1 


Cn 


及 了 为 满 射 的 当 且 仅 当 5$o T= 二 0 苇 S = 0. 因此 我 们 有 一 个 形式 的 关于 单 射 性 与 满 
射 性 的 特征 化 , 其 含义 为 它们 不 管 5S 与 了 为 变换 , 但 仅仅 只 管 3 与 了 作为 一 个 代数 
中 元 素 的 代数 性 质 . 

命 M 与 N 为 一 个 向 量 空间 Y 的 补 子 空间 , 而 命 X 为 一 个 于 空间 满足 六 作 NN = {0}. 
试 证 存在 一 个 由 XX 至 M 的 线性 单 射 .[ 提 示 : 考虑 沿 N, V 在 M 上 的 投影 Pj. 试 证 
一 个 子 空间 NN 的 任意 两 个 补 是 同 构 的 , 这 里 需 证 上 面 的 单 射 是 满 射 的 当 且 仅 当 苞 是 
N 的 一 个 补 . 

回 到 上 面 习题 的 第 一 点 , 命 Y 为 P[z] 在 M 中 的 一 个 补 . 试 证 XNY = {0} 及 XY 
为 N 的 一 个 补 . | 

命 M 为 V 的 一 个 真子 空间 , 又 命 {Qi : i € 1} 为 V 中 一 个 有 限 集合 . 置 L = L({ai}) 
并 假定 M +L = V. 试 证 存在 一 个 子 集合 JC 了 使 {fai :ie J 了 } 生成 M 的 一 个 补 .| 提 
示 : 考虑 一 个 最 大 可 能 的 子 集 J 使 MnE(faijz) = {0 

给 定 TE Hom(V,W) 及 SEHom(W, 义 ), 试 证 

(a) Seo7T 是 满 射 的 司 S 是 满 射 的 , 且 R(T) + N(5S) = W; 

(b) So7T 是 单 射 的 二 工 是 单 射 的 , 且 ROT)NN(S) = {0}; 

(c) SoT 是 一 个 同 构 驴 9 是 满 射 的 , 了 是 单 射 的 , 和 且 W = R(T) 外 N(5). 

假定 V 的 每 一 个 子 空间 都 有 一 个 补 , 试 证 了 e Homy 满足 Te = 0 当 且 仅 当 了 有 一 
个 下 和 分 解 V 二 MN, 使 在 N 上 T=0 及 TIM]CN. 

其 次 假定 Ts = 0, 但 T? 冯 0. 试 证 V 可 以 被 写成 V= Vi 人 狼 训 外 WW, 此 处 T[Vi] C 
V2,TIV2] C V3, 而 在 V3 上 了 = 0.( 再 假定 一 个 向 量 空间 的 任何 子 空间 都 有 一 个 补 ). 
我 们 现在 假定 T" = 0, 但 7T"-! 关 0. 当 i=1,…,n 一 1 时, 置 Ni 三 三 的 零 空间 ， 
及 命 Vi 为 V 中 N_i 的 一 个 补 . 试 首先 证 明 : 


TIVi|N Nn-2 = {0} 
及 了 [jc Nn-1. 将 T[Vi 延 拓 为 N_i 中 Nn-2 的 一 个 补 V2， 并 证 明 按 这 个 方式 ， 
我 们 可 以 构造 认 ,… ,Vn 使 
V = DB, 天 TcVoi<m 


友 
T[Yn] = {0+. 
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求解 一 个 线性 方程 数学 中 很 多 重要 问题 都 有 下 面 的 一 般 形 式 . 给 定 一 个 
线性 算 子 :VW, 及 给 定 一 个 Je W, 关于 Eee V, 求解 方程 FT(e) = n. 用 
我 们 的 术语 , 存在 一 个 解 的 条 件 怡 为 7 在 了 的 值 空间 中 的 条 件 . 在 特殊 情况 下 ， 
这 个 条 件 可 以 被 另外 的 多 少 有 用 的 等 价 表述 来 给 出 . 假定 我 们 知道 如 何 去 认识 
R(T), 在 这 种 情况 干 , 我 们 可 以 使 之 成 为 新 的 值 域 , 并 假定 7 是 满 射 的 . 仍然 剩 下 
确定 什么 是 我 们 解 方程 的 意思 的 问题 . 贯穿 问题 的 所 有 重要 例子 的 普遍 原则 是 
计算 T 的 一 个 右 道 元 之 一 个 解 程序 , 即 一 个 线性 算 子 S$:W ”使 os= Iw， 
此 处 Iw 为 W 上 的 单位 . 因此 , 对 于 每 一 个 9 e W, 一 个 解 程序 按 这 样 一 种 方 
式 给 出 一 个 解 向 量 & e 了 , 即 求解 上 随 7 线性 地 变化 . 将 这 个 作为 我 们 求解 的 意 
思 , 则 我 们 有 下 述 基本 的 重 述 . 


定理 5.3 命 了 为 由 向 量 空间 至 向 量 空间 W 的 一 个 满 射线 性 映射 ; 又 命 
六 为 它 的 替 空 间 . 则 一 个 子 空 间 M 是 N 的 一 个 补 当 且 仅 当 下 对 M 的 限制 是 
一 个 由 JM 至 WW 的 同 构 . 映射 MP 人 (TTM)- 是 由 所 有 这 种 补 子 空间 M 的 集 
合 至 人 的 所 有 线性 右 这 元 之 集合 的 一 个 双 射 映射 . 


证 明 这 应 该 是 清楚 的 , 即 一 个 子 空间 M 是 了 的 一 个 线性 右 闭 元 (一 个 满足 
To5 = Iw 的 映射 5) 的 值 域 当 日 仪 当 TT1 M 是 对 W 的 一 个 同 构 , 在 这 种 情况 下 ， 
5S = (1M) .严格 地 讲 , 右 逆 元 必须 由 W 至 V, 所 以 必须 是 R= wo5, 此 处 
iM 是 由 M 人 至 V 的 恒 等 单身 . 则 (RoT)* = Ro(ToR)oT = RolIwoT= RoT, 
及 Ro 了 是 一 个 投影 , 其 值 域 为 M 及 其 等 空间 为 N( 因 为 RR 是 单 射 的 ). 因此 
V = MN. 反之 , 若 了 = MM 图 N, 则 由 于 MnN = 1{0}, 所 以 TI1M 是 单 
射 的 , 由 于 M +N = 可 以 导出 下 =TI = TIM +N] = 7T[M]+TIN]= 
TIAMM]+{0 =T ,所 以 了 1M 是 满 射 的 . 口 


工 的 多 项 式 ” 这 一 小 市 的 材料 在 我 们 研究 常 系数 微分 方程 及 一 个 对 称 矩 阵 
可 以 对 角 化 的 证 明 中 将 要 被 用 到 . 在 线性 代数 中 , 对 于 任何 处 理 矩 阵 标准 型 的 方 
法 , 它 几 乎 都 是 基本 的 . 

车 pi(t) = D0 ait' 与 po(t) = 0 bjt? 为 两 个 多 项 式 , 则 它们 的 乘积 是 多 项 
式 


7 十 


p(t) = pi(t)p2(t) = > crt”, 
0 


此 处 ck = 并 aibi = 和 _o aibr_i. 现在 命 工 为 Hom(Y) 是 任意 固定 元 素 , 及 
对 于 任意 多 项 式 g(t), 命 9(T) 为 将 上 换 成 全 后 所 得 之 变换 , 即 若 g(t) = 0 cpt*， 
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则 g(T) = bcpT*, 此 处 当然 T! 为 1 个 因子 的 复合 乘积 了 ooTo.…oT. 于 是 , 复 
合 的 双 线 性 性 表明 (定理 3.3), 若 p(t) = pi(t)p2(t), 则 p(T) = pi1(T) opz(T). 特 
别 , 在 复合 之 下 , T 的 任意 两 个 多 项 式 都 是 可 相互 交换 的 . 更 简单 些 , 关于 加 法 的 
交换 律 导 出 


若 p(t) = pi(t) + p2(t)， 则 p(T) = pi(T)++ p2(T). 


由 多 项 式 代数 到 代数 Hom(V) 的 映射 p(t) mm p(T) 因此 保持 加 法 , 乘法 , 及 
(显然 地 ) 标量 乘法 , 即 它 保持 一 个 代数 的 所 有 运算 , 所 以 它 是 一 个 所 谓 的 (代数) 
同 态 . 

“ 同 态 ” 这 个 字 是 一 个 一 般 的 术语 , 它 描述 同样 类 型 的 两 个 代数 系统 之 间 的 
一 个 映射 0, 使 9 保持 系统 的 运算 . 因此 向 量 空间 之 间 的 一 个 同 态 就 是 一 个 线性 
变换 , 而 群 之 间 的 一 个 同 态 为 一 个 保持 一 个 群 运算 的 映射 . 一 个 可 以 见 到 , 但 是 
并 不 典型 的 后 者 之 例子 为 对 数 函 数 , 它 是 由 正 实数 的 乘法 群 至 及 的 加 法 群 的 一 
个 同 态 . 对 数 函 数 实际 上 是 一 个 双 射 同 态 , 从 而 它 是 一 个 群 同 构 . 

如 果 这 是 一 个 代数 课 , 我 们 将 证 明 除 法 程序 与 多 项 式 的 次 数 性 质 可 以 推出 
下 面 定 理 .( 见 习题 5.16~ 5.20.) 


定理 5.4 车 Di 的 与 po 人 b 为 互 素 多 项 式 , 则 存在 多 项 式 Qa1(t) 与 02(t) 使 
al 人 (bpl(b + a2(t)p2(t) = 1. 


我 们 关于 互 素 的 含义 是 除去 常数 外 , 没有 公 因 子 . 在 证 明 下 面 定理 时 , 我 们 
将 假定 这 个 定理 及 它 之 前 讨论 的 结 采 . 

若 TIM] C MI[ 即 T1 M e Hom(M)], 我 们 就 称 一 个 子 空间 M CV 在 
Te Hom(V) 之 下 是 不 变 的 . 


定理 5.5 命 人 为 HomV 中 任意 变换 , 又 命 9 为 任意 多 项 式 ， 则 q(T) 的 替 
空间 N 在 下 之 下 是 不 变 的 , 及 车 9 = glig2 是 g 的 任意 互 素 因 子 分 解 与 Nl 和 
No 分 别 为 q(T) 与 92(T) 的 零 空间 , 则 六 = Ni 由 心 >. 


证 明 由 于 Tog(T) = q(T)。oT, 所 以 车 q(T)(a) = 0 则 Go) = 
T(g(T)(a)) = 0, 从 而 TIN] C N， 注 意 由 于 q(T) = ga o gz(T), 所 以 任意 
“a 在 Ns 中 亦 在 入 中 ,从 而 Na CNN. 类 似 地 , Ni CN. 所 以 我 们 可 忆 秆 
N 及 也 换 成 了 | N; 因此 我 们 可 以 假定 TE HomN 及 q(T) = q(T)° gq2(T) = 
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现在 我 们 选取 al 与 az 使 algl + azg? =1. 由 于 PDF p(T) 为 一 个 代数 同 态 ， 

所 以 我 们 有 
ali(T)ogiT) + a2(T)o go(T)=1. 

置 A1 = ai(T) 等 等 , 则 A10Q1 十 420Q2 = 了 Q10Q@2 = 0, 及 所 有 算 子 A;, Qi 是 
相互 可 交换 的 . 最 后 , 置 Pi = AioQi = BioAi,i=1,2. 则 P+B=I 有 PP = 
己 P = 0. 因此 忆 与 已 为 投影 , 及 NN 为 它们 的 值 域 之 直 和 :N = 全 四 了 因 
为 每 一 个 值 域 是 另 一 个 投影 之 零 空间 , 所 以 我 们 改写 这 个 式 于 为 N= Ni 由 由 
此 处 Ni = NCP)， 剩 下 需要 我 们 证 明 者 为 N(P) = N(Qi;).， 首先 注意 由 于 
Qio 忆 二 Qi10Q20 4 = 二 0, 所 以 我 们 有 @1 = QB1oT= 8io (P+PB)= Q1°oD. 
所 以 两 个 恒 等 关系 已 = hi;o Qi 与 8; = Qio Pi 表明 PP 与 Q; 每 一 个 的 等 空间 
都 被 另 一 个 所 包含 , 从 而 它们 相等 , 定理 证 完 . 口 


推论 5.4 命 p(t) = TI pi( 鸭 为 多 项 式 p( 分 解 为 互 素 因 子 的 一 个 分 解 
式 , 命 工 为 Hom(V) 中 的 一 个 元 素 , 又 命 N; = N(pi(T)),i = 二 1,…,m 忆 N= 
N (p(T)). 则 在 工 之 下 , N 及 所 有 的 Ni 都 是 不 变 的 , 且 N = 外; Ni 

证 明 关于 m 用 归纳 法 来 证 明 . 定理 就 是 m = 2 之 情况 ,看 我 们 置 
gq = TI” pi(t) 及 M = NT))， 则 由 定理 可 知 W = Ni 四 M 及 在 了 之 下 , 
Ni 与 M 都 是 不 变 的 . 限制 了 于 M 上 , 则 由 归纳 法 假定 可 见 M = 四 =。 Ni 及 
当 ;i = 2,… ,m 时 ,Ni 在 了 之 下 是 不 变 的 . 由 引 理 5.3 的 推论 即 推出 我 们 的 结 
果 . : 口 


习题 
5.16 大 概 读者 已 经 知道 (或 者 可 以 看 得 出 ) 一 个 多 项 式 P 的 次 数 d(P) 适合 下 面 的 定律 
d(P + ®@) < max{d(P),d(Q)} 
d(P.Q) = d(P) ++d(Q)， 其 中 P 与 Q 几 非 零 . 
零 多 项 式 的 次 数 未 被 定义 ( 它 可 以 为 -co0)， 试 在 PP 的 次 数 上 用 归纳 法 以 证 明 对 于 
任意 两 个 多 项 式 P 与 D, 其 中 D 承 0， 缘 存在 多 项 式 @ 与 R 使 P= DQ++ 民 及 


d(R) < d(D) 或 R = 0.[ 提 示 : 若 d(P) < d(D), 我 们 可 以 取 Q 与 如 是 什么 ”者 
d(P) > d(D), 及 车 PP 与 DD 的 首 项 分 别 为 az" 与 bz”, 其 中 n 之 m, 则 多 项 式 


P=P- (+) "D 


的 次 数 小 于 d(P), 所 以 由 归纳 法 假定 可 知 P' = DG 十 忌 ， 现 在 可 以 完成 证 明了 
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5.17 假定 上 面 的 结果 , 试 证 尼 与 @ 是 由 P 与 DD 惟一 地 决定 的 .( 假 定 还 有 P= DPQ +RR)， 
及 由 次 数 的 性 质 来 证 明 RR = 尺 及 @ = Q@). 这 两 个 结果 在 一 起 , 构成 了 多 项 式 的 除 
法 算式 . 

5.18 知已 为 任意 多 项 式 


P(z) = y、aiz 
0 
又 若 t 为 任意 数 , 则 当然 P(t) 是 数 
3 QTL 
0 
试用 除法 算式 证 明 , 对 于 任意 多 项 式 P 及 任意 数 t, 都 存在 一 个 多 项 式 @ 使 
P(7) = (7 —t)Q(r) + P(t), 


所 以 P(z) 能 够 被 z 一 上 整除 当 且 仅 当 P(t) = 0. 


5.19 命 呈 与 为 非 零 多 项 式 . 选取 多 项 式 4o 与 Bo 使 在 所 有 形 如 AP 十 BQ@ 的 多 项 式 
中 , 多 项 式 
D= AoP 十 BoQ@ 


非 零 且 有 最 小 次 数 . 试 证 DD 为 PP 与 @ 的 公 因 子 . (假定 D 不 能 整除 P, 则 利用 除法 算 
式 来 得 到 一 个 关于 Ao 与 Bo 的 选择 的 矛盾 .) 

5.20 命 己 与 Q 为 非 零 互 素 多 项 式 . 这 就 是 说 , 若 巨 是 PP 与 @ 的 公共 因子 (P= EP',Q = 
EQ'), 则 瑟 为 一 个 常数 . 试 证 存在 多 项 式 A 与 BB 使 A(z)P(7x) 二 B(7)Q(7z) = 工 (使 
用 上 面 习题 .) 

5.21 在 定理 5.5 的 范围 内 , 试 证 92(T) = Q@2 在 Ni 上 的 限制 是 一 个 同 构 (由 Ni 至 N1). 

5.22 TY 上 一 个 对 合 为 一 个 适合 T? = 本 的 映射 TT € HomV. 试 证 若 了 是 一 个 对 合 , 则 V 
是 一 个 直 和 VV = Vi 图 表 ,此 处 对 于 每 一 个 EEVi, 有 T(E)= 在 VW 上 ,T= 了 D), 且 
对 于 每 一 个 上 E VW, 有 了 (6 = -上 (在 全 上 ,了 = 一 门 .( 应 用 定理 5.5.) 

5.23 我 们 早先 注意 到 (在 一 个 习题 中 ), 若 p 为 任意 由 一 个 集合 4 至 一 个 集合 B 的 映射 , 则 
fm fop 是 由 了 Rs 至 R4 的 一 个 线性 映射 Tp. 试 证 若 人 : B 二 C, 则 

Tyow = To oy. 


(这 个 应 该 是 合成 的 可 结合 性 的 一 个 直接 推论 .) 

5.24 命 4 为 任意 集合 , 又 命 p : 4 一 4 使 对 于 每 一 个 a, po p(a)=o@, 则 To :了 全 了 9 
为 在 VV = 有 4 上 的 一 个 对 合 (由 于 也 os = Ty o TT). 试 证 RR” 作为 偶 函 数 子 空间 与 
奇 函 数 子 空间 的 直 和 分 解 是 由 这 样 一 个 映射 p :及 一 RR 定义 的 及 上 的 一 个 对 合 引 起 
的 . 
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5.25 命 V 为 RR 包含 可 微 函 数 的 子 空间 , 并 假定 在 微分 之 下 , Y 是 不 变 的 (f EV => Df € 
V). 再 假定 在 V 上 , 线性 算 子 D e Homy 满足 D? - 2D - 37 = 0. 试 证 明 Y 是 两 
个 子 空 间 M 与 N 的 直 和 , 其 中 在 M 上 , D = 37, 而 在 N 上 , D = -7. 实际 上 , 由 此 
推出 M 是 一 个 向 量 的 线性 生成 , 类似 地 , 对 亦 然 . 如 果 你 能 够 , 试 找 出 这 两 个 函数 . 
(f =3f = f=?) 


* 线性 映射 的 区 组 分 解 ” 给 定 HomV 中 的 工 及 一 个 直 和 分 解 V = 狼 ? VW 
与 其 对 应 的 投影 {PB}?, 我 们 可 以 考虑 映射 工 ; = PoToP;. 尽管 Ti; 是 由 V 至 
V, 我 们 仍然 要 考虑 它 是 由 Vi 至 Vi( 严 格 地 讲 , 在 这 种 情况 下 , 它 是 什么 ?). 类 似 
于 一 个 矩阵 , 我 们 图 解 地 将 这 些 Ti; 男 在 一 个 矩形 隆之 中 , 如 下 所 示 关 于 n= 2 
之 情形 . 
Ti1 | 112 
{21 | 122 


此 处 , 由 于 T= 并 ， Zi， 我 们 称 有 双重 指标 的 系 为 了 关于 Y 的 给 定 直 和 分 解 的 
区 组 分 解 . 

更 一 般 些 , 若 TeE Hom(V,W) 及 W 亦 有 一 个 具有 对 应 投影 {Qi;}?? 的 直 和 
分 解 W = 狼 汪 | Wi, 则 由 TT; = Qi;0。ToP; 定义 的 系 { 及 被 画 成 一 个 m xn 
矩形 阵 为 了 关于 两 个 直 和 分 解 的 区 组 分 解 . 

当 Hom V 中 的 工 关 于 V 的 一 个 特别 直 和 和 分解 有 一 个 特别 关系 时 , 对 应 的 
区 组 图 形 有 这 样 的 特征 , 即 用 一 种 生动 的 方式 展示 这 些 特殊 性 质 ; 然后 , 这 将 有 
助 于 我 们 更 好 地 了 解 了 的 性 质 及 更 易于 用 它 来 计算 . 

例如 , 若 V = 页 四 友 , 则 在 7 之 下 , Vi 是 不 变 的 ( 妈 T[IVi] Cc 太 ) 当 且 仅 当 

区 组 图 形 是 上 三 角 的 , 如 下 图 所 示 . 


Ti1 | 712 
0 了 Do 


其 次 , 假定 T? = 0. 命 VW 为 工 之 值 域 及 假定 Vi 有 一 个 补 记 , 则 读者 应 该 清楚 
地 看 到 对 应 的 区 组 图 形 十 


~、 


0 | 712 


这 个 形式 称 为 严格 的 上 三 角 ; 它 是 一 个 上 三 角 及 主 对 角 线 上 为 零 . 反之 , 若 
7 有 某 种 严格 的 上 三 角 2 x 2 区 组 图 形 , 则 7T? = 0. 
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若 RR 是 一 个 合成 乘积 R = 97, 则 它 的 区 组 分 量 可 以 用 5 与 了 的 某 些 项 将 
它 表 示 出 来 . 因此 


Rik = PiRP, = PiSTP = PiS bB 5 TPR = 》 35 


7 一 | 1 二 1 


在 此 我 们 用 到 恒 等 关 系 了 二 并" 忆 与 P= P. 2 x 2 的 情况 可 以 被 画 出 如 下 : 


9S11711 + S12T21 | 911712 十 912722 
S21T11 十 S22T21 | S21112 十 ,922722 


由 此 我 们 可 以 读 出 一 个 事实 , 它 将 在 以 后 对 我 们 有 用 : 若 了 是 2 x 2 上 三 角 的 
(Di = 0), 及 车 Ti; 作为 由 太 至 Vi 的 一 个 映射 是 可 递 的 , 此 处 i= 1 2, 则 了 是 
可 道 的 及 其 道 为 
Tri! | -Ti T2722 
0 To 


我 们 求 得 这 个 解 是 由 简单 地 置 乘积 图 形 等 于 


并 求解 之 ;当然 在 我 们 手中 有 了 这 个 图 形 时 , 它 就 可 以 简单 地 被 验证 为 正确 的 
了 . 


习题 
5.26 试 证 若 Te HomV.V = 四" 太 , 又 若 {P}? 为 对 应 的 投影 , 则 变换 Ti = Pi oT oP 
之 和 为 工 . / 


5.27 若 5 与 T 在 HomV 之 中 , 及 {Si;},{7i;} 为 天 于 了 的 某 直 和 分 解 的 区 组 分 量 , 试 证 
当 j 关 tL 时, Si; ok = 0. 

5.28 试验 证 若 全 关于 直 和 分 解 V = 全 四 全 有 一 个 上 三 角 区 组 图 形 , 则 Vi 在 工 之 下 十 
不 变 的 . / 

5.29 试验 证 若 图 形 是 严格 的 上 三 角 的 , 则 7 = 0. 
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5.30 试 证 若 VV 二 外 记 四 WW 及 TE HomV, 则 子 空间 内 在 了 之 下 都 是 不 变 的 当 且 仅 
当 关 于 了 的 区 组 图 形 为 


再 证 了 是 可 逆 的 当 且 仅 当 对 每 一 个 i, Ti; 是 可 逆 的 (作为 Hom Vi 的 一 个 元 娟 ) 

5.31 假定 有 一 个 2 x 2 上 三 角 区 组 图 形 及 作为 Hom Vi 的 一 个 元 素 , Ti; 是 可 道 的 (i = 
1, 2), 试用 构筑 一 个 2 x 2 区 组 图 形 , 即 一 个 关于 工 的 图 形 与 一 个 在 谋 文中 给 出 的 作 
为 工 的 逆 的 图 形 之 积 来 验证 了 是 可 道 的 . 

5.32 假定 人 如 前 面 习题 所 示 , 试用 考虑 两 个 方程 oS = 了 及 SoT = 了 的 区 组 形式 以 证 
明 9S=T- 必须 有 给 定 的 区 组 图 形 . 

5.33 关于 一 个 3 x 3 区 组 图 形 的 严格 的 上 三 角 的 意义 应 该 是 什么 ? 什么 是 了 的 对 应 性 质 ? 
试 证 TT 有 这 个 性 质 当 且 仅 当 它 有 一 个 严格 的 上 三 角 区 组 图 形 〈 见 习题 5.14.) 

5.34 假定 HomV 中 的 工 满足 T"* = 0( 但 2 头 0). 试 证 TT 有 一 个 严格 的 上 三 角 nxn 
区 组 分 解 (应 用 习题 5.15). 


1.6 ” 双 线 性 性 


双 线 性 映射 ”、 双 线性 映射 的 概念 对 于 了 解 线 性 代数 是 很 重要 的 , 这 是 由 于 
它 是 对 偶 性 原则 的 向 量 形式 (0.10 分) 


定义 6.1 着 UV 与 WW 为 向 量 空间 ,又 车 一 个 由 UXV 至 WW 的 映射 
. w :< EN > w(E,n) 


满足 : 当 固 定 其 中 一 个 变量 后 , 它 是 另 一 个 变量 的 线性 映射 , 则 称 这 一 映射 二 双 
线性 的 . / 


即 若 我 们 将 £ 固定 , 则 7n 品 w(&,) 是 线性 的 [所 以 属于 Hom(V,W)]; 寿 我 们 
将 n 固定 , 则 类 似 地 w(&,D) 在 Hom(U, W) 中 作为 二 的 一 个 函数 ， 这 与 积 问 量 
点 间 U x V 上 的 线性 性 不 是 同样 的 概念 . 例如 , < zy > 一 zZ+Y 是 一 个 由 民 至 
的 线性 映射 , 但 它 不 是 双 线性 的 . 若 y 固定 , 则 映射 z r* z 十 y 是 仿 射 的 (过 Y 
之 平移 ), 但 它 不 是 线性 的 , 除非 y = 0. 另 一 方面 , < X,Y > 嘻 2y 是 由 开 至 恨 的 
一 个 双 线 性 映射 , 但 它 不 是 线性 的 . 若 y 固定 , 则 映射 > r* yz 是 线性 的 . 但 两 个 
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有 序数 偶 之 和 不 映射 至 它们 的 像 之 和 : 
<TY>+ <UuUvV>=<T+UY+YV > (r+ u(y 十) 


它 不 是 像 之 和 zy + uv. 类 似 地 , 如 我 们 在 82 中 所 见 , 标量 乘积 (2,y) = > 1 ziyi 
是 由 Rr? x R" 至 民 的 双 线 性 映射 . 
双 线 性 性 的 线性 含义 部 分 地 由 下 面 的 定理 来 前 明 . 


定理 6.1 若 w:UXxV 汪 W 是 双 线 性 的 , 则 由 对 偶 性 , w 等 价 于 由 UU 至 
Hom(V, W) 的 一 个 线性 映射 , 亦 等 价 于 由 Y 至 Hom(U,W) 的 一 个 线性 映射 . 


证 明 对 于 每 一 个 固定 的 7 E V, 命 wn 为 映射 上 已 w(é&,D)， 好 wn(&) = 
w(t,). 则 由 双 线 性 的 假设 可 知 wy e Hom(U, W). 所 以 映射 7 mm wy 是 由 V 至 
Hom(U, W), 而 其 线性 性 是 由 于 当 上 固定 时 , w 关于 7 的 线性 性 : 


Won+dc (é) 一 w(é, cy) + dd) = Cw(E,n) + dwl(é,¢) = cwnlé) + dwe (é€), 
所 以 


Wentdc 一 Cn 十 de . 


类 似 地 ， 若 我 们 由 ws(7) = w(&,n) 定义 wf, 则 & 局 ws 是 一 个 由 U 至 
Hom(V, W) 的 线性 映射 . 反之 , 若 p :UV 一 Hom(V,W) 是 线性 的 , 则 由 w(é&,7) = 
pl6jy 定义 的 函数 w 是 双 线性 的 . 而 且 , wf = p(&), 所 以 9 为 映射 < 口 


我 们 将 看 到 双 线 性 性 是 经 常 出 现 的 . 有 时 由 上 面 定 理 给 出 的 重新 解释 给 出 
了 新 的 洞察 ; 在 另 一 些 时 候 , 它 似乎 是 无 用 的 . 

例如 , 合成 映射 < 5,T > 已 SoT 是 双 线 性 的 , 而 且 定 理 3.3 的 推论 (实际 上 
是 说 一 个 固定 的 TT 从 右 方 的 合成 是 一 个 线性 映射 ) 只 是 双 线 性 性 的 一 个 显 式 语 
句 的 一 部 分 . 但 是 线性 映射 * 由 了 的 合成 是 一 个 复杂 的 事物 , 除了 W = 民 之 
情况 外 , 我 们 并 不 需要 . / 


定理 6.2 映射 w(z,Q) = ?ziai 是 由 民 * XV" 至 V 的 双 线 性 映射 所 以 
映射 @ 二 wa 是 一 个 由 V7 至 Hom(R"*,V) 的 线性 映射 , 而 实际 上 , 它 是 一 个 同 
构 . 


证 明 对 于 一 个 固定 的 a,w 关于 z 的 线性 性 已 由 定理 1.2 证 明 , 而 对 于 一 个 
固定 的 z, 它 关于 a 的 线性 性 可 以 由 同 法 得 到 , 所 以 由 定理 6.1 可 知 a ry wa 大 
线性 的 . 它 的 双 射 性 隐 含 于 定理 1.2 之 中 局 
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应 该 注意 的 为 我 们 可 以 用 任意 有 限 指 标 集合 了 恰 如 特 殊 集 合 元 并 得 出 
w(T,Q) 二 > icjzioai 是 由 Ri xVY 至 V 的 双 线性 映射 及 a F wa 为 一 个 由 
V' 至 Hom(R/,V’) 的 同 构 . 同时 注意 , 按 第 1 节 的 术语 wa = Lo 


推论 6.1 由 Rr x Rr 至 到 的 标量 积 (zia) = 下 "xiais 是 双 线 性 的 ; 所 以 
Q mWa 二 La 太 由 Rr 至 Hom(R"*, 民 ) 的 一 个 同 构 . 


目 然 同 构 ”我们 常常 发 现 两 个 向 量 空间 彼此 由 这 样 一 种 方式 联系 着 ， 即 它 
们 之 加 的 一 个 特殊 的 同 构 被 选 了 出 来 . 这 种 现象 很 难 用 一 般 的 术语 来 表述 , 但 易 
于 用 例子 来 描述 . 

对 偶 性 是 这 种 “ 目 然 ” 同 构 的 一 个 源 果 . 例如 , 一 个 m x n 和 定 阵 {ti;} 是 两 
个 变量 < i,; > 的 一 个 实 值 函 数 , 这 样 它 就 是 策 卡 几 空 间 R™*x* 中 的 一 个 元 素 . 
我 们 也 可 以 将 {ti;} 看 成 是 空间 有" 中 的 m 个 列 阿 量 的 序列 . 这 是 对 偶 观 点 , 此 
处 我 们 固定 j, 而 对 于 每 一 个 7， 得 到 ; 的 一 个 函数 . 由 这 个 观点 , {ti;} 是 (R™)” 
的 一 个 元 素 . R™X” 与 (R”)" 之 间 的 对 应 性 显然 是 一 个 同 构 . 这 是 一 个 自然 同 构 
的 例子 . 

其 次 , 我 们 审视 一 下 观察 笛 卡 儿 n 维 空间 上 自身 的 各 种 途径 . 定义 一 个 有 序 
n 元 组 ( 联 组 ) 的 标准 方式 是 用 归纳 法 . 有 序 三 元 组 < 7x,y,z > 被 定义 为 一 个 
有 序 对 << zy >,z >, 及 有 序 n 元 组 < 71,… ,Xn > 被 定义 为 << 7X1,…， 
zn-_1 >yzn >. 因此 在 置 RR! = 下 后, 我 们 归纳 地 定义 R* = Rn- x 下. 

有 序 n 元 组 也 可 以 被 定义 为 元 = {1,… ,n} 上 的 函数 , 此 处 在 i 取 值 xi;, 则 


< TX1,**' ,Tn > 二 {< ], 7X1 六 >}， 


及 笛 卡 儿 n 维 空间 为 R= 及 ?和 
最 后 , 我 们 常常 希望 将 笛 卡 儿 (n + m) 维 空间 看 成 为 笛 卡 儿 n 维 空间 与 和 铀 
卡 儿 m 维 空间 的 笛 卡 儿 乘 积 , 所 以 现在 我 们 取 


< Tl, ,Tni+m ”~ 为 << Tl ,Tn ,< Tntl Tntm ”7 


及 RT™ 为 Rn x R™. 

在 此 , 如 果 我 们 再 次 对 相同 的 n 元 组 的 两 种 不 同 模型 配对 , 则 我 们 得 到 一 个 
关于 第 卡 儿 n 维 空间 的 对 应 模型 之 间 的 显然 自然 同 构 . 

最 后 , 由 定理 3.6 与 3.7 给 出 的 币 卡 儿 积 空间 的 特征 性 质 将 推出 自然 同 构 . 
定理 3.6 说 明 在 一 个 共同 定义 域 V 上 的 线性 映射 的 n 元 组 { 工 }? 等 价 于 一 个 单 
个 的 n 元 组 值 映射 了, 此 处 对 于 所 有 € € VT(&) =< 了 (6),… ,Th(&) >. (这 又 
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是 对 偶 性 ! 五 (6 是 两 个 变量 i 与 & 的 一 个 函数 .) 不 难看 出 , 了 与 { 五 二 的 这 种 
恒 等 是 由 TI; Hom(V, 瑚 ) 至 Hom(V,Tl; Wi) 的 一 个 同 构 . 

类 似 地 , 定理 3.7 将 一 个 线性 映射 的 n 元 组 {Ti}? 与 一 个 共同 值 域 V 的 nn 
元 组 变量 的 单个 线性 映射 了 等 同 起 来 , 这 个 恒 等 关系 是 由 [1 Hom( Wi， 7) 至 
Hom(]I? Wi,V) 的 一 个 自然 同 构 . 

两 个 向 量 空间 之 间 的 任何 同 构 以 一 种 暂时 的 方式 将 它们 等 同 起 来 . 暂时 我 
们 设想 向 量 表示 同样 的 抽象 空间 , 仅仅 只 要 我 们 面前 有 同 构 . 如 果 我 们 将 它们 之 
间 的 同 构 换 为 另 一 个 不 同 的 同 构 , 则 我 们 得 到 一 个 新 的 暂时 等 同 . 另 一 方面 , 自 
然 同 构 产 生 永 久 的 等 同性 . 在 更 深 的 含义 下 , 我 们 设想 序 对 事物 为 同样 事物 的 两 
个 方面 . 因此 我 们 设想 一 个 矩阵 “为 ”或 者 是 一 个 行 向 量 序列 , 或 者 是 一 个 列 四 
量 序列 . 或 者 是 两 个 整数 指标 的 一 个 单个 函数 . 我们 将 在 下 一 章 第 3 节 之 末 , 再 
对 这 个 问题 作 最 后 的 考察 . 

* 现在 我 们 可 以 对 线性 组 合 公式 的 定理 作 终 结 考察 了 . 定律 S1~S3 正 好 表 
述 了 标量 积 za 是 双 线 性 的 . 更 精确 地 , 它们 表述 了 从 展 xW 至 W 的 映射 3 : 
< z,a >hy za 是 双 线 性 的 . 用 定理 6.1 的 语言 为 za = wa(z), 及 由 该 定理 我 们 
得 知 映射 a ry wa 是 由 W 至 Hom(R, W) 的 一 个 同 构 . 

W 与 Hom(R, W) 之 间 的 这 个 同 构 延 拓 为 由 W" 至 (Hom(R, W))” 的 一 个 
同 构 , 由 笛 卡 儿 第 二 乘积 同 构 , 它 又 自然 地 同 构 于 Hom(R", W). 因此 W” 卓然 
地 同 构 于 Hom(R", WW); 映射 为 a my La, 此 处 Za(z) = 221 TiQi 

特别 .Rn 自然 地 同 构 于 R* 上 所 有 线性 泛 函 所 成 的 空间 Hom(R" , 民 ), 此 处 
线性 泛 函 是 n 元 组 a, 它 对 应 于 由 wa(z) = > aizi 定义 的 证 函 wa. 

同样 ，(R™)* 自然 地 同 构 于 Hom(R" ,Rm). 由 于 到” 自然 地 同 构 于 (R™)"， 
所 以 空间 RYX7 与 Hom(R"”, RR™) 是 自然 同 稳 外 这 仅 为 Hom(R 本 ) 中 一 个 变 
换 工 至 一 个 m x n 窍 阵 {ti;} 的 上 自然 结 
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若 一 个 向 量 空间 有 一 个 有 限 生 成 集合 , 则 我 们 已 经 定义 了 它 是 有 限 维 的 ; 本 
章 , 我 们 将 注意 力 集中 于 这 种 空间 , 尽管 这 个 限制 对 于 我 们 的 某 些 讨论 是 不 必需 
的 . 我 们 将 看 到 我 们 可 以 给 每 一 个 有 限 维 空间 Y 一 个 惟一 的 整数 , 它 被 称 为 了 
的 维 数 . 关于 维 数 它 满足 我 们 的 直观 需要 , 而 且 它 成 为 更 深 地 探索 这 种 空间 性 质 
的 一 个 主要 工具 . 在 这 些 进一步 的 研究 中 ,“ 维 数 恒 等 ”的 这 个 数字 是 决定 性 的 . 
我 们 将 发 现 了 上 所 有 线性 泛 函 的 对 偶 空间 V* = Hom(Y,B) 在 有 限 维 理论 中 比 
一 般 向 量 空间 的 论述 中 起 着 更 好 的 作用 .( 无 论 如 何 , 以 本 书 的 后 面部 分 , 我 们 将 
会 看 到 当 我 们 将 极限 理论 加 入 到 代数 中 时 , 存在 一 些 无 限 维 向 量 空间 , 其 中 对 偶 
空间 亦 起 着 同样 重要 的 作用 .) 一 个 有 限 维 空间 可 以 特征 化 为 一 个 向 量 空间 , 和 
同 构 于 某 笛 卡 儿 空间 可, 而 且 这 样 一 个 同 构 允 许 HomV 中 一 个 变换 工 来 “ 转 
移 ”至 R", 于 是 它 有 一 个 矩阵 ， 所 以 这 种 空间 上 的 线性 变换 理论 完全 地 被 号 阵 
理论 所 反映 . 在 本 章 中 , 我 们 将 比 第 一 章 所 讲 的 更 深入 地 进入 这 种 关系 的 性 质 
我 们 亦 包 括 一 节 来 讲 矩 阵 计算 ; 一 个 简短 节 来 讲述 迹 与 行列 式 函 数 , 与 一 个 二 次 
型 的 对 角 化 的 短 的 讨论 . 


2.1 基 
再 考虑 Y 中 一 个 固定 的 有 限 有 指标 的 向 量 集合 a = {ai :ie 7 了 ,及 由 民 至 
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V 的 对 应 线性 组 全 上 映射 La :2 口 227iai, 它 以 a 为 骨架 ， 


定义 1.1 若 上 面 的 映射 Lo 为 单 射 , 则 称 有 限 有 指标 集合 {Qi : i ET 了 } 是 独 
立 的 , 若 La 是 一 个 同 构 (到 Y 上 ), 则 称 {Qi} 为 V 的 一 个 基 . 在 这 种 情况 下 , 我 
们 称 {Qi : i € 了 } 为 一 个 有 序 基 或 标 架 ,此 处 了 二 元 二 {1,… ,n}, 其 中 n 为 某 一 
正 整 数 ， 


因此 fai :ie 了 T} 为 一 个 基 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 Ee V, 皆 存 在 一 个 惟一 的 
有 指标 的 “系数 ” 和 集合 = 二 {zi:iE TIT}eER 使 :=》zwiai. 因为 {ai;:iET} 生 
成 V, 所 以 数 zx; 总 是 存在 的 . 又 由 于 Lo 是 单 射 的 , 所 以 z 是 惟一 的 . 

例如 , 我 们 可 以 直接 地 验证 b! =< 2,1> 与 局 =<1, 一 3 > 构成 下 的 一 个 
基 . 问题 在 于 证 明 , 对 于 每 一 个 y € 中, 皆 存 在 一 个 惟一 的 zx 使 


2 : 
y= > ,rib = X11 <2,1>+r2 <1,—3>=< 271+ 7T2,71 — 372 > 
1 


由 于 这 个 向 量 方程 等 价 于 两 个 标量 方程 y1 二 271 十 Z2 与 ya 一 vt 一 3z2, 用 通 弟 
中 学 代数 中 的 消去 法 , 我 们 即 得 惟一 的 解 zi = (3y1 十 y2)/7 与 za = (V1 一 2y2)/7. 

这 些 定义 的 形式 是 通过 我 们 把 线性 组 合 公式 解释 为 一 个 线性 映射 而 引导 出 
来 的 , 更 常见 的 独立 性 定义 是 一 个 推论 . : 


引 理 1.1 有 限 有 指标 的 集合 {ai :i ET} 的 独立 性 等 价 于 下 面 的 性 质 ， 即 仅 
当 所 有 系数 zi 各 为 0 时 才 有 开 J ziQi =0. 


证 明 这 个 性 质 为 La 的 零 空间 只 包含 0, 所 以 它 等 价 于 Lo 的 单 射 性 , 即 由 
第 一 章 引 理 1.1 可 知 它 等 价 于 {Qi} 的 独立 性 . | 口 


若 {faij 是 Y 的 一 个 有 序 基 ( 标 架 ), 则 满足 上 = 2j1 ziai 的 惟一 的 n 元 
组 z 被 称 为 上 (关于 基 {faij) 的 坐标 n 元 组 ,zi 称 为 & 的 第 i 个 坐标 . 我 们 称 
ziQi( 有 时 为 zi) 为 E 的 第 ;个 分 量 . 映射 La 称 为 一 个 基 同 构 , 及 它 的 道 Lal 称 
为 一 个 坐标 同 构 , 了 =-1 使 每 一 个 指定 的 向 量 5e V 对 应 于 其 惟一 的 坐标 n 元 组 
xz， 线性 泛 函 £ x; 是 第 j 个 坐标 泛 函 ; 它 是 坐标 同 构 上 Fr z 与 到 上 第 了 个 
坐标 投影 z my x; 之 复合 . 我 们 将 在 83 看 到 ”个 坐标 泛 函 形成 V* = Hom(V, R) 
的 一 个 基 . 

在 上 一 段 中 , 我 们 取 指 标 集 合 了 为 元 = {1,… ,n}), 并 使 用 了 语言 n 元 组 . 这 
与 一 个 任意 有 限 指标 集合 了 工 的 仅 有 区 别 为 我 们 用 一 个 坐标 函数 2={ci:zeT 


来 代替 一 个 坐标 n 元 组 . 

我 们 首先 关注 的 为 将 证 明 每 一 个 有 限 维 (有 限 生成 的 ) 向 量 空间 都 有 一 个 
基 . 我 们 从 指标 的 某 些 注 记 开始 . 

我 们 自 先 注意 , 一 个 有 限 有 指标 的 集合 {a; : i € I1} 仅 当 指标 作为 一 个 至 
V 的 映射 是 单 射 的 , 才 可 能 是 独立 的 , 这 是 由 于 若 ak = a 则 xias = 0, 此 
处 zk = 了 zi = 一 1, 及 对 于 剩 下 的 指标 ,zi = 0. 同样 , 若 fai : i € I} 是 独立 
的 及 J CT 了 则 {@i; :i € J} 是 独立 的 , 这 是 由 于 若 》 ziai = 0, 及 若 我 们 置 
Ti 二 0,% ET 一 J 则 21xziasi 二 0, 所 以 每 一 个 zi 都 是 0. 一 个 有 限 无 指标 的 集 
合 当 它 在 某 (必须 是 双 射 的 ) 指标 下 是 独立 的 , 才 称 为 独立 的 . 当然 它 将 关于 任何 
双 射 指标 都 是 独立 的 . 一 个 任意 集合 , 若 它 的 每 一 个 有 限 子 集合 都 是 独立 的 , 则 
它 就 是 独立 的 . 了 是 一 个 集合 是 相关 的 (不 独立 ) 当 且 仅 当 存在 4 中 不 同 的 元 素 
al ,Qn 及 不 全 为 等 的 标量 zi ,zr 使 57 ziai = 0. 一 个 无 指标 的 基 可 以 
用 显然 的 方式 来 定义 无 论 如 何 ， 一 个 集合 总 可 以 被 认为 是 有 指标 的 如 有 果 需 要 ， 
由 其 目 身 即 可 定义 |! 


引 理 1.2 车 妃 为 一 个 向 量 空间 的 一 个 独立 子 集 合 , 8 为 任意 不 在 线性 生 
成 L(B) 中 的 向 量 , 则 已 U{18} 是 独立 的 . 


为 B 的 不 同 元 素 及 系数 不 全 为 0. 则 z 不 能 是 零 : 如 果 x = 0, 则 这 一 方程 与 B 
的 独立 性 相 矛 盾 , 所 以 我 们 可 以 除 以 z 并 解 出 6, 结果 是 6 €E L(B), 矛盾 . 口 


读者 将 记 住 当 一 个 向 量 空 间 V 有 一 个 有 限 生 成 集合 {ai}?, 我 们 就 称 V 是 
有 限 维 的 . 对 于 这 样 一 个 V, 我 们 可 以 用 上 面 引 理 选择 一 些 a; 来 构造 V 的 一 个 
基 . 我 们 仅仅 通过 序列 {Qi;}?, 并 选择 那些 成 员 使 增加 以 前 选择 的 成 员 之 线性 生 
成 . 由 于 {Qi}? 是 生成 集合 , 所 以 我 们 将 终止 于 一 个 生成 集合 . 由 引 理 可 知 我 们 
的 子 序列 在 每 一 步 都 是 独立 的 . 用 同样 的 方式 , 我 们 可 以 在 一 个 生成 集合 {Qi}? 
中 选取 某 些 成 员 , 将 一 个 独立 集合 {8;}Y° 拓展 成 一 个 基 . 这 个 程序 是 直观 的 , 但 
将 其 严格 地 建立 起 来 , 却 很 琐 奉 . 所 以 我 们 将 男 寻 途径 . 


定理 1.1 任何 最 小 的 有 限 生 成 集合 是 一 个 基 , 所 以 任何 有 限 维 向 量 空 间 有 
一 个 基 . 更 一 般 些 , 车 {B; :7:E .中 是 有 限 独立 集合 及 {Qi :i ET} 是 一 个 有 限 生 
成 集合 , 又 若 天 是 了 的 一 个 最 小 子 集 合 使 {6;}JU {Qi}k 为 生成 集合 , 则 这 个 集 
售 是 独立 的 并 为 一 个 基 所 以 一 个 有 限 维 空间 的 任何 有 限 独 立 子 集合 都 可 以 被 
延 拓 为 一 个 基 ， 
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证 明 ”只 要 证 明 第 二 个 论断 即 可 , 这 是 由 于 它 包含 第 一 个 论断 作为 特例 . 石 
{Bj;}7U{ai}k 不 独立 ， 则 存在 一 个 非 平凡 的 零 线性 组 合 > ，y V1Di 二 >》r2Zioi = 0. 
若 每 一 个 zi 皆 为 零 , 则 这 个 方程 将 与 {8;}j 的 独立 性 相 了 矛盾 . 所 以 有 某 个 zk 不 
是 零 , 从 而 我 们 可 以 从 方程 中 解 出 az. 即 若 我 们 置 L = KK 一 {k}, 则 {Bj}yU{ai}r 
的 线性 生成 包含 ak. 所 以 它 包含 整个 原来 的 生成 集合 , 从 而 它 就 是 V. 由 于 工 
是 天 的 一 个 真子 集合 , 所 以 这 与 K 的 极 小 性 质 相 了 矛盾 . 因此 {8;}y U {Qi}k 是 
独立 的 . 口 


其 次 , 我 们 注意 到 Rn 自身 有 一 个 很 特殊 的 基 . 在 指标 映射 ;mry* ai 中 , 回 量 
oj 对 应 于 指标 j, 但 在 线性 组 合 映 射 z 上 2 .Zioi 下 ， 向 量 a; 对 应 于 函数 02, 它 
在 ; 取 值 1, 而 其 他 则 取 值 0, 所 以 ;外 ai = oj 这 个 函数 5 被 称 为 克 罗 内 友 6 
汞 数 . 显然 1 - 点 集合 B = {让 的 特征 函数 xB 与 记号 “5 是 含糊 的 , 正如 ‘XB 
是 含糊 的 一 样 ; 在 每 一 种 情况 下 , 含义 依赖 于 隐 含 于 课文 中 的 定义 域 是 什么 . 我 
们 已 经 在 证 明 第 一 章 定理 1.2 时 用 过 了 R" 上 的 6 函数 . 


定理 1.2 克 罗 内 克 画 数 {67}?_1 构成 Rr 的 一 个 基 . 


证 明 由 于 的 定义 可 知 azi5i(7= 2 所 以 并 ?zi6i 为 n 元 组 x 自身 ,从 
而 线性 组 合 上 映 射 Ls : z ry 7 zi6i 是 恒 等 映 射 z 局 z, 即 一 个 平凡 的 同 构 . 口 


在 Rn 所 有 可 能 的 有 指标 基 中 , 克 罗 内 克基 被 拣 出 来 是 基于 这 样 的 事实 , 即 
它 的 基 同 构 是 恒 等 映 射 ; 基于 这 个 理由 , 它 被 称 为 R 的 标准 基 或 自然 基 . 关于 
任意 有 限 集合 了 对 应 的 了 亦 成 立 。 

最 后 , 我 们 将 从 一 个 基 的 存在 性 引出 某 些 初等 的 结论 . 


定理 1.3 车 了 Te Hom(V,W) 为 一 个 同 构 及 a = {ai :iET 了 为 V 的 一 个 
基 , 则 {T(ai) :i ET 了 为 W 的 一 个 基 . 


证 明 由 假定 Le 是 Hom(R",V) 中 一 个 同 构 , 所 以 To La 为 Hom(R",W) 
中 一 个 同 构 , 因此 它 的 骨架 {T(ai)} 为 W 的 一 个 基 口 


我 们 可 以 将 任意 基 {ai} 看 作 在 基 同 构 之 下 , 标准 基 {8] 的 像 . 反之 , 任意 
同 构 9 : Ri 一 B, 对 于 基 oj = 0(51) 变 成 一 个 基 同 构 . 


定理 1.4 车 大 与 了 为 一 个 向 量 空间 的 补 予 空间 , 则 XX 的 一 个 基 与 工 
的 一 个 基 的 并 为 V 的 一 个 基 . 反之 ,车 Y 的 一 个 基 分 折 成 两 个 集合 ,它们 分 别 


线性 生成 卫 与 Y 则 与 为 V 的 补 予 空间. 


证 明 我 们 仅 证 明 第 一 个 语句 . 若 {Qi : i € J} 是 站 的 一 个 基 太 {ai :i€ KK} 
是 了 的 一 个 基 , 则 显然 {fai : i € JU K} 生成 了, 这 是 由 于 它 的 生成 包 插 XX 与 
Y, 所 以 X+TY = 了 . 然后 假定 六 rziai =0. 置 6= 9)jYiQi 写 7 = 2k TiQi) 
则 我 们 得 知 5EE XIEcEy, 及 上 +7=0. 由 于 怀 导 了 为 互补 所 以 5=7= 0. 
因此 由 于 {ai}y 是 独立 的 , 所 以 zi = 0(i € 由, 并 因为 {Qi}x 是 独立 的 , 从 而 
zi 二 0(i EK). 所 以 , {ai}yuk 是 V 的 一 个 基 . 我 们 将 逆 部 分 之 论证 留 作 习 题 . 口 


推论 1.1 著 丰 = 四 ?下 及 亡 为 太 的 一 个 基 , 则 吾 = 山 矶 为 了 的 一 个 
基 . 


证 明 由 上 面 定理 可 知 Bi U Bs 是 页 申 砚 的 一 个 基 . 由 归纳 法 可 知 当 j = 
2,.… ,n 时 , UPB; 是 四 1!_1V 的 一 个 基 . 推论 即 了 = n 的 情况 . 口 


如 果 我 们 将 一 个 坐标 同 构 接着 一 个 线性 组 合 映射 , 则 我 们 得 到 下 面 存在 性 
定理 的 映射 , 在 此 我 们 仅 陈述 n 元 组 形式 . 


定理 1.5 车 = {Bi}? 是 向 量 空间 VV 的 一 个 有 序 基 , 及 车 {Qi}? 为 一 个 向 
量 空间 WW 中 任意 向 量 的 nn 元 组 , 则 存在 一 个 惟一 的 SE Hom(V,W) 使 5(6i) = 


oil 一 二 , ,Nn). 


证 明 由 假定 Ls 是 Hom(R",V) 中 一 个 同 构 , 所 以 93 = La o (Lp)” 为 
Hom(V, W) 中 的 一 个 元 素 , 旦 满足 $(Bi) = La(5) = Qi. 反之 ,大 S$S € Hom(V,W) 
使 对 于 所 有 i 幅 有 S(Bi) = ai, 则 SoLp(6:) = ai 对 所 有 i 成 立 , 所 以 SoLp = La 
因此 5 被 惟一 地 确定 为 La o (Lp)”. 口 


很 自然 地 要 询问 , 上 面 惟一 的 5 是 如 何 随 n 元 组 {ai} 而 变化 的 . 回答 是 : 线 
性 性 与 “ 同 构 地 ” 


定理 1.6 命 {Bi}? 是 向 量 空间 VV 的 一 个 国定 的 有 序 基 ， 及 对 于 向 量 空 间 W 
中 选择 的 每 一 个 兄 元 组 a = {Qi}?, 命 Sa € Hom(V,W) 为 如 上 定义 的 惟一 的 变 
换 则 上 映射 wy Sa 是 由 Wn 至 Hom(V,W) 的 一 个 同 构 . 


证 明 如 上 , Sa = Lao9-!, 此 处 9 为 基 同 构 Lg. 现在 由 第 一 章 定理 6.2 我 们 
得 知 ary La 是 一 个 由 W”" 至 Hom(R",W) 的 同 构 , 及 由 第 一 章 定理 3.3 的 推论 
可 知 , 一 个 固定 的 坐标 同 构 0-! 从 右 方 合成 则 为 由 Hom(R",W) 至 Hom(V,W) 
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的 一 个 同 构 . 合成 这 两 个 同 构 即 得 定理 . / 口 


* 无 穷 基 大 部 分 向 量 空间 都 没有 有 限 基 , 所 以 很 自然 地 , 我 们 试图 将 上 述 
讨论 推广 至 可 能 是 无 穷 的 指标 集合 I. 克 罗 内 克 函 数 {5 :i ET} 有 同样 的 定义 ， 
但 它们 不 再 生成 本. 由 定义 f 是 函数 六 的 一 个 线性 组 合 当 且 仅 当 f 有 形式 
> ;cr cib 此 处 五 为 工 的 一 个 有 限 子 集合 . 然后 在 五 之 外 , 则 f=0. 反之 , 夺 除 
在 一 个 有 限 集合 五 上 之 外 , je 下 皆 取 0, 则 了 = > ;cr 76. 所 以 {6° :iE7T) 
的 线性 生成 正好 是 了 上 有 下 面 性 质 的 所 有 函数 之 集合 , 即 除去 在 一 个 有 限 集 合 
上 之 外 , 都 是 零 . 我 们 记 这 个 子 空间 为 Ri. 

若 {Qi :i ET} 为 V 中 向 量 的 一 个 有 指标 集合 及 f e Ri, 则 者 我 们 采用 合 
理 的 规定 , 即 有 任意 个 0 的 和 为 0, 那么 和 > ;cr f(i)ai 就 变 成 有 意思 的 . 因此 ， 
5 er = ey, 此 处 io 为 了 的 任意 有 限 子 集合 , 在 它 之 外 , f 为 守 . 

有 了 这 个 规定 , 如 第 一 章 定理 1.2, Lo : f 品 )j, Fi)ai 是 由 Ri 至 VV 的 一 
个 线性 映射 . 在 同样 的 规定 下 , > ;cr f(i)ai 是 关于 向 量 oi 的 一 般 线 性 组 合 的 一 
个 精致 表达 式 . 代替 去 选择 一 个 有 限 子 集合 五 及 正好 对 于 那些 五 中 的 指标 i 
对 应 的 数 c;, 我 们 对 于 所 有 i e I 定义 ci, 但 具有 规定 , 即 除去 有 限 个 指标 外 有 
ci = 0. 即 我 们 取 ce = {ci; : i € 了 } 作为 Rr 中 的 一 个 消 数 . 

如 前 , 我 们 给 出 关于 独立 性 与 基 的 同样 定义 , 则 {ai : i€E 了 为 V 的 一 个 基 
当 生 仅 当 Le : Ri 一 了 是 一 个 同 构 , 即 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 £ EV 省 存在 一 个 
惟一 的 TE Ri 使 6 = ;XiQi. 

利用 集合 论 公 理 的 一 条 所 谓 的 选择 公理 , 我 们 可 以 证 明 在 这 个 舍 义 下 ,每 一 
个 向 量 空间 都 有 一 个 基 及 任意 独立 集合 皆 可 以 延 拓 为 一 个 基 . 则 仅 对 记号 作 一 
点 改动 即 得 定理 1.4 与 1.5. 特别 , 若 Y 的 一 个 子 集合 M 的 一 个 基 被 延 拓 为 了 
的 一 个 基 , 则 增加 部 分 的 线性 生成 是 补 于 M 的 一 个 子 空间 N. 因此 在 纯 代 数 的 
含义 下 , 每 一 个 子 空间 都 有 一 个 补 子 空间 . 在 一 些 习 题 中 , 我 们 将 假定 这 个 事实 . 

上 面 的 和 总 是 有 限 的 (不管 外 形 ), 而 上 述 基 的 概念 是 纯 代 数 的 . 然而 , 在 这 
个 意义 下 , 无 穷 基 在 分 析 中 不 是 非常 有 用 的 , 所 以 我 们 目前 将 集中 于 有 有 限 基 的 
空间 ( 即 有 限 维 的 ). 然后 在 以 后 的 一 个 重要 课文 中 , 我 们 将 讨论 无 穷 基 , 此 处 依 
靠 极限 理论 , 和 将 是 真正 无 穷 的 . 


习题 


1.1 试用 直接 计算 证 明 {< 1, 一 1 >,< 0,1 >} 是 及 ”的 一 个 基 . 


2.1 基 ， 83 . 


“1.2 学 生 必须 了 解 一 个 向 量 的 第 i 个 坐标 依赖 于 整个 基 而 不 只 是 第 i 个 基 向 量 . 试用 标准 
基 与 上 面 习题 的 基 就 R? 中 关于 向 量 的 第 二 个 坐标 证 明 这 一 结论 


1.3 试 证 {< 1,1 >, < 1,2 >} 是 V = R? 的 一 个 基 ， 这 个 由 R? 至 VV 的 基 同 构 现 在 
是 由 R? 至 R?. 试 找 出 坐标 同 构 的 矩阵 .关于 这 个 基 , 试 计算 < -1,1 >,< 0,1 > 与 
<x 2,3 > 的 坐标 . 

1.4 试 证 {8}i, 此 处 =<1,0,0>,b=<1,1,0>, 及 =<1,1,1> 是 R 的 一 个 
基 

”1.5 在 上 面 习题 中 , 试 找 出 三 个 线性 证 函 4, 它们 是 关于 给 子 基 的 坐标 泛 函 . 因为 


3 
出 一 > l; (x)b’, 
1 


则 寻找 1 就 等 价 于 求解 z = 》1 yib', 即 用 2 二 < x1, 7x2, x3 > 表示 各 久 . 

1.6 试 证 任意 没有 两 个 多 项 式 有 同样 的 次 数 的 多 项 式 集合 是 独立 的 ， 

1.7 试 证 车 {ai}? 是 了 的 一 个 独立 子 集合 Hom(V W) 中 的 全 是 单 射 的 , 则 {T(ai)}? 
是 W 的 一 个 独立 子 集合 . 

1.8 试 证 重工 是 Hom(V,W) 中 的 任意 元 素 , {T(ai)}? 在 殉 中 是 独立 的 , 则 {Qi}? 在 VV 
中 是 独立 的 . z 

1.9 大 VV 的 每 一 个 基 正 好 含有 个 元 素 , 则 在 以 后 我 们 称 向 量 空间 Y 为 n 维 的 . 若 V 由 
一 个 单个 向 量 a 生成 , 则 VV = Ra, 所 以 Y 显然 是 一 维 的 . 

命 {Vi}? 为 一 个 向 量 空间 Y 的 一 维 子 空间 的 一 个 集合 , 及 对 于 每 一 个 i, 在 训 中 
选取 一 个 非 零 向 量 ai， 试 证 {Qi}? 是 独立 的 当 且 仅 当 子 空间 {Vi}? 是 独立 的 , 而 且 
{ai}? 是 一 个 基 当 且 仅 当 V = Dr 大. 

1.10 试 完成 定理 1.4 的 证 明 . 

1.11 试 基于 同 构 的 存在 性 给 予定 理 1.4 一 个 证 明 . 

1.12 读者 可 能 狂想， 及 我 们 将 在 下 一 节 证 明 ， 一 个 有 限 维 空间 的 每 一 个 子 空间 都 是 有 限 维 
的 . 现在 往 证 一 个 有 限 维 向 量 空间 VW 的 一 个 子 空间 N 是 有 限 维 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 
补 M.( 由 定理 1.1 与 1.4 及 直 和 投影 的 联合 来 工作 .) 

1.13 由 于 {03 = {< 1,0,0 >,< 1,1,0 >,< 1,1,1 >} 是 R 的 一 个 基 ， 所 以 在 
Hom(R3 ,及 2) 存在 惟一 的 工 使 T(b) =< 1,0 >,T(B?) =< 0,1 >, 及 T(bB3) = 
< 1,1 >. 试 找 出 了 的 矩阵 .( 寻 找 T(6'),i = 1, 2, 3). 

1.14 类 似 地 , 试 找 出 HomRs 中 的 S$S 使 S50)=6(=1,2,3). 

1.15 试 证 明 无 穷 序 列 { 如 ]}8 是 所 有 多 项 式 的 向 量 空间 的 一 个 基 . 
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2.2 维 数 


维 数 的 概念 基于 这 样 的 事实 , 即 同样 空间 的 两 个 不 同 的 基 包 含 同样 多 个 元 
素 . 因此 这 个 数 是 V 的 每 一 个 基 的 元 素 个 数 , 它 被 称 为 V 的 维 数 . 它 给 出 了 在 
同 构 下 我 们 要 了 解 的 V 的 一 切 : 两 个 空间 之 间 存 在 一 个 同 构 当 且 仅 当 它 们 有 同 
样 的 维 数 . 我 们 将 仅 考 虑 有 限 维 数 . 如 果 Y 不 是 有 限 维 的 , 即 它 的 维 数 是 一 个 无 
穷 基数 , 这 可 能 是 一 个 读者 不 熟悉 的 概念. 


引 理 2.1 车 V 是 有 限 维 的 及 TE HomV 是 满 射 的 , 则 了 是 一 个 同 构 . 


证 明 命 n 为 能 生成 V 的 最 小 元 素 个 数 . 即 存在 一 个 生成 集合 {Qi}?, 但 没 
有 少 于 nn 个 元 素 之 生成 集合 . 则 由 定理 1.1 可 知 {Qi}? 是 一 个 基 , 从 而 线性 组 全 
映射 0 : xz 已 "ziai 是 一 个 基 同 构 . 由 于 了 是 满 射 的 , 所 以 {Bi}? = {T(Qi)j? 
亦 有 是 生成 集合 , 从 而 全 eg 亦 是 一 个 基 同 构 . 因此 , T = (To4)o0 是 一 个 同 
构 . 口 


定理 2.1 若 V 是 有 限 维 的 , 则 V 的 所 有 基 都 有 同样 数目 的 元 素 . 


证 明 两 个 分 别 有 n 与 m 个 元 素 的 基 决 定 了 基 同 构 9:R* 一 Vp:R™ > 
V. 假定 m <m, 及 将 R" 看 成 R"* x 可 -了 ,人 不 为 到- 在 Rm 上 的 投影 . 


(< Tl ,Tm ,Tn >) 二 < Tl1,** ,Tm ， 


因为 T=0-!1ow 是 一 个 由 Rm 至 R" 的 同 构 , 所 以 了 or : R" 一 R" 是 满 射 的 ， 
因此 由 引 理 可 知 To 是 一 个 同 构 . 则 r = T-!o (To7) 是 一 个 同 构 . 但 因为 
x(6") = 0, 这 不 可 能 , 因此 我 们 得 到 一 个 矛盾 . 所 以 没有 一 个 基 其 元 素 个 数 可 
”以 少 于 任何 其 他 基 的 元 素 个 数 . 0D 


V 的 每 个 基 的 元 素 个 数 这 个 整数 当然 被 称 为 V 的 维 数 , 我 们 将 它 记 为 d(V). 
因为 R" 的 标准 基 {6i}? 有 n 个 元 素 , 所 以 在 这 个 精确 意义 之 下 , R" 是 n 维 的 . 


推论 2.1 两 个 有 限 维 向 量 空间 是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 有 同样 的 维 数 . 


证 明 若 T 是 V 至 W 的 一 个 同 构 及 B 是 V 的 一 个 基 , 则 由 定理 1.3 可 知 
TIB] 是 W 的 一 个 基 . 所 以 d(V) = #B = #7T[B] = d(W), 此 处 #4 表示 4 的 
元 素 个 数 . 反之 , 若 d(V) = d(W) =n, 则 V 与 W 箔 同 构 于 R", 故 它们 彼此 同 
构 . z 口 
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定理 2.2 一 个 有 限 维 向 量 空 间 V 的 每 一 个 子 空间 M 都 是 有 限 维 的 . 


证 明 命 a 为 M 的 有 限 独 立 于 集合 所 成 之 族 . 由 定理 1.1 可 知 奋 4e a, 则 
4 可 以 被 延 拓 为 V 的 一 个 基 , 所 以 #4 < d(V). 因此 {#4 : 4 € oj 是 一 个 整数 
的 有 限 集合 , 及 我 们 可 以 选取 Be a 使 n= #B 是 这 个 有 限 集合 中 的 最 大 者 . 于 
是 L(B) = M, 这 是 由 于 不 然 的 话 , 对 于 任何 ae M 一 L(B), 由 引 理 1.2 我 们 有 
BU{a}eEa, 及 
#(BUfa}) =n+1 


这 与 n 的 最 大 性 质 相 矛 盾 , 因此 M 是 有 限 地 生成 的 . 口 
推论 2.2 一 个 有 限 维 空间 T 的 每 一 个 子 空间 M 都 有 一 个 补 . 
证 明 利用 定理 1.1 将 M 的 一 个 基 延 拓 为 V 的 一 个 基 , 及 命 N 为 增加 向 量 


的 线性 生成 . 然后 应 用 定理 1.4. 口 
维 数 的 恒等式 ”我们 现在 证 明 两 个 基本 的 维 数 的 恒等式 . 我 们 将 总 是 假定 V 
是 有 限 维 的 . 


引 理 2.2 若 训 与 说 是 VV 的 互补 子 空间 , 则 d(V) = d(Vi) 十 d(V2). 更 一 般 
些 ,车 VV 二 狼 Y Wi, 则 d(V) = D1 d(Vi). 


证 明 由 定理 1.4 及 其 推论 立即 推出 . 口 


定理 2.3 车 了 与 克 为 一 个 有 限 维 实 向 量 空 间 的 子 空 间 , 则 d(U 十 环 ) 十 
dU NW) = dU) + dW). 


证 明 命 V 为 UNnW 在 U 中 的 一 个 补 . 我 们 开始 证 明 V 亦 是 WW 在 U+W 
中 的 一 个 补 . 首先 


V+W=V+(UNW)+W)=(V+(UVNW))+W=U+W. 


在 此 我 们 用 到 了 明显 的 事实 , 即 一 个 向 呈 空 间 与 一 个 子 空 间 的 和 仍 为 向 量 空间 . 
其 认 ， 

VNAW= (VN NW = VN(UNW)= {0}, 
这 是 由 于 下 是 UNnW 在 U 中 的 一 个 补 ， 因 此 我 人 有 V+W = UVU+ 玉 及 
V NW = {0}, 所 以 由 第 一 章 引 理 5.2 的 推论 可 知 V 是 W 在 U+W 中 的 一 个 
外. 
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现在 定理 就 是 上 面 引 理 的 一 个 推论 . 我 们 有 


d(U)+dW)=(adU NW)+ dV))+ dadW) 
~d(UNW)+(adV)+aW)) 
=d(UVUNW)+aU + W). 口 


定理 2.4 命 V 为 有 限 维 的 , 又 命 WW 为 任意 向 量 空间 . 命 TE Hom(V,W) 有 
震 空 间 N( 在 V 中 ) 与 值 域 R( 在 WW 中 )), 则 已 是 有 限 维 的 且 d(V)=d(N)+d(R). 


证 明 命 过 为 在 了 中 的 一 个 补 ， 则 我 们 知道 工 [C 是 至 五 的 一 个 
同 构 ( 见 第 一 章 定理 5.3)， 所 以 , R 是 有 限 维 的 , 由 我 们 的 第 一 个 恒等式 可 知 
d(R) + d(N) = d(U) + d(N) = d(V). 口 

推论 2.3 若 了 全 是 有 限 维 的 及 d(W) = d(V), 则 了 是 单 射 的 当 且 仅 当 它 是 
满 射 的 , 所 以 在 这 种 情况 下 , 单 射 性 、 满 射 性 与 双 射 性 都 是 年 价 的 . 

证 明 T 是 满 射 的 当 且 仅 当 R = W. 但 这 是 等 价 于 d(R) = d(W), 及 者 
d(W) = d(V), 则 定理 表示 为 等 价 于 d(N) = 0, 即 等 价 于 NN = {0}. 品 


定理 2.5 车 dV)=n 及 d(W)=m, 则 Hom(V,W) 为 有 限 维 的 及 其 维 数 为 


rn. 


证 明 由 定理 1.6 可 知 Hom(V,W) 同 构 于 W", 它 在 单身 0:(i = 1,… ,n) 之 
下 同 构 于 W 的 nn 个 子 空间 的 直 和 . 所 以 由 引 理 2.2 可 知 W" 的 维 数 为 学 ? m = 


mn. UD 


定理 2.5 的 另 一 证 明 将 在 第 4 市 给 出 . 


习题 
2.1 试 证 若 d(V) = n, 则 任何 n 个 元 素 的 生成 子 集合 为 一 个 基 . 
2.2 试 证 若 d(V) = mn” 则 任何 nn 个 元 素 的 独立 子 集合 为 一 个 基 . 
2.3 试 证 若 d(V) = 及 W 为 有 同样 维 数 的 一 个 子 空间 , 则 W 三 了 


2.4 试用 维 数 的 恒等式 证 明 , 若 f 是 一 个 n 维 空间 V 上 的 一 个 非 零 线性 泛 函 , 则 其 零 空间 
有 维 数 n 一 1. 
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2.5 试用 维 数 人 恒等式 证 明 , 若 f 是 一 个 有 限 维 空间 V 上 的 一 个 线性 泛 函 , 及 a 为 不 在 它 的 
零 空间 N 中 的 一 个 向 量 , 则 V=N 外 Ra 

2.6 给 定 一 个 n 维 疝 量 空间 VV 的 一 个 (n 一 1) 维 子 空间 和 N, 试 证 N 是 一 个 线性 泛 函 的 零 
空间 . 


2.7 合 XX 与 Y 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 Y 的 子 空间 , 及 假定 了 E Hom(V,W) 有 零 空间 
N = 外 Y. 试 证 T[X 十 Y] = TI[X] 外 TIY], 然后 由 引 理 2.2 及 定理 2.4 推出 定理 
2.3. 这 个 证 明 仍 依赖 于 以 六 = 车 为 其 零 空间 的 一 个 全 的 存在 性 . 我 们 知道 不 知 
道 任 意 这 样 的 T? 


2.8 试 证 耕 V 是 有 限 维 的 及 5S, T E HomV, 则 
So7T = 了 之 人 是 可 道 的 ， 


再 证 明 ToS = 了 人 一 了 是 可 着 的 , 
2.9 苍 商 空间 V/N 是 有 限 维 的 , 且 有 维 数 n, 则 称 一 个 向 量 空间 Y 的 一 个 子 空间 N 有 有 
限 余 维 数 n. 试 证 一 个 子 空间 NN 有 有 限 余 维 数 n 当 且 仅 当 N 有 一 个 维 数 n 的 补 子 空 
间 M( 将 VI/N 的 一 个 基 移 问 V). 不 要 假定 V 是 有 限 维 的 , 
2.10 试 证 者 Ni 与 N2 为 一 个 向量 空间 V 的 有 有 限 维 数 的 子 空间 , 则 入 = Ni nN。 有 有 
限 余 维 数 及 
cod(N) < cod(Ni) + cod(N,). 
( 当 &, 为 Ni 包含 & 的 陪 集 时 , 考虑 映射 上 上 < 6 ,E>.) 
2.11 在 上 面 习 题 中 , 假定 cod( 和 Ni) = cod(Na), 即 dV/Ni) = d(V/N2). 试 证 dNi/N) = 
ad(N2/N). 
2.12 给 定 V 中 非 零 向 量 8 及 V* 中 ff 使 1(B) 冯 0, 试 证 映射 £€ 局 f(&)B 的 某 标量 积 是 一 
”个 投影 . 再 证 任何 投影 都 有 一 个 按 这 一 方式 引起 的 一 维 值 域 . 
2.13 我 们 知道 在 欧 氏 三 维 空间 玛 中 一 个 原点 O 的 选择 导致 四 中 一 个 向 量 空间 结构 (在 
对 应 X Fy DOX 之 下 ), 及 这 个 向 量 空间 是 三 维 的 . 试 证 过 O 的 一 张 几何 平面 变 成 一 个 
二 维 子 空间 . 
2.14 一 个 m 维 平面 M 是 一 个 m 维 子 空间 六 的 一 个 平移 N 十 ao. 命 {Bi}? 为 的 任 
意 基 , 及 置 ai = 记 十 ao. 试 证 M 恰好 是 线性 组 合 


ya 其 中 Dz 二 1 


t+ 二 0 i 二 0 


所 成 之 集合 . 
2.15 试 证 习题 2.14 是 第 一 章 习题 4.14 的 一 个 推论 . 
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2.16 反之 试 证 若 一 张 平面 M 是 m + 1 个 元 素 的 仿 射 生成 , 则 它 的 维 数 < m. 
2.17 由 上 面 两 个 习题 , 试 编造 一 个 仿 射 子 空间 的 维 数 的 一 个 直接 定义 . 
2.18 试 由 下 面 的 定义 建议 写 一 篇 小 论文 . 知 条 件 


Sz 二 0 与 Szi=0 
0 0 


一 起 可 以 推出 
则 称 一 个 (m 十 1) 元 组 {ai}8 是 仿 射 独立 的 

2.19 一 个 向 量 空间 V 上 的 一 个 多 项 式 是 V 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 它 可 以 被 表示 为 线性 泛 了 
的 有 限 乘 积 的 一 个 有 限 和 . 定义 一 个 多 项 式 的 次 数 ; 定义 一 个 天 次 齐 次 多 项 式 . 试 证 明 
k 次 齐 次 多 项 式 的 集合 是 一 个 向 量 空 间 Xk. 

2.20 继续 上 面 的 习题 , 试 证 若 有 < k2 < :… < kw, 则 向 量 空间 {Xn;} 为 所 有 多 项 式 之 
向 量 空间 的 独立 子 空 间 ，[ 假 定 一 个 实 变量 的 多 项 式 p(t) 仅 当 它 的 所 有 系数 组 为 0 时 
才 是 零 多 项 式 . 对 于 V 上 任意 多 项 式 P, 考虑 多 项 式 palt) = Po 

2.21 命 < a 6 > 为 二 维 空间 V 的 一 个 基 , 及 命 < 入 ,4 > 为 对 应 的 坐标 投影 Mi 的 对 侦 
基 ). 试 证 每 一 个 V 上 的 多 项 式 “ 是 两 个 变量 入 与 4 的 多 项 式 ”. 

2.22 命 <a 6 > 为 一 个 二 维 向 量 空间 Y 的 一 个 基 , 又 命 < 入 ,4 > 为 对 应 的 坐标 投影 (V 
的 对 偶 基 ). 试 证 

< 和”, 入 1 pe > 

为 Y 上 次 数 为 2 的 齐 次 多 项 式 所 成 的 向 量 空间 之 一 个 基 . 类 似 地 ， 试 计算 二 维 向 量 空 
间 上 次 数 为 3 的 齐 次 多 项 式 空间 之 维 数 . 

2.23 命 V 与 W 为 二 维 向 量 空间 , 及 下 为 由 V 至 W 的 映射 试 利用 坐标 系 定义 为 平方 
的 概念 , 然后 证 明 它 关于 坐标 系 是 独立 的 . 试 将 上 面 习题 推广 至 较 高 维 数 及 较 高 次 数 . 

2.24 现在 命 丰 : Y 全 W 为 二 维 空间 之 一 个 映射 , 满足 对 于 任意 4,2 EY 及 任意 i! € 
W*，I(F(twu 十 0)) 为 一 个 t 的 二 次 函数 , 即 其 有 形式 at? 十 bt 十 c. 试 证 .下 是 按照 你 
在 上 面 习题 中 定义 的 平方 的 . 
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尽管 在 这 一 节 中 , 所 有 空间 都 将 被 假定 为 有 限 维 的 . 但 许多 定义 与 性 质 对 无 
限 维 空间 亦 正确 . 在 纯 代数 的 情况 与 代数 被 混 有 连续 性 假设 的 情况 之 间 是 有 一 
些 区 别 的 . 有 限 维 数 的 幸运 之 一 为 没有 这 种 复杂 性 . 正如 读者 可 能 从 我 们 已 经 过 


2.3 对 偶 空 间 .89 . 


到 过 的 特殊 线性 泛 函 , 特别 是 坐标 泛 函 的 个 数 , 推测 到 V 上 所 有 线性 泛 函 之 空 
闻 Hom(V 了) 将 起 着 一 个 特殊 的 作用 . 


定义 3.1 向 量 空间 的 对 偶 空 间 ( 或 共 县 空间 )V* 是 所 有 从 下 至 下 的 线性 
映射 的 向 量 空间 Hom(V, 民 ), 它 的 元 素 客 被 称 为 线性 汽 二 |. 


从 某 种 意义 上 讲 , 我 们 将 看 到 V 亦 是 V* 的 对 偶 空 间 (V 与 (V*)* 是 上 自然 地 
同 构 的 ), 所 以 两 个 空间 是 对 称 地 相关 联 的 . 我 们 将 简单 地 研究 一 下 零 化 ( 正 交 性 ) 
这 个 概念 , 它 的 源泉 在 于 这 种 关联 , 然后 我 们 将 看 到 Hom(V,W) 河 Hom(W*,V*) 
之 间 有 一 个 自然 同 构 . 这 给 予 数学 家 一 个 用 来 研究 Hom(V,W) 中 的 线性 变换 了 
的 新 的 工具 ; 了 与 其 像 T* 之 间 的 关系 揭示 了 7 本 身 的 新 性 质 . 


对 偶 基 ”在 开始 时 , 人 们 自然 地 要 问 一 个 空间 V* 有 和 多大, 我 们 立即 来 解决 
这 个 问题 . : : 

定理 3.1 命 {Bi}? 为 V 的 一 个 有 序 基 , 又 命 sj 为 对 应 的 了 上 第 了 个 坐标 
泛 函 : Ej(€) = zi) 此 处 E= > TiBi. 则 {ej}? 是 V* 的 一 个 有 序 基 . 


证 明 我 们 给 出 一 个 直接 初等 计算 的 证 明 . 
(a) 独立 性 . 假定 ?cye; = 0, 即 对 于 所 有 上 ee 21cici6) =0. 取 6= 0 
并 回忆 一 下 , 5; 的 坐标 n 元 组 为 帝 , 我 们 看 到 上 面 的 方程 化 成 了 ci = 0, 这 对 所 
有 i 皆 成 立 . 因此 , {e;}? 是 独立 的 . 
(b) 生成 性 . 首先 注意 基 展 开 上 = ) zip 可 以 被 改写 为 《= 2 e(6)Bi. 则 对 
于 任意 和 EV*, 我 们 有 AS = 21T1ci(6, 此 处 我 们 置 i = A(Bi). 好 入 = 2 tiei. 
这 证 明了 {ej}? 生成 V*, 及 与 (a) 一 起 可 知 它 是 一 个 基 . 口 


定义 3.2 V* 的 基 {e)} 被 称 为 V 的 基 {Bi} 之 对 偶 


如 通常 的 那样 , 我 们 的 基本 同 构 之 一 皆 潜 伏 于 这 个 之 后 , 但 我 们 将 它 的 揭示 
留 作 一 个 习题 . 


推论 3.1 d{(V*) = a(V). 
三 个 方程 
上 =y elé)B, MN= DMBi)e, ME) = >, NBi) .eil€) 
值得 去 考虑 . 前 面 两 个 对 称 地 关联 着 , 每 一 个 表示 一 个 向 量 的 基 展 开 , 其 系数 由 
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应 用 向 量 的 对 偶 基 的 对 应 元 素来 计算 . 第 三 个 是 上 与 和 之 间 的 自身 对 称 . 

由 于 一 个 有 限 维 空间 V 与 它 的 对 偶 空间 V* 有 同样 的 维 数 , 所 以 , 当然 它们 
是 同 构 的 . 事实 上 , 由 于 我 们 有 由 V 至 R" 相关 联 的 坐标 同 构 , 所 以 V 的 每 一 个 
基 定 义 了 一 个 同 构 , 即 由 了 至 V* 的 对 偶 基 同 构 , 从 而 有 由 V 至 V* 的 复合 同 
构 . 这 个 同 构 随 基 而 变化 . 然而 , 一 般 说 来 , 在 Y 与 V* 之 间 没 有 自然 同 构 . 

对 于 箔 卡 儿 空 间 本 则 是 另外 一 回 事 , 这 是 由 于 它 有 一 个 标准 基 , 所 以 与 它 
的 对 偶 空 间 (R*)* 有 一 个 标准 同 构 . 不 难看 出 , 这 是 同 构 a r* La, 此 处 Za(z) = 
yaizi 我 们 在 1.6 节 中 已 经 讨论 过 . 所 以 可 以 自由 地 去 将 Rr? 与 (R")* 等 同 起 
来 ， 在 此 仅 需 钳 记 住 的 加 当 我 们 认 构 站 n 元 组 a 为 一 个 线性 泛 函 时 , 我 们 的 
意思 是 证 熙 Za = > Ci 


第 二 共 辆 空间 ”一般 说 来 , 尽管 V 与 V* 不 是 自然 地 同 构 的 , 我 们 现在 将 看 
到 V 上 自然 地 同 构 于 V** = (V™)". 


定理 3.2 由 w(t,f) = f(6) 定义 的 函数 由: XV* 一 民 太 双 线 性 的 , 及 由 
V 至 V** 的 映射 上 o 是 一 个 自然 同 构 . 


证 明 在 这 个 课文 中 , 我 们 经 常 置 6* = ok, 所 以 &** 由 对 于 所 有 ET 
Ee*(f) = 6 所 定义 . w 的 双 线性 性 应 该 是 清楚 的 , 所 以 第 一 章 的 定理 6.1 可 以 
应 用 . 读者 可 由 (ci&1 十 c22)*(f) 开始 , 对 拓 m 各 的 线性 性 作 一 个 直接 的 验证 . 

这 个 映射 的 单 射 性 仍然 是 问题 . 若 ac 去 0, 我 们 可 以 找到 fe V* 使 f(a) 冯 0; 
一 个 方法 使 a 为 一 个 有 序 基 的 第 一 个 向 量 并 取 f 为 对 偶 基 中 第 一 个 泛 函 ; 则 
f(a) =1. 因为 a*(f) = f(a) 六 0, 我 们 特别 看 到 a** 去 0. 所 以 映 刚 5 一 上 ”是 
单 射 , 并 由 定理 2.4 的 推论 可 知 它 是 双 射 的 . 口 


如 果 我 们 设想 Y*#* 以 这 种 方式 自然 地 等 同 于 VV, 则 空间 与 V* 对 称 地 互 
相关 联 着 . 每 一 个 都 是 另 一 个 的 对 偶 . 在 表达 式 ' 帮 6 中 , 我 们 设想 两 个 记 与 都 
是 变量 , 然后 使 一 个 或 另 一 个 固定 从 而 有 两 种 解释 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 背 音 用 
一个 更 为 对 称 的 记号 , 如 < &,f >, 来 表示 我 们 的 意图 , 即将 两 个 记号 都 作为 变 
量 来 对 待 . 


引 理 3.1 车 {Ai} 是 V* 的 基 , 它 对 偶 于 V 的 基 {ai 则 {a 大 上 为了” 的 基 ， 
它 对 偶 于 了 的 基 {和 i}. 

证 明 我 们 有 ax*( AN) = Ni(ai) = 6 这 表示 ay* 是 第 i 个 坐标 投影 . 在 读者 
已 忘记 的 情况 下 , 基 表 达 式 f = cy 和 可 导出 oY*(f) = f(@i) = (2 C7 和 7)(0i) = 
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C12， 所 以 CQ 是 映射 f 局 cj. 国 


零 化 子 子 空间 在 这 个 对 偶 情 况 下 , 正 交 性 第 一 次 自然 地 出 现 . 然而 , 在 以 
后 的 谍 文 中 , Y 与 V* 已 经 被 一 个 标量 积 等 同 起 来 , 我 们 将 省 去 ' 正 交 ' 这 个 词 . 
我 们 将 在 此 说 一 个 集合 的 零 化 子 来 代替 它 的 正 交 补 . 


定义 3.3 若 A4CV, 则 A 的 零 化 子 A° 是 V* 中 所 有 满足 下 面条 件 的 1 之 
集合 : 对 于 所 有 aE A 有 f(a)=0. 


类 似 地 , 在 A CV*, 则 
4° = {a EV :对 于 所 有 f € 4,f(a) = 0}. 


右 我 们 将 V 看 成 (V*)*, 则 第 二 个 定义 就 含 于 第 一 个 之 中 . 

下 面 的 性 质 易于 证 明 , 我 们 将 它们 留 作 习题 : 

(1) 4° 总 是 一 个 子 空间 

(2) ACB= B°C 4? 

(3) (L(A))° = 4°. 

(4) (AUB)° = A°N B®". 

(5) AC A°°. 

我 们 现在 对 上 一 节 那 些 维 数 的 恒等式 , 再 增加 较 关 键 性 的 一 个 . 


定理 3.3 车 W 是 V 的 一 个 子 空间 , 则 d(V) = d(W)++d(W?°). 


证 明 命 {6}? 为 W 的 一 个 基 , 及 将 它 延 拓 为 V 的 一 个 基 {6;}?. 命 {和 i}? 
为 V* 中 的 对 偶 基 .我 们 宣称 {和 i}%41 为 W° 的 一 个 基 .， 首 先 , 看 了 > m, 则 
当 守 = 1,… ,Mm 时 , Ai) = 0, 所 以 由 上 面 的 (3) 可 知 X 在 W° 之 中 . 因 
此 {XAm+1,… ;和 nn} C We?, 现在 假定 fe W?, 及 命 f = jj;_1 Ci 和; 为 它 的 (对 
偶 ) 基 展 开 式 ， 则 对 于 每 一 个 i < m, 由 于 Bi €E W 及 f € W°, 所 以 我 们 有 
cj = f(Bi) = 0; 从 而 f= > m1 ci， 因此 W? 中 每 一 个 f 省 在 {Ai}%4i 的 
生成 之 中 . 综合 上 述 , 我 们 已 证 明 如 我 们 宣称 的 W? 是 {Ai}%%4i 的 生成 . 所 以 
dW°)+dW)= nm--m) 十 m= n= 4d(V). 定理 证 先 . 口 


推论 3.2 对 于 每 一 个 子 集 合 ACV 有 4? = L(A4). 


证 明 由 于 (L(A4))* = 4?, 所 以 由 定理 可 知 d(L(4)) + d(4°) = d(V). 我 们 亦 
有 d(4°) +d(4°°) = d(V*) = d(V). 因此 d4?) = dZ4) 及 由 上 面 (5) 可 知 
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L(A) C 4co, 所 以 L(A) = 4o". 口 


T 的 伴随 ”我 们 现在 将 看 到 , 对 于 Hom(V,W) 中 每 一 个 了 组 存在 Hom(W*， 
V*) 与 之 自然 地 相关 联 的 元 素 , 我 们 称 它 为 了 的 伴随 , 并 记 为 T*.T 了 与 T* 之 
间 密 切 的 关系 的 推论 之 一 为 T* 的 值 域 恰好 是 了 的 零 空 间 的 零 化 子 . 结合 我 们 
的 维 数 恒等式 可 知 这 可 以 推出 了 与 T* 的 值 域 有 同样 的 维 数 . 在 以 后 , 当 我 们 
建立 起 了 与 T* 的 矩阵 表示 之 间 的 联系 之 后 , 这 将 转 为 非常 神秘 的 事实 , 即 一 
个 m xn 矩阵 的 行 向 量 的 线性 生成 的 维 数 与 其 列 向 量 的 线性 生成 的 维 数 是 相间 
的 , 这 给 了 我 们 一 个 矩阵 秩 的 概念 . 在 第 五 章 , 我 们 将 研究 一 种 情况 ( 希 尔 伯 特 
空间 ), 其 中 我 们 给 出 V 与 V* 之 间 一 个 固定 的 基本 同 构 . 者 了 € HomV, 则 当 
然 T* e HomV*, 及 我 们 可 以 利用 这 个 同 构 “移送 ”T* 至 HomV. 但 现在 工 可 以 
与 它 的 (移送 的 ) 伴随 T* 相 比 较 , 而 它们 可 能 相等 . 即 了 可 能 自 伴 . 目 伴 变换 是 
“好 ”的 变换 , 正如 我 们 自己 在 简单 情况 中 所 看 到 的 , 及 很 幸运 地 , 从 理论 物理 引 
起 的 许多 重要 的 线 性 映射 都 是 自 伴 的 . 
若 Tc Hom(V,W) 及 1 € W*, 则 当然 1o T € V*， 而 且 , 由 第 一 章 , 定 
理 3.3 的 推论 可 知 映 射 1 Py 1o T(T 固定 ) 是 一 个 由 W* 至 V* 的 线性 映射 
这 个 映射 被 称 为 了 的 伴随 并 被 记 为 T*. 因此 T* € Hom(W*,V*) 及 对 于 所 有 
1 EW*,T*(l) =1oT. 


定理 3.4 映射 让 T* 是 由 向 量 空间 Hom(V,W) 至 向 量 空间 Hom(W”*， 
V*) 的 一 个 同 构 . 在 定义 域 与 值 域 的 有 关 假定 之 下 , 我 们 亦 有 (To5) = 二 59*ol. 


证 明 通过 了 全- T* 的 线性 性 , 我们 在 上 面 所 说 的 每 一 件 事 都 是 (1, 了 T) = lof 
的 双 线 性 性 的 一 个 推论 . 我 们 称 之 为 了 * 的 映射 仅 为 w7， 所 以 由 第 一 章 定理 6.1 
即 得 出 了 T* 的 线性 性 . 读者 可 能 再 次 受益 于 由 (ci1Ti + c272)* (2) 开始 的 一 个 
直接 的 线性 性 验证 . 
欲 知 T 履 T* 是 单 射 的 , 我 们 取 任 意 T 关 0 并 选取 aeEV 使 T(a) #0. 我 们 
再 选取 1e Wr* 使 1!(T(a)) 关 0. 由 于 1(T(@)) = (T*(D))(a)， 所 以 我 验证 了 天 0. 
其 次 , 若 d(V) = m 及 d(W) = n, 则 由 定理 3.1 的 推论 亦 有 d(V*)= 二 mm 及 
d(W*) =n, 又 由 定理 2.5 可 知 d(Hom(V,W)) = mn = d(Hom(W*,V*)). 因此 单 
射 映射 局 T* 是 一 个 同 构 (由 定理 2.4 的 推论 ). 
最 后 , (ToS) =1o(ToS)= (loT)oS = 5*(loT)= 5*(7"(D)) = (S* oT*), 
所 (ToS)* =5"of". 口 
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读者 可 能 会 猜想 在 了 与 V** 等同 之 下 , T** 变 成 与 人 等 同 起 来 . 这 是 的 , 这 
古称 同 构 上 mm 和 为 自然 的 真正 理由 . 我 们 将 在 本 节 末 回 到 这 个 问题 上 来 , 同时 
我 们 记录 一 个 重要 的 基本 恒等式 . 


定理 3.5 (R(T*))° = N(T) 及 N(T*) = (R(T))®. 


证 明 当 出 现下 面 语句 时 ,它们 定义 地 成 对 等 价 : 1 e N(T*), T*(1) = 0,1oT = 
0, 对 于 所 有 & EV 有 人 (T(&)) = 0, LE (R(T))*. 因此 NT*) = (R(T))*. 另 一 个 
的 证 明 是 类 似 的 , 留 给 读者 来 做 . [从 we N(T) 开始 及 结束 于 a € (R(T*))*.] 口 


一 个 线性 变换 的 秩 为 它 的 值 空间 的 维 数 . 
推论 3.3 T* 的 秩 等 于 了 之 秩 . 


证 明 由 定理 2.4 与 3.3 可 知 R(T) 与 (N(T))? 之 维 数 各 为 dV) -ad(N(7))， 
及 由 上 面 定理 可 知 第 二 个 等 于 dR(T*)). 所 以 , dR(T)) = d(R(T*)). 国 


并 向 量 考虑 Hom(V;W) 中 任意 7, 它 的 值 域 是 一 维 的 . 若 8 是 M 中 一 
个 非 零 问 量 , 则 z 上 z6 是 一 个 基 同 构 0:R 一 MM 及 0-1oT:V 一 RR 是 一 个 
线性 泛 范 入 EV*. 所 以 了 = 09o 和 及 对 于 所 有 ,T(E) = A(&)8. 我 们 记 这 个 为 
了 = A(:)8, 并 称 任意 这 种 了 为 一 个 并 向 量 . 


5| 理 3.2 车 荆 为 并 向 量 和 (:)B, 则 T* 是 并 向 量 8**(.) 入 . 


证 明 (7T*(D)(&) = (Lo T)(€) = LT(O)) = UAE)B) = LA 所 以 TD = 
(BA= (DA, KT = 2)A. DD 


* 再 论 目 然 同 构 我 们 现在 可 以 更 精细 地 来 前述 目 然 同 构 的 概念 ， 由 上 面 
我 们 看 到 由 一 个 有 限 维 向 量 空间 WV 到 它 第 二 对 侦 的 所 有 同 构 之 中 , 我 们 可 以 自 
然 地 挑 出 一 个 , 即 映射 £ 上 局 &**, 此 处 对 于 所 有 V* 中 上 有 5 和 (JP = 7 让 我 
们 称 这 个 同 构 为 ev… 目 然 : 这 个 字 的 学 术 含 义 在 于 所 有 这 些 同 构 的 集合 {pv】， 
我 们 发 现 了 一 种 对 于 每 一 个 空间 WV 选取 一 个 同 构 pv 的 方式 , 并 发 现 证 明 这 是 
一 个 “自然 的 ”选择 是 由 于 各 种 ov 是 互相 关联 着 的 这 种 顺 当 的 方式 . 欲 看 出 关 
于 这 一 点 的 含意 , 我 们 考虑 两 个 有 限 维 空间 六 与 不 及 一 个 Hom(V,W) 中 的 映 
射 了 . 则 T* € Hom(W*,V*) 与 7T** = (T*)* € Hom(V*,W**). 关于 四 个 映射 
T,T** ,pv 与 pw 的 安置 可 以 被 显示 一 张 图 如 下 : 
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fk 
下 


这 个 图 指出 了 由 了 至 W** 的 两 个 映射 pw oT 了 与 T**owpv, 者 对 于 任意 VW 与 
T, 这 两 个 映射 总 是 相等 的 , 则 我 们 定义 同 构 {pv} 的 集合 为 自然 的 . 这 是 两 种 方 
法 围绕 图 形 行进 得 到 同样 结果 的 条 件 , 即 图 形 是 可 交换 的 . 


当 V 被 等 同 于 V"“( 由 pv) 及 玉 被 等 同 于 现 " (被 wwr), 则 这 是 了 " 变 成 "了 
的 条 件 之 另 一 途径 . 我 们 将 证 明 留 作 一 个 习题 . 


习题 


3.1 命 9 为 由 一 个 向 量 空间 V 至 R" 的 一 个 同 构 . 试 证 泛 函 {frie 0}? 构成 Y” 的 一 个 基 . 


3.2 试 证 由 及" 至 (R”")* 的 标准 同 构 , 即 我 们 由 R” 的 标准 基 ( 恒 等 元 ) 的 坐标 同 构 与 (R”)* 
的 对 偶 基 同 构 之 复合 而 得 到 的 , 恰好 是 我 们 的 朋友 a m la, 此 处 ja(z) = ?21 aizi( 试 
证 对 偶 基 同 构 为 a 271 Qi7i). 


3.3 由 定理 1.6 我 们 得 知 Y 的 一 个 基 {6;} 的 选取 定义 了 一 个 从 W” 至 Hom(V,W) 的 同 
构 , 这 里 W 为 任何 向 量 空间 . 应 用 这 个 事实 及 定理 1.3 得 到 V” 的 一 个 基 , 并 试 证 这 
个 基 是 {Bi} 的 对 侦 基 . 


3.4 试 证 课文 中 列举 的 关于 4A” 的 性 质 

3.5 试 找 出 Ra 中 < 1,1,1 > 的 零 化 子 (的 一 个 基 ).( 利 用 (R*)* 与 R 的 同 构 将 基 向 量 表 
为 三 元 组 .) : 

3.6 试 找 出 Ra 中 {< 1,1,1 >,< 1,2,3 >} 的 零 化 子 (的 一 个 基 ). 

3.7 试 找 出 Rt 中 {< 了 1,1,1 >,< 1,2,3,4>} 的 零 化 子 (的 一 个 基 ). 

3.8 试 证 苦 耻 = MN, 则 V*= MN 

3.9 试 证 若 M 为 一 个 n 维 向 量 空间 V 的 任意 子 空间 及 AM ) 三 rp, 则 M 可 以 被 看 成 V 


的 m 个 元 素 的 一 个 独立 子 集 合 的 线性 生成 或 V* 的 nn 一 mm 个 元 素 的 一 个 独立 子 集合 
(的 零 空 间 的 交 ) 的 零 化 子 . 


3.10 若 刀 = {fi}? 为 V(B CV*) 上 线性 泛 函 的 一 个 有 限 集合 ， 则 它 的 零 化 子 仅 为 证 项 上 
的 零 空 间 Ni = N( 户 ) 的 交 N = 门 ? Ni. 试 陈述 本 课文 中 定理 3.3 的 对 侦 . 即 取 W 为 
泛 函 所 的 线性 生成 , 所 以 W C V* 及 W”CV. 陈述 推论 的 对 偶 . 


3.11 试 证 下 面 定 理 是 定理 3.3 的 推论 的 一 个 结果 . 


2.3 对 偶 空 间 :95 ， 


定理 3.6 命 N 为 V 上 线性 泛 画 的 一 个 集合 { 太 地 的 零 空间 的 交 门 * Ni, 并 假定 
V”* 中 的 9g 在 入 上 为 索 . 则 9 为 集合 {五} 了 的 一 个 线性 组 会 ， 


3.12 定理 3.3 的 一 个 推论 为 : 若 W 为 V 的 一 个 真子 空间 , 则 至 少 存在 V* 中 一 个 非 零 线 
性 泛 函 使 在 W 上 有 f = 0. 试用 初等 方法 直接 地 证 明 这 个 事实 (你 被 允许 去 构造 一 
个 适当 的 基 .) 

3.13 一 个 向 量 空间 V 上 的 一 个 线性 泛 函 的 m 元 组 {天}? 定义 了 一 个 由 VV 到 Rm 的 线性 
映射 a 中 < 所 (a),… , fn(a) >. 这 里 用 到 了 什么 定理 ? 试 证 这 个 线性 映射 的 值 域 是 
整个 Rm 当 上 且 仅 当 { 户 } 是 一 个 泛 函 的 独立 集合 .[ 提 示 : 若 值 域 是 一 个 真子 空间 WW， 
则 存在 一 个 非 零 m 元 组 a 使 对 于 所 有 ze W, "aizi = 0 


3.14 继续 上 面 的 习题 , 试问 什么 是 线性 映射 a 吓 < 万 (ap ,fm(a) > 的 零 空 间 N? 着 9g 
为 一 个 线性 泛 函 , 它 在 N 上 取信 零 , 现在 作为 上 面 习题 及 第 一 章 定理 4.3 的 一 个 推论 ， 
试 证 9 是 到 的 一 个 线性 组 合 .( 假 定 集合 {所} 是 独立 的 ,) 


3.15 详细 写 出 T” 是 线性 的 之 证 明 [对 于 给 定 Hom(V, WW) 中 之 了 ]. 同时 直接 地 证 明 了 一 
T* 是 线性 的 . 


3.16 试 证 定理 3.5 的 另外 一 半 
3.17 当 i 二 1,2 时 , 命 6 为 由 Vi 至 VW* 的 同 构 ,a ra" 并 假定 给 定 TE Hom(Vi, Va). 
不 严谨 的 语句 了 = T** 的 精确 含义 为 


坟 


T 一 bo7Tobr 或 T**o0=00oT. 


试 证 这 个 恒等式 , 像 通常 那样 , 我 们 用 证 明 它 对 于 每 一 个 a € Vi 皆 成 立 来 论证 它 
3.18 命 06:R* 一 VV 为 一 个 基 同 构 . 试 证 若 (R")* 以 自然 的 方式 等 同 于 R”*, 则 伴随 六 是 
对 偶 基 的 坐标 同 构 


3.19 命 w 为 Yx 人 上 的 任意 双 线 性 谤 函 . 则 两 个 相关 的 线性 变换 为 由 (T(&€))(n) = w(é,n7) 
定义 的 工 :V 二 W* 及 由 (9(7))G = w(t&,n) 定义 的 5S:W 一 V", 试 证 大 W 等同 
于 W**, 则 5S=7"， 

3.20 假定 f € (R™)” 有 坐标 m 元 组 a[f(y) = Yaiyi] 及 了 E Hom(R",R™") 有 和 矩阵 
t 二 {ti;}. 试 利用 所 有 这 些 坐 标 写 出 数 f(T(z2)) 的 显 式 表达 式 . 试 重新 安排 和 , 使 它 
以 形式 


g(z) = > Diz: 
l 


出 现 , 然后 读 出 用 a 表示 b 的 公式 . 
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2.4 ”矩阵 


矩阵 与 线性 变换 在 第 一 章 中 , 读者 已 经 学 到 了 关于 和 抢 阵 与 它 跟 线性 变换 
关系 的 一 些 事情 ; 我 们 更 系统 的 讨论 将 从 复习 这 些 早 先 的 材料 开始 . 按照 通常 的 
概念 , 矩阵 是 一 个 数 的 长 方形 阵 , 如 


注意 第 一 个 指标 数 是 行 指标 而 第 二 个 指标 数 是 列 指标 . 如 果 在 这 个 阵列 中 共有 
m 行 及 n 列 , 则 称 这 是 一 个 (m x n) 矩阵 . 这 个 概念 是 欠 精 确 的 . 一 个 长 方形 阵 
是 画 出 一 个 矩阵 的 一 种 方式 , 但 一 个 矩阵 真正 地 是 一 个 函数 , 恰 如 一 个 序列 是 一 
个 函数 . 利用 记号 元 = {1,… ,m}, 则 上 面 的 矩阵 就 是 一 个 函数 , 对 于 元 x 元 中 
的 每 一 个 整数 对 < i,; > 都 给 出 一 个 数 . 所 以 它 是 集合 RYX” 中 的 一 个 元 素 . 两 
个 m x m 矩阵 的 加 法 按照 明显 的 位 置 到 位 置 的 方式 来 进行 , 它 仅仅 是 R™*” 中 
两 个 函数 的 加 法 ; 对 于 标量 乘法 同样 成 立 . 所 以 所 有 m xm 矩阵 的 集合 是 向 量 空 
间 R™XT, 即 具有 一 个 有 点 想像 的 有 限 指标 集合 的 第 卡 儿 空间 . 对 于 < i,j> 上 
的 函数 t 的 值 t(i, 7), 我 们 将 采用 习惯 的 指标 记号 ti;, 及 我 们 亦 将 t 记 为 {tij}， 
这 正如 我 们 对 序列 及 其 他 加 标 集 合 所 做 的 一 样 . : 

矩阵 的 其 他 性 质 源 于 m x n 矩阵 与 变换 TE Hom(R",R") 之 间 的 对 应 性 . 

下 面 的 定理 重 述 了 第 一 章 的 结果 . 见 第 一 章 的 定理 1.2, 1.3 与 6.2, 及 1.6 
末 关 于 线性 组 合 映 射 的 讨论 . 


定理 4.1 命 {tij} 为 一 个 m xn 算 阵 , 及 妆 7 二 1.…,n 时 , 命 如 为 m 元 
组 , 它 为 和 拭 阵 的 第 7 列 . 则 存在 一 个 惟一 的 工 E Hom(R", 民 ™) 使 骨架 全 = { 隐 让 
满足 T(61) 二 革 对 所 有 了 成立 .下 被 定义 为 线性 组 合 映射 2 中 Y 二 j=-1 Ti， 
TT 的 一 个 等 价 表 示 为 标量 万 程 组 


nn 
Yi 二 tbij Xj, i 二 1,..…. ,mMm. 
j=1 


Hom(R" ,了 Rm) 中 每 一 个 本 都 从 这 个 万 式 引起 , 及 由 RTYX7 至 Hom(R ,及 ”) 
的 双 射 ，{tij} 品 工 是 一 个 自然 同 构 . 


2.4 和 矩阵 .97. 


这 里 需要 作 的 仅 有 的 注 记 为 : 将 一 个 mm xn 矩阵 与 一 个 各 元 组 的 n 元 组 等 
同 起 来 时 , 我 们 使 用 了 对 偶 性 的 标准 等 同性 之 一 ( 见 0.10 节 ). 我 们 处 理 着 真正 不 
同 的 空间 R™YX5 与 (R%)” 之 间 的 自然 同 构 , 好 像 它们 是 恒 等 的 . 

我 们 也 可 以 用 {ti;;} 的 行 的 方式 使 工 与 {ti;} 相关 联 ， 如 上 , 取 m 元 组 
方程 y = D7_1 zit 的 第 i 个 坐标 , 则 得 等 价 而 熟悉 的 数值 (标量 的 ) 方程 组 
yi 二 D1tjTj(i 二 1,… ,m). 现在 由 R" 至 RR 的 映射 2 mm >;-107; 是 KR 
上 最 一 般 的 线性 泛 函 . 所 以 在 上 面 的 数值 方程 组 中 , 我 们 仅 用 到 了 和 窍 阵 {ti;} 的 
m 个 行 去 给 出 R* 上 线性 泛 函 的 m 元 组 , 由 第 一 章 的 定理 3.6 可 知 它 等 价 于 
Hom(R",R™") 中 单个 m 元 组 值 的 线性 映射 T. 

任意 有 限 维 空间 Y 与 W 的 有 序 基 的 选择 允许 我 们 将 上 面 定 理 转 全 Hom(V， 
W). 由 于 我 们 现在 使 R™Yx7 中 一 个 矩阵 t 相关 于 Hom(V,W) 中 一 个 变换 了 , 所 
以 我 们 将 上 面 讨论 的 Hom(R" ,BR ) 中 的 变换 记 为 工 


定理 4.2 命 {aj}? 与 {Bi}? 分 别 为 向 量 空间 了 与 W 的 有 序 基 . 对 于 
R™X7 中 的 每 一 个 和 矩阵 {ti;}, 命 了 为 H(V,M) 中 惟一 的 元 素 , 它 满 足 了 (oaj) = 
5 Bi(j = 1 0). 则 映射 {4j} 个 工 是 一 个 由 RR”*x” 至 Hom(V,W) 的 同 
构 . 


证 明 我 们 仅仅 联合 上 面 定理 中 的 同 构 {tij} nm 了 与 由 Hom(R",R") 至 
Hom(V, W) 的 同 构 荆 上 户 了 = 小 oTo wp-1, 此 处 yp 与 幼 为 两 个 给 定 的 基 同 构 . 
则 工 为 定理 中 所 描述 的 变换 , 这 是 由 于 T(aj) = wT(p-1(ay))) = w(T(67)) = 
w(t) = tijBi. 映射 {t mm 了 是 两 个 同 构 之 合成 , 所 以 是 一 个 同 构 . 图 


用 略微 不 同 的 方式 观察 一 下 我 们 刚刚 做 过 的 事 是 有 益 的 . 给 定 矩 阵 {ti;}, 命 
Tt; 是 WW 中 的 向 量 , 它 的 坐标 mm 元 组 是 矩阵 的 第 7 列 ,所 以 Tj = D1 tiyBi 
则 命 工 为 Hom(V,W) 中 惟一 的 元 素 , 它 满足 T(aj) = Tj(7 = 1,… ,n). 现在 我 
们 由 下 面 的 两 步 从 {ti;;} 得 到 了 : 在 定理 1.6 给 出 的 由 Hom(V,W) 至 W” 的 同 
构 之 下 , T 对 应 于 n 元 组 {Tj}?, 及 由 W 与 R"m 之 间 的 坐标 同 构 延 拓 为 它 的 由 
mm 至 (Rn 之 乘积 同 构 而 得 {T;}? 对 应 于 定 阵 {tij}. 


推论 4.1 若 YY 为 WW 中 向 量 有 的 坐标 m 元 组 及 为 V 中 的 坐标 nn 元 组 
(关于 绘 定 基 )， ay i 二 T(E) 当 且 仅 当 yi 一 D1 tijyTi( 一 1,.…- ,1 ). 


证 明 我 们 知道 标量 方程 等 价 于 y = T(z), 它 是 方程 y= "oTow(z). 同 
构 % 转换 这 个 方程 为 方程 7 = T(&). 口 
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我 们 现在 的 问题 为 去 寻找 线性 变换 之 回 的 关系 的 矩阵 类 似 . 对 于 管 卡 儿 空 
间 R”* 之 闻 的 变换 , 这 是 相当 直接 而 不 困难 的 事 , 这 是 因为 我 们 知道 这 里 矩阵 对 
于 变换 是 自然 的 目 我 替代 . 但 是 , 当 我 们 离开 身 卡 儿 空 间 时 , 一 个 变换 了 就 不 再 
由 任何 自然 的 方式 得 到 矩阵 , 而 当 基 已 被 选 好 与 第 卡 儿 空间 的 一 个 对 应 的 了 被 
得 到 时 , 才 得 到 一 个 矩阵 . 现在 所 有 和 矩阵 都 是 关于 选取 基 而 被 决定 的 , 所 有 的 计 
算 因 必须 出 现 基 与 坐标 同 构 而 者 是 复杂 的 . 有 两 种 方式 来 处 理 这 种 人 情况 . 第 一 种 
办 法 , 也 是 常用 的 方法 为 对 一 般 空间 V 直接 去 描述 事物 , 并 且 就 去 接受 涉及 基 
与 对 偶 基 的 、 相 应 不 太 透 明 的 、 必 然 比 较 复杂 的 语句 . 另 一 种 可 能 性 为 首先 读 出 
关于 第 卡 儿 空 间 的 答案 , 然后 再 经 过 坐标 同 构 将 它们 重 写 出 来 . 


引 理 4.1 矩阵 元 素 大; 可 以 由 了 通过 公式 

tk; = Lk(T (0)) 

而 得 到 , 此 处 jk 为 W* 中 对 偶 基 的 第 玉 个 元 素 . 
证 明 /人 (T(ah)) = pp (Di tbBi) = Ditihe(Bi) = Ditijds = tky. 口 


用 黎 卡 儿 空 间 的 术语 , (67) 是 TT 的 矩阵 {ti;} 的 第 7 个 列 m 元 组 好 ,及 tk; 
为 妈 的 第 大 个 坐标 . 由 线性 映射 的 观点 , 第 上 个 坐标 是 应 用 第 上 个 坐标 投影 mx 
而 得 到 的 , 所 以 如 = me(T(57)). 在 基 同 构 之 下 , mk 变 成 了 Mr, 工 变 成 了 了 0 
变 成 了 aj, 及 稍 卡 儿 恒 等 变 成 了 引 理 之 忆 等 . 

转 置 mm x n 和 矩阵 {tij} 的 转 置 是 由 声 = tji( 对 所 有 纪 站 定义 的 nxm 拓 
阵 { 怒 }. t* 的 行当 然 就 是 t 的 列 , 且 其 逆 亦 真 . 


定理 4.3 关于 W* 与 V* 中 对 偶 基 的 了 的 矩阵 就 是 了 的 夫 阵 的 转 置 . 
证 明 若 s 为 7 的 矩阵 , 则 由 引 理 3.1 写 4.1 可 知 
3ji = oF (TH)) = a7 (pi oT) 
= (pi0T)(0;) = pi(T(03)) = tiy. | D 


定义 4.1 算 阵 {tij} ER >” 的 行 空 间 为 由 了 个 行 向 量 生 成 的 Rn 的 子 空 
间 ， 类 似 地 , 列 空间 是 由 了 m 中 也 个 列 向 量 生成 的 ， 


推论 4.2 一 个 红 阵 的 行 与 列 空 间 有 相同 的 维 数 . 


2.4 矩阵 99 ， 


证 明 知 了 为 由 T(2) = 如 定义 的 Hom(R”,R"m) 的 元 素 , 则 矩阵 {ti;;} 中 列 向 
量 的 集合 {如 是 在 全 之 下 , R" 的 标准 基 之 像 , 所 以 是 它 的 生成 , 这 就 是 我 们 所 
朝 的 定 阵 的 列 至 同 , 它 恰 为 工 之 值 域 . 特别 列 空间 的 维 数 等 于 d(R(T)) = rank 了 

由 于 T* 的 窍 阵 为 矩阵 t 的 转 置 ##， 类 似 地 , 我 们 得 知 T* 的 秩 为 t* 的 
列 空间 的 维 数 .但 #* 的 列 空间 是 t 的 行 空间 , 因此 推论 的 结论 归结 为 恒等式 
rank 7T* 二 rank 了, 这 就 是 定理 3.5 的 推论 . 口 


这 个 共同 的 维 数 被 称 为 矩阵 的 铁 . 

和 矩阵 乘积 奋 人 E Hom(R", Rm ) 及 SE Hom(R™,R'), 则 当然 RR 二 SoT Ee 
Hom(R”, 民 ), 由 分 别 表示 5 与 工 的 矩阵 s 与 上 来 计算 R 的 矩阵 7 的 确 应 该 是 
可 能 的 . 为 了 作 这 个 计算 , 我 们 置 y = T(x) 与 z = S(y), 所 以 z = (SoT)(z) = 
R(z2). 用 窍 阵 t 与 s 表示 的 等 价 标量 方程 为 


nn re 
Yi 一 >》 tihpZh 柯 zk 二 >》, Skiyi) 
h=1 


% 二 1 
所 以 


7 n 
Zk 二 >》, Ski > tipTh = 3 (> Ski tn | oh Th. 


1 二 1] h=1 h 二 1 AN 一 1 


但 是 zk 一 > jl rghTh (Kk 一 二 ,1). 取 L 为 5, 我 们 得 


Tkj 二 > smitij, 对 于 所 有 上 与 7 成立 . 
?一 1 

因此 我 们 找到 了 映射 RR 二 SoT :zx 一 的 矩阵 7 的 公式 . 当然 , ” 被 定义 为 矩 
阵 s 与 上 的 乘积 , 我 们 记 为 "= 二 s:t 或 r= st. 

注意 为 了 使 乘积 st 可 以 被 定义 , 左边 因子 的 列 的 个 数 必须 等 于 右边 因子 的 

行 的 个 数 . 我 们 由 s 的 第 开行 及 同时 二 的 第 7 列 , 如 我 们 所 进行 的 , 将 它们 的 对 

应 元 素 采 起 来 再 将 习 积 的 结果 加 起 来 即 得 元 素 rp;. 这 个 过 程 表 述 于 图 2.1 之 
中 . 用 了 上 标量 积 (zx,y) = > ziyi 的 语言 , 我 们 看 到 ” = st 中 的 元 队 rk; 是 
s 的 第 上 行 与 t 的 第 7 列 的 标量 积 . 

由 于 我 们 已 经 定义 了 两 个 矩阵 的 乘积 为 它们 对 应 变换 的 乘积 之 疮 阵 ， 即 映 
射 了 Fy {ti;} 保持 乘积 (So7 喇 st), 所 以 由 第 一 章 的 定理 4.1 的 一 般 原 则 可 知 
变换 的 合成 适合 的 代数 定律 将 自动 地 对 矩阵 的 乘积 成 立 . 例如 , 我 们 未 作 一 个 具 
体 的 计算 就 知道 矩阵 的 乘法 是 可 结合 的 . 对 于 方 阵 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 
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(Xm) x (m X n) = (Xn) 


定理 4.4 n x n 方 阵 的 集合 MA。 是 一 个 代数 ， 它 自然 地 同 构 于 代数 
Hom(R" ). 


证 明 我 们 已 知 TT 瞩 {tij} 是 由 Hom(R") 至 Mn 的 一 个 自然 线性 同 构 ( 定 
理 4.1), 且 我 们 已 经 定义 了 矩阵 的 乘积 , 所 以 映射 亦 保持 乘法 . 所 以 我 们 由 关于 
在 Hom(R") 中 成 立 的 第 一 章 的 定理 3.5 的 观察 得 知 代数 (对 于 一 个 代数 ) 的 害 
律 对 M; 成 立 . 口 


Hom(R"*) 中 的 恒 等 元 工 取 基 疝 量 7 至 自身 ， 所 以 它 的 矩阵 e 有 妨 为 它 的 
第 ; 列 : ef = 61. 因此 当 i=j 时 有 eij = 六 二 1; 当 i 了 jj 时 , eij = 名 二 0. 即 称 
陈 e 在 其 主 对 角 线 上 有 值 1( 从 左上 角 至 右 下 角 ), 而 其 他 位 置 皆 为 0. 由 于 在 代 
数 同 构 工 吕 二 之 下 ,Te, 所 以 我 们 知道 在 矩阵 乘法 中 , e 是 单位 元 . 当然 我 们 
可 以 直接 地 来 验证 : 2 入 1 tijejk = tik， 类 似 地 将 e 乘 在 左边 . 记号 “e: 是 含糊 的 ， 
我 们 曾 用 它 表示 对 于 任意 n, n xn 方 阵 空间 R**" 中 的 单位 . | 


推论 4.3 一 个 nxn 方 阵 有 一 个 乘法 北 元 当 且 仅 当 它 的 秩 为 也 


证 明 出 定理 可 知 存在 一 个 se Mn 使 st =ts=e 当 且 仅 当 存在 一 个 
9 ce Hom(R") 使 $oT =ToeS= 工 但 这 样 一 个 3 存在 当 且 仅 当 了 是 一 个 同 构 ， 
及 由 定理 2.4 的 推论 可 知 这 等 价 于 工 的 值 域 的 维 数 为 n. 但 这 个 维 数 等 于 七 的 
秩 , 证 完 . 口 


如 果 一 个 方 阵 (或 HomV 中 一 个 变换 ) 是 可 逆 的 , 则 称 它 为 非 奇 异 的 . 


定理 4.5 若 {Qs}?, {Bj}T, 及 {Yk 分别 为 向 量 空间 U,V, 性 W 的 有 序 基 ， 
又 车 TEHom(U,V) 与 SE Hom(V,W), 则 SoT 的 答 阵 为 9 与 工 (关于 给 定 基 ) 
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的 矩阵 的 乘积 . 


证 明 由 定义 可 知 So7 的 矩阵 为 Hom(R" ,到 ) 中 ,50T =x-!1o(SoT)ow 
的 矩阵 , 此 处 p 与 XX 为 U 与 W 的 给 定 基 同 构 . 但 若 为 Y 的 基 同 构 , 则 


So7T=(xrioSoW 轨 op o7Toop)=5o7， 


所 以 由 矩阵 乘法 的 定义 可 知 它 的 矩阵 是 5 与 了 的 矩阵 之 乘积 . 后 者 是 3 与 工 
关于 给 定 基 的 矩阵 , 将 上 述 观 察 综合 起 来 即 得 定理 . 口 


矩阵 乘积 与 转 置 之 间 有 一 个 简单 的 关系 . 
定理 4.6 若 和 阵 乘积 st 已 定义 , 则 太 s* 亦 然 , 于 十 4*s* 二 (8t)". 
证 明 一 个 直接 的 计算 是 容易 的 . 我 们 有 


mm 
(st)ijx = (St)k -Da ij = 》 si = (ts" )jk 
+ 二 1 


因此 如 所 宣称 的 (st)* = #8”. 口 


这 个 恒等式 显然 是 变换 恒等式 (5oT)* = 7T*o5* 的 矩阵 形式 , 及 如 来 需 要 ， 
它 可 以 由 后 面 恒等式 推导 出 来 . 

笛 卡 儿 向 量 作为 矩阵 我 们 可 以 将 n 元 组 = =< z1,… ,zn > 或 者 看 成 
一 个 n x 1 矩阵 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 称 它 为 一 个 列 向 量 ; 或 者 可 替代 地 看 成 一 
个 1 x n 矩阵 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 称 它 为 一 个 行 向 量 . 当然 这 种 恒 等 性 是 自然 
同 构 . 这样 做 的 部 分 原因 为 方程 y; = 于 tijz; 确切 地 说 为 列 向 量 y 为 七 与 
列 向 量 z 的 矩阵 积 , 即 y = tz. 当 Rr 被 看 成 n xX 1 列 向 量 空间 时 , 线性 变换 
T :Rn _，》，Rm 变 成 了 堪 乘 以 一 个 国定 的 矩阵 t. 基于 这 个 原因 , 我 们 将 取 列 向 量 
为 一 个 nn 元 组 x 的 标准 矩阵 表示 ; 则 x* 为 对 应 的 行 向 量 . 

特别 , 一 个 线性 泛 函 FF € (R")* 变 成 了 它 的 矩阵 的 左边 乘法 , 这 当然 是 1 x 

n( 为 由 了 至 民 !), 所 以 这 仅仅 是 R" n 元 组 的 行 矩 阵 表 示 . 即 在 由 R"” 
至 (R*)* 的 自然 同 构 a Za 中 , 此 处 Ta(z) = 21 ai7i， Ta 可 以 被 解释 为 将 
一 个 n 元 组 a 看 成 行 癌 量 a* oe 行 向 量 (1 x n 矩阵 )a* 与 列 癌 量 
(n x 1 矩阵 )z 的 矩阵 乘积 为 一 个 1 x 1 矩阵 wz, 即 一 个 数 . 

现在 让 我 们 看 看 关于 T*, 这 些 观察 能 得 到 什么 . 数 La(T(z)) 是 1x1 和 钴 阵 
a*tx， 由 T* 的 定义 可 知 La(T(z)) = (T*(La))(z2), 所 以 我 们 得 知 放 陋 T*(La) 
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是 行 向 量 a*t 的 左 乘积 . 由 于 L。 的 行 向 量 形式 为 a*, T*(L6) 的 行 问 量 形式 为 
a*t, 所 以 这 证 明了 , 当 R* 上 的 泛 函 被 解释 为 行 向 量 时 , T* 就 变 成 了 上 的 右 乘 
积 . 这 仅仅 是 对 我 们 已 知 的 某 些 事 的 重复 . 我 们 如 果 取 转 置 使 行 向 量 转 成 元 
组 的 标准 列 向 量 , 则 它 证 明了 T* 为 #* 的 左 乘积 , 所 以 这 给 出 了 7T* 的 矩阵 为 
的 另 一 证 明 . 

基 的 变换 若 p:zrme=y>1zip 与 0:ymE= D1 iB; 为 V 的 两 个 基 
同 构 , 则 4 = -loop 为 Hom(R") 中 的 同 构 , 它 将 一 个 向 量 上 关于 基 {Bi;} 的 坐 
标 元 组 x 变 为 同样 向 量 关 于 基 {B81} 的 坐标 n 元 组 y. 同 构 4 被 称 为 “坐标 
变换 ” 同 构 . 利用 4 的 矩阵 a, 我 们 有 2 = az 如 上 . 

坐标 变换 映射 4 = 0-1op 不 应 该 与 看 来 类 似 的 工 =0oeo%p- 相 混淆 . 后 者 是 
V 上 的 一 个 映射 , 它 是 Hom(V) 的 一 个 元 素 , 将 每 一 个 Bi; 映 人 至 Bi. 


图 2.2 


我 们 现在 要 看 看 当 我 们 在 其 定义 域 与 值 域 空 间 变 换 基 时 , 一 个 变换 工 《 
Hom(V,W) 的 矩阵 会 发 生 什 么 ， 假 定 pl 与 pa 为 由 R* 至 Y 的 基 同 构 ,， 及 
由 与 Wo 为 由 Rm 至 W 的 基 同 构 , 及 t 与 妈 分 别 为 了 关于 第 一 个 与 第 二 个 基 
的 矩阵 . 即 t 为 T' = (0)-LoToope Hom(R",RR") 的 矩阵 , 类 似 地 有 t" 之 
含义 . 映射 4 = ozl opl € Hom(R") 是 关于 的 坐标 变换 映射 : 看 z 是 一 个 
向 量 £ 关于 第 一 个 基 的 坐标 n 元 组 即 上 = pi(z)j, 则 4(z) 为 关于 第 二 个 基 的 
坐标 n 元 组 . 类 似 地 , 命 B 为 W 的 坐标 变换 映射 > o 器. 则 图 2.2 将 有 助 于 
保持 这 些 空间 与 映射 的 各 种 直线 关系 . 我 们 称 这 个 图 是 可 交换 的 , 它 是 指 两 个 后 
之 间 的 两 条 道路 表示 同样 的 映射 , 选择 不 同 的 路 线 对 , 我 们 就 可 以 读 出 9 个 映射 
T TO TO ol oo A1;W1;W2,B 之 间 的 所 有 恒等式 . 例如 , T” 可 以 先 沿 4 之 递 同 
走 , 然后 沿 T', 最 后 沿 B 走 而 得 到 . 即 1 = BoT'o A-!. 因为 这 些 “ 外 图 映射 
都 是 第 卡 儿 空间 的 映射 , 所 以 我 们 可 以 读 出 对 应 的 矩阵 恒等式 


1" 一 pt'a- 


这 显示 了 了 关于 第 二 对 基 的 矩阵 如 何 从 它 关 于 第 一 对 基 的 抢 阵 而 得 到 
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在 读 出 上 面 恒等式 时 , 我 们 真正 做 的 事 是 从 图 中 的 长 路 径 里 由 定义 消去 某 
些 折 回 的 步骤 . 因此 由 定义 , 我 们 得 到 


BoT'oA = (ww ow%)o(W oTop)o(pr op2)=W oTop2=T". 


在 上 面 的 情况 中 , 定义 域 与 上 域 空间 是 不 同 的 , 而 两 个 基 变 换 是 彼此 独立 的 . 
若 W =V, 则 Te Hom(V), 当然 我 们 只 要 考虑 一 下 基 变 换 . 于 是 , 公式 变 成 


t’'=a.t.a . 


现在 我 们 考虑 一 个 线性 泛 函 Fe V*. 车 f" 与 户 为 被 考虑 为 列 向 量 (nx 1 
矩阵 ) 它 的 坐标 n 元 组 , 则 玉 关 于 这 两 个 基 的 矩阵 为 行 向 量 (f')* 与 (f")*, 恰 如 
我 们 较 早 见 到 的 . 在 值 空间 中 没有 基 的 变化 , 这 是 因 在 此 W = 民 且 它 的 永久 自 
然 基 向 量 为 1. 所以, 在 公式 埃 = bt'a-! 中 b= e, 因而 我 们 有 (1")* = (f')*a-! 
或 

f" = (ao 了 
我 们 需要 将 这 个 结果 与 一 个 向 量 上 e V 的 坐标 变换 相 比 较 , 正如 我 们 较 早 所 见 ， 
它 由 


给 出 . 这 些 变换 按 反 向 进行 (投入 转 置 ). 大 部 分 出 于 历史 原因 , V* 中 的 泛 函 
被 称 为 协 变 向 量 ,由 于 Y 中 一 个 坐标 的 变换 为 V* 中 对 应 坐标 变换 的 矩阵 之 逆 的 
转 置 , 所 以 V 中 向 量 & 被 称 为 反 变 向 量 . 这 些 名 词 在 经 典 张 量 分 析 与 微分 几何 
中 被 用 到 . 

由 币 卡 儿 空 间 RYYX7™ 对 应 的 同 构 {ti;} mm 工 自动 地 为 一 个 基 同 构 . 它 在 
Hom(V, W) 中 的 基 是 在 R™Xx” 中 标准 基 的 同 构 之 下 的 像 , 此 处 后 者 是 指 殉 罗 内 
克 函 数 6 的 集合 , 它 的 定义 为 : 当 < 有 > 了 < 2 > 时 ,全 (人 = 0 及 
5 1) = 1.( 回 忆 在 有 4 中 , 56° 为 满足 当 b 关 a 时 ,6 人 =0 及 各 oj = 工 之 
函数 ， 在 此 4 = 元 x 元, 而 4 中 元 素 a 则 为 有 序 对 a =< k,! >.) 孙 数位 
为 矩阵 , 除 第 ! 个 列 之 外 , 其 他 列 丝 为 0, 而 第 1 列 为 m 元 组 站 .对 应 的 变换 
Dw 除 a 之 外 , 它 将 每 一 个 基 向 量 aj 变 至 0, 而 将 a 变 至 Bk. 即 当 了 和 1 时 
Dui(Qy) = 0，Du(a) = Bk. 同样 , Dr 将 Y 中 第 1 个 基 向 量变 为 W 的 第 上 个 大 
向 量 , 而 将 V 中 其 他 基 向 量变 至 0. 

若 € 二 5 ziQi, 则 DR = ZK 
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由 于 {Dk} 是 由 同 构 { 亿 放心 全 定义 的 基 , 所 以 也 计 是 全 关于 这 个 基 的 坐 
标 集合 ; 它 是 在 坐标 同 构 之 下 , 的 像 . 很 有 兴趣 地 去 看 看 人 关于 这 个 基 的 展开 
是 储 样 目 动 地 出 现 的 . 我 们 有 


7(€)=T b oo = >》 2jiT(aji) = 》 妇 01 = 》 tiDi(é), 
j=1 bj 


j=1 i 
所 以 
T= > ti; Di; 。 
2 


我 们 关于 V* 中 对 侦 基 的 原始 讨论 是 现在 情况 的 特例 . 我 们 有 Hom(V, RR) = 
V*, 它 及 的 永久 标准 基 1. V* 的 基 对 应 于 V 的 基 {Gi}, 所 以 含有 那些 映射 Di， 
它 将 a 变 为 1, 而 当 7 关 二 时 , 则 将 oj 变 为 0. 因此 D1(&) = Di zjaQ;) 三 2 
及 万 为 第 ! 个 坐标 泛 画 sf 

最 后 , 我 们 注意 到 T e Hom(R" ,BR ) 的 矩阵 表示 对 于 我 们 较 早 在 1.5 市 中 
讨论 过 了 的 区 组 分 解 是 非常 有 建议 性 的 . 在 习题 中 , 我 们 将 要 求 读者 去 证 明 事 实 
上 有 Tki = tkt Da. 


习题 


4.1 试 证 车 w :YY xy 一 以 为 了 上 一 个 双 线 性 泛 函 , 及 了 :TY 一 V” 为 由 (T(n))(€) = 
w(é,n) 定义 的 对 应 线性 变换 , 则 对 于 V 的 任意 基 {Qi;}, 定 阵 好 = wlai,a;) 为 T 之 
矩阵 . 


4.2 试验 证 下 面 矩阵 的 行 与 列 的 秩 均 为 1. 


| -5 2 3 

-10 4 6 

4.3 试用 直接 计算 证 明 若 一 个 2 x 3 矩阵 的 行 秩 为 1, 则 其 列 秩 亦 为 1. 

4.4 命 {天 3 为 及 上 2 函数 (两 次 连续 可 微 实 值 函数 ) 的 一 个 线性 互 依 集合 . 试 证 对 于 任 
何 z 三 个 3 元 组 < f(x), f(z), 用 (7) > 是 互 依 的 . 所 以 证 明 sin t,cos 上 与 e 是 线 
性 独立 的 (计算 一 个 选 好 z 的 微 商 三 元 组 ). 

4.5 试 计算 
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4.6 试 计 算 
a bb d -b 
ec d 一 C a | 
并 根据 你 的 答案 给 出 ; 
a | 
c dd 
存在 的 充 要 条 件 . 


4.7 如 果 a? = a, 则 称 矩阵 a 为 寡 竺 的. 试 找 出 所 有 2 x 2 矩阵 的 包含 所 有 备 等 矩阵 的 向 
量 空间 R2x? 之 一 个 基 
4.8 试 由 直接 计算 证 明 


是 可 逆 的 并 找 出 其 逆 . 
4.9 试用 显 式 地 解 方程 


来 证 明 左 端 之 矩阵 为 可 道 的 当 且 仅 当 (行列 式 )ad 一 be 不 为 零 . 


4.10 试 找 一 个 2 x 2 非 零 窍 阵 
a b 
cc d 
它 的 平方 为 零 . 


4.11 试 找 出 所 有 2 x 2 矩阵 , 它们 的 平方 为 零 . 

4.12 试用 计算 矩阵 有 乘 积 证 明 秆 阵 乘 法 是 可 结合 的 . 

4.13 类 似 地 , 试 直接 地 证 明 分 配 律 (r 十 8) .上 一 7 十 3 

4.14 试 证 用 一 个 R™*x™ 中 的 固定 矩阵 > 之 左边 乘积 是 一 个 由 了 及" 至 及 ”的 线性 变换 
第 一 章 中 什么 定理 做 对 应 的 这 件 事 ? 

4.15 试 证 两 个 矩阵 乘积 的 秩 最 多 为 它们 秩 的 最 小 者 .( 回 忆 一 个 矩阵 的 秩 为 它 对 应 的 工 的 值 
空间 之 维 数 .) 

4.16 命 a 是 一 个 mxn 和 矩阵 及 6 为 一 个 nxm 和 矩阵. 若 mm > nn, 试 证 a.b 不 可 能 为 单位 
e(m x m). 


4.17 命 2 为 形 如 
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的 2 x 2 矩阵 子 集 合 . 试 证 Z 是 一 个 Rzx5 的 子 代数 ( 即 2 在 加 法 、 标量 乘法 与 矩阵 冬 
法 之 下 是 闭 的 ). 再 证 事实 上 , 2 同 构 于 复数 系 . 

4.18 若 一 个 矩阵 (必须 是 方 阵 ) 等 于 它 的 转 置 , 则 称 为 对 称 的 . 作为 方形 阵列 , 它 关 于 主 对 角 
线 是 对 称 的 . 试 证 对 于 任意 m x n 和 矩阵 t, 乘积 t.t* 有 意义 上 且 为 对 称 的 . 


4.19 试 证 若 s 与 t 为 n xn 对 称 惩 阵 又 者 它们 是 可 交换 的 , 则 st 是 对 称 的 (不 要 试图 用 
写 出 抢 阵 乘积 来 回答 这 个 问题 )， 再 证 闭 命题 , 即 寿 s,t 与 s :上 都 是 对 称 的 , 则 8 与 t 
可 交换 . 


4.20 假定 TE HomR” 有 一 个 对 称 矩 阵 及 人 不 是 形 如 cI 的 矩阵 , 试 证 工 正好 有 两 个 特征 
向 量 (至 一 个 标量 倍数 ). 关于 R* 包含 这 两 个 特征 向 量 的 “特征 基 ”, 了 的 矩阵 变 成 什 


人 么 ? 


4.21 试 证 2 x 2 对 称 矩 阵 t 有 一 个 对 称 平方 根 s(s = 为 当 且 仅 当 它 的 特征 值 是 非 负 的 ( 假 
定 上 面 习 题 ). 


4.22 假定 t 为 一 个 2 x 2 矩阵 , 满足 = . 试 证 + 上 为 下 面 形式 之 一 
a b a b 
-Da | bp -a | 
此 处 a? 十 5 二 1. 


4.23 试 证 乘 以 上 面 的 t 是 欧 氏 等 距 的 . 即 证 明 着 y = tz, 此 处 与 y ER , 则 |lzl| = iyil 
其 中 |lz|| = (zt 十 x3)'/?. 
4.24 命 {Dki} 为 课文 中 定义 的 Hom(V 三) 的 基 . 取 W = 六, 试 证 这 些 算 子 满足 非常 重要 
的 乘法 规则 
Di; o Dri =0， 当 7] 天， 
Di © Dri = Du. 
4.25 将 上 面 的 恒等式 记 在 心 上 , 试 证 若 1 关 m, 则 存在 HomV 中 的 变换 5 与 工 满足 
SoT—ToS = D,. 
同时 , 寻找 S$ 与 了 满足 
SoT—ToS = Di Dnm. 
4.26 给 定 T € HomR", 由 第 一 章 我 们 知道 了 = >; ; Ti;, 此 处 Ti; = PiTP; 及 P: = ini 
现在 我 们 亦 有 
T= YtriDk 
k,l 
试 由 课文 中 Di; 的 定义 证 明 PiDijP; = Di 及 当 i 关 上 或 j 关 1 时 有 PiDkiP; = 0. 
因此 T;; = tij Dij. 
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这 一 个 短 节 的 目的 为 让 读者 通晓 HomV 上 两 个 非常 特别 的 实 值 函 数 ， 并 陈 
述 它 们 的 一 些 性 质 . 


定理 5.1 若 V 是 一 个 n 维 向 量 空 间 , 则 在 向 量 空间 Hom(V) 上 恰好 存在 

一 个 线性 泛 函 入 使 对 于 所 有 Hom(V) 中 的 5S,T 蛋 具 有 A(SoT) 二 和 A(To5) 的 

性 质 ， 人 A(T) 二 n. 车 Y 的 一 个 基 被 选取 及 了 的 对 应 算 阵 为 {ti;}, 则 
A(T) = 31tii, 即 主 对 角 线 上 元 素 之 和 . 


证 明 如 果 我 们 选择 一 个 基 及 定义 ATI) 为 ji tii, 则 显然 入 是 Hom(V) 上 
的 一 个 线性 谤 范 及 AD = n. 而 且 ， 


A(S o 2) = 3 b> 5 可 - y Sijtii = 2 tsy = = A(T o 5). 


?二 1] 2,7 一 1 


即 Y 的 每 一 个 基 丝 给 我 们 一 个 (HomV)* 中 的 泛 注 入 满足 和 (SoT) = XIZo 
5), (了) =n, 及 A(T) = tii 对 于 该 基 的 矩阵 表示 成 江 . / 

现在 假定 4 为 (Hom(V))* 中 任意 元 素 满 足 4(SoT) = jy(To5) 写 4(17D) =n. 
如 果 我 们 选取 V 的 一 个 基 并 利用 由 R**” 至 HomV 的 同 构 98: {ti;} 嘻 工 , 则 我 们 
得 到 R™YX7 上 一 个 泛 卫 v= ko9(v = 0") 满足 v(st) = v(ts) 及 vle) =n. 由 定理 
4.1( 或 3.1) 可 知 v 由 一 个 着 阵 c 给 出 , v(t) = Di j=1 Cijtij, 及 方程 v(st 一 ts)=0 
变 成 了 Di ; ,j,k=1 Ci (Siptkj 一 Sjktki) = 0. 

我 们 将 它 留 给 读者 作为 一 个 习题 , 即 证 明 当 1 关 m 时 , 则 非常 简单 的 特殊 秆 
阵 s 与 t 可 以 被 选 出 使 这 个 和 约 化 为 cm = 0, 及 用 另 一 种 选择 , 约 化 为 ct 一 
Cmm = 0. 

与 要 求 v(e) = m 在 一 起 , 这 将 导出 当 1#m 时, am = 0 而 当 m = 1…,n 
时 ,， cmm = 1 即 v(t) = 55?tmm, 及 v 为 用 到 的 基 入 综合 起 来 , 这 证 明了 
(HomV)* 中 存在 惟一 的 入; 对 于 所 有 的 5 与 了 满足 和 SoT) = 和 (To5) 己 
XI) =n, 及 在 每 一 个 基 之 下 , 和 (T) 有 如 兄妹 之 对 角 线 赋值 . 口 


这 个 惟一 的 和 被 称 为 迹 泛 函 , 及 和 (T) 为 了 工 的 迹 . 它 通 常 被 记 为 tr(T). 

HomV 上 的 行列 式 函 数 A(T) 就 要 复杂 多 了 , 在 第 七 章 之 前 , 我 们 将 不 证 明 
它 的 存在 性 . 它 的 几何 含义 如 下 : 首先 , |A(T)| 是 了 乘 以 体积 之 因子 . 更 精确 地 
说 , 如 果 我 们 定义 一 个 V 的 子 集合 的 “体积 "zw 它 由 一 个 选取 的 基 及 利用 坐标 


“108 ”第 二 章 有 限 维 向 量 空 间 


对 应 性 将 R* 上 的 “自然 ”体积 移送 至 V, 则 对 于 任意 图 形 4 C V, v(TIA4]) = 
IA(T)| .v(4). 这 将 在 第 八 章 中 讲 清楚 . 第 二 , 按照 了 保持 定向 与 否 来 确定 A(T) 
为 正 的 或 负 的 , 这 又 是 一 个 人 为 的 概念 , 我 们 将 在 以 后 来 解释 . 暂时 , 我 们 将 列举 
A(T) 与 这 个 几何 表述 相关 的 性 质 , 及 给 出 一 个 表示 A 的 惟一 性 的 充分 的 数 . 

我 们 假定 对 于 每 一 个 有 限 维 的 向 量 空间 V, 皆 存 在 一 个 由 Hom(V) 至 及 的 
函数 A( 或 当 定 义 域 有 任何 问题 时 , 则 为 Av) 使 下 面 成 立 : 

(a) 在 Hom(V) 中 对 任意 5,T, A(SoT) = A(S)A(T) 成 立 . 

(b) 若 V 的 一 个 子 空间 NN 在 TT 之 下 是 不 变 的 及 人 在 NN 与 V/N 上 是 恒 等 
的 ( 即 T[d] = 5 对 于 NN 的 每 一 个 陪 集 世 = a 十 入 成立 ), 则 A(T) = 1. 这 样 一 
个 工 是 V 的 沿 平行 于 N 的 平面 的 一 个 剪 切 . 二 维 的 情况 , 它 可 以 被 画 出 , 如 图 
2.3 所 示 ，. 


T[4] 


图 2.3 


(c) 若 V 为- 不 变 子 空间 M 与 N 的 一 个 直 和 V = M+N, 义 右 R=T1iM 
与 $=T| NN, 则 A(T) = A(R)A(5). 更 准确 地 说 , Av(T) = Axm(R)AN(5). 

(d) 若 V 为 一 维 的 , 则 任意 Te Hom(V) 仅 为 一 个 常数 cr 之 乘积 , 所 以 

A(T) 即 为 该 常数 . 

(e) 若 V 为 二 维 的 及 TT 交换 一 对 独立 向 量 , 则 A(T) = -1. 这 显然 是 一 个 
单纯 的 定向 变化 性 质 . 

人 由 这 些 性 质 恬 _ 地 被 确定 这 个 事实 将 在 下 一 节 我 们 的 讨论 里 得 到 它 亦 
将 给 出 计算 A 的 一 个 程序 .这 个 程序 对 于 维 数 大 于 2 是 有 效 的 , 但 对 于 了 
Hom(R2)，A(T) 有 一 个 简单 的 公式 , 每 一 个 学 生 都 应 记 在 心中 . 


定理 5.2 着 TEe Hom(R’) 及 {tij;} 是 它 的 2 x 2 算 阵 , 则 A(T) = iit22 一 


ti2t21. 
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这 是 一 般 公 式 的 一 个 特例 , 我 们 将 在 第 七 章 中 推导 出 A(T) 表达 为 n! 项 的 
和 , 其 中 每 一 项 都 是 了 的 矩阵 的 ”个 数 的 一 个 积 . 这 个 公式 对 于 大 的 n, 在 计算 
上 太 复 杂 了 而 不 用 , 但 对 于 ”= 3, 它 与 下 一 节 中 用 我 们 的 行 约 化 计算 老 不 多 容 
易 , 而 对 于 ”= 2, 它 就 变 成 了 上 面 的 简单 表示 式 . 还 有 A 的 一 些 性 质 , 每 一 个 学 
生 都 应 该 熟悉 的 . 它们 皆 将 在 第 七 章 中 来 证 明 . 


定理 5.3 若 人 ec Homy, 则 AlT*)= A(T). 闭 9 为 由 VV 至 爷 的 一 个 同 构 
及 S=0oTo0-!, 则 A(S) = A(T). 


定理 5.4 变换 工 是 非 奇 异 的 (可 北 的 ) 当 且 仅 当 A(T) 冯 0. 
在 下 一 个 定理 中 , 我 们 考虑 Te HomR", 及 我 们 要 设想 A(T) 为 了 的 矩阵 
的 一 个 函数 . 为 了 强调 这 一 点 , 我 们 使 用 记号 D(t) = A(T). 

定理 5.5 (克拉 默 法 则 ) 给 定 一 个 n xn 算 阵 +t 及 一 个 nn 元 组 Y, 命 jy 为 
将 的 第 j 列 换 成 yy 所 得 到 的 和 矩阵. 则 对 于 所 有 j, 我 们 有 


y=t:x= Dt)zr; 三 站 ) 切 )， 


若 上 为 非 奇异 的 [D(t) 冯 0], 则 这 就 变 成 了 方程 y = tz 的 解 x 的 显 式 公 
式 ; 尽管 在 一 些 情况 下 , 它 是 不 实用 的 (大 的 n), 但 它 在 理论 上 却 很 重要 


习题 
5.1 利用 习题 4.25, 完成 定理 5.1 的 证 明 . 
5.2 由 我 们 关于 迹 的 讨论 可 知 tr(T) = 汇 tii 与 基 无 关 . 试 证 这 个 事实 可 以 直接 由 


tr(t:8) = tr(s:t) 


及 上 一 节 的 基 变 换 公式 中 得 出 . 


5.3 试用 直接 计算 证 明 函 数 d(t) = tit22 一 ti2t21 满足 d(s .t) = d(s)d(t) (此 处 8s 与 t 
为 2 x 2 矩阵 ). 由 此 可 知 若 V 为 二 维 的 及 对 于 了 E HomV，d(T) 由 选择 的 一 个 基 友 
d(T) = d(t) 来 定义 , 则 d(T) 实际 上 是 独立 于 基 的 . 

5.4 继续 上 面 习题 , 试 证 对 于 下 面 任何 情况 丝 有 d(T) = A(T): 

(1) 工 交换 两 个 独立 向量 . 
(2) 了 有 两 个 特征 癌 量 . 
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(3) 工 有 一 个 形 如 下 面 的 矩阵 


ol 


再 证 若 T 不 是 上 面 形式 , 则 T = Ro 5, 此 处 5 为 型 (1) 及 RR 为 型 (2) 或 (3).[ 拉 示 : 
假定 T(a) = 6, 其 中 a 与 8 为 独立 的 . 命 5 交换 a 与 8, 及 考虑 RR 二 工 o 5]. 最 后 证 
明 对 于 所 有 T e HomV(V 是 二 维 的 ), 我 们 有 d(T) = A(T). 


5.5 车 t 为 一 个 对 称 2 x 2 矩阵 , 试 证 存在 一 个 2 x 2 矩阵 s 满足 s* = s-!,A(s)=1 从 
而 sta- 为 对 角 线 矩阵 . 


5.6 假定 定理 5.2, 试 对 于 2 x 2 之 情况 验证 定理 5.4. 
5.7 假定 定理 5.2, 试 对 于 2 x 2 之 情况 验证 定理 5.5. 
5.8 在 这 个 习题 中 , 我 们 假定 读者 知道 一 个 实 变 量 的 连续 函数 是 什么 . 假定 2 x 2 矩阵 郴 数 


g(t) = | at) a2(t) | 
a21(t) Q22(t) 


”有 连续 分 量 ai; (t)(t € (0, 1)), 并 假定 对 于 每 一 个 t,a(t) 都 是 非 奇异 的 . 试 证 若 zx1(t) 
与 z2(t) 是 连续 的 , 则 线性 方程 a(t) . y(t) = z(t) 的 解 y(t) 有 连续 的 分 量 y(t) 与 
y2(t). 


5.9 一 个 齐 次 二 阶 线性 微分 方程 是 一 个 如 下 形式 的 方程 
y +ay 十 aoy = 0. 


此 处 ai = ai 人 与 ao = ao(t) 为 连续 函数 ， 一 个 解 为 一 个 &” 函数 f( 即 一 个 二 次 连 
续 可 微 函 数 ), 它 满足 "(十 a1(t) 了 f(t) 十 ao(t)f(t) =0. 假定 了 与 9 为 上 函数 (在 


| f(t) g(t) 
ft) g(t) | 
总 是 非 奇 异 的 . 试 证 存在 一 个 齐 次 二 阶 微分 方程 使 它们 都 是 解 . 


5.10 在 上 面 习 题 中 , 试 证 所 有 解 的 空间 是 一 个 二 维 向 量 空间 , 即 证 若 h(t) 是 任何 第 三 个 解 ， 
则 六 是 了 与 9 的 一 个 线性 组 合 . 


5.11 所 谓 笛 卡 儿 平 面 R" 至 自身 的 一 个 “线性 运动 ", 我 们 的 意思 是 由 [0,1] 至 2 x 2 非 奇 异 
矩阵 满足 t(0) = e 之 集合 的 一 个 连续 映射 z m t(7). 试 证 A(t(1)) > 0. 


5.12 试 证 若 A(s) = 1, 则 存在 一 个 线性 运动 , 其 最 终 矩 阵 t(1) 为 s. 


2.6 和 扼 阵 计算 - 11l . 


2.6 ”矩阵 计算 


读者 在 中 学 代数 中 学 过 的 求解 线性 方程 组 的 计算 方法 无 疑 是 “逐次 和 迭代 消 
元 法 ”. 第 一 个 方程 解 出 第 一 个 未 知 量 , 然后 将 第 一 个 未 知 量 的 表达 式 代 入 其 余 
方程 , 因此 在 剩 下 的 方程 中 消去 了 第 一 个 未 知 量 . 其 次 , 由 第 二 个 方程 解 出 第 二 
个 未 知 量 , 然后 在 剩 下 的 方程 中 消去 这 个 未 知 量 . 按 这 个 方法 , 一 次 消去 一 个 未 
知 量 , 最 后 得 到 一 个 解 . 

同样 的 方法 亦 解决 了 下 面 另 外 一 些 问题 : 

(1) 求 得 R* 中 一 个 m 个 向 量 的 集合 的 线性 生成 的 一 个 显 式 基 ; 所 以 , 特别 ， 

(2) 寻求 这 样 一 个 子 空间 的 维 数 ; 

(3) 计算 一 个 m x m 和 矩阵 的 行列 式 ; 

(4) 计算 一 个 可 道 m x m 首 阵 的 北 . 

在 这 一 节 中 , 我 们 将 简短 地 学 习 这 个 方法 并 解答 这 些 问 题 

我 们 首先 注意 到 那些 加 于 一 个 有 限 向 量 序列 , 但 不 影响 其 生成 的 变换 类 型 . 


引 理 6.1 命 {Qi}mT 为 一 个 向 量 空间 的 任意 向 量 的 m 元 组 , 又 命 {Bi} 了 为 
由 {Qi}? 经 任意 下 面 初等 运算 之 一 而 得 到 的 : 
(1) 交换 两 个 向 量 ; 
(2) 用 一 个 非 替 标 量 来 条 一 Qsi; 
(3) 对 于 某 些 了 天 1 及 某 一 ZE 了 将 ai 换 成 Qi 一 TQj. 则 


L({Bi}7) = Lo ). 


证 明 若 w = Qi 一 zayj, 则 oi = a 十 Xa;. 因此 契 {Bi}Y 是 由 型 (3) 的 一 

个 运算 从 {ai}m 而 得 到 的 , 则 {Qi} 字 可 以 从 {Bi}?Y 由 型 (3) 的 一 个 运算 而 得 到 . 
特别 , 每 一 个 序列 都 含 于 另 一 个 的 线性 生成 之 中 , 从 而 两 个 线性 生成 是 相同 的 . 

米 似 地 , 每 一 个 其 他 运算 也 可 以 由 一 个 同类 型 的 运算 被 还 原 , 所 以 线性 生成 

是 不 变 的 . 口 


当 我 们 在 一 个 矩阵 的 行 向 量 序列 上 应 用 这 些 运算 时 ， 我 们 就 称 它们 为 初等 
行 运 算 . 

我 们 定义 一 个 nn 元 组 x =< x1,… ,zn > 的 级 为 第 一 个 非 零 元 素 之 指标 . 因 
此 若 当 i <j 了 时 , zi 二 0, 而 zx; 关 0, 则 zz 的 级 为 了 < 0,0,0,2, 一 1,0> 的 级 为 4. 

命 {Qij} 为 一 个 m xn 矩阵, 俞 Y 为 它 的 行 空间 , 又 命 N14 < n2 < < 
为 整数 , 它们 是 V 中 非 零 向 量 之 级 . 今 往 构造 V 的 一 个 基 , 它 包 含 上 个 元 素 , 正 
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好 具有 上 面 级 的 集合 . 

看 {Qi;} 中 每 一 个 非 零 行 篆 有 级 > p, 则 了 中 每 一 个 非 零 向 量 z 有 级 > P， 
这 是 由 于 z 是 这 些 行 向 量 的 一 个 线性 组 合 . 由 于 V 中 某 向 量 有 极 小 级 ni1, 所 以 
{Qij} 有 某 行 , 它 有 级 nm. 和 必 然后 我 们 将 这 
个 行 x 乘 以 一 个 常数 , 使 其 第 一 个 非 零 元 素 zw 为 1. 命 a ,an 为 我 们 现在 
有 的 行 向 量 , 所 以 al 有 级 ni 及 o = 1. 其 次 我 们 从 其 他 行 大 去 a 的 一 个 倍 
数 使 新 的 第 i 行 的 ni 坐标 为 0. 特别 地 , 我 们 将 a' 换 成 o 一 an, ai(i >3T). 我 
们 这 样 得 到 的 矩阵 有 如 下 性 质 : 当 7 < ni 时 它 的 第 7 列 为 零 m 元 组 , 而 它 的 
第 ni 列 则 为 R” 中 的 站. 它 的 第 一 行 有 级 ”1, 而 其 他 每 一 行 都 有 级 > ni. 它 的 
行 空间 仍 为 V, 我 们 仍 称 它 为 a. 

现在 命 z = 2.1 cia 为 V 中 一 个 级 为 nz 的 阿 量 . 则 cl = 0, 否则 符 cl 冯 0， 

则 z 的 级 为 n1, 矛盾 . 因此 , x 是 第 2 至 第 m 行 的 线性 组 合 . 如 同 第 一 种 情况 ， 
所 以 这 些 行 中 之 一 必 定 有 级 n2. 

我 们 将 上 面 的 方法 全 部 重复 一 次 ， 锁 住 这 个 向 量 我 们 将 它 换 至 第 二 行 并 
使 其 na 坐标 为 1, 再 从 其 他 行 减 去 它 的 某 倍数 (包括 第 一 行 ), 所 以 最 终 的 矩阵 
的 第 nz 列 为 52. 其 次 , 我 们 找 一 个 级 为 ns 的 行 , 并 将 它 换 到 第 三 行 , 再 将 第 n3 
列 变 成 多, 等 等 . 

我 们 由 下 面 的 3 x 4 矩阵 来 展示 这 个 方法 . 这 个 例子 的 选取 是 随便 的 , 当 使 
用 (2) 时 , 分 数 并 未 出 现 . 当 读者 手 算 时 , 将 不 会 那样 幸运 . 我 们 的 办 法 为 保持 矩 
阵 简 单 并 使 方法 本 喘 易 见 . 


0 一 2 3 2 2 4 一 2 ] 1 2 一 | 
一 一 

4 一“ (1 —] 2 3 (2) 0 一 2 3 

0 3 2 4 0 3 2 4 0 3 


OO DD 
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1 0 4 0 

一 一 

(3) | 0 1 -2 0 
0 0 0 


注意 由 最 后 的 矩阵 , 我 们 可 以 说 出 行 空间 的 级 为 1,2 与 4, 而 原来 的 矩阵 仪 
展示 了 级 1 与 2. / 

我 们 终止 于 一 个 m x n 惩 阵 , 它 有 同样 的 行 空 间 V 及 下 面 的 特殊 结构 : 

(1) 对 于 1<j<<k, 第 7 了 行 自 级 nj. 

(2) 车 < m, 则 剩 下 的 m 一 上 行为 零 (因为 一 个 非 零 行将 有 级 > nx, 故 得 
一 个 矛盾 ). 

(3) 第 nj 列 为 7. 

因此 , 前 天 行 的 任意 线性 组 合 , 其 中 系数 为 c1,… ,ck, 则 第 mw 个 位 置 为 cj 
所 以 除非 所 有 cj 皆 为 零 外 , 它 是 不 为 零 的 . 这 个 向 量 形成 V 的 一 个 基 , 解决 
了 问题 (1) 与 (2). 

最 后 的 矩阵 被 称 为 行 约 化 梯形 式 . 可 以 证 明 它 是 被 空间 V 与 上 面 关 于 其 行 
至 Y 的 元 素 之 级 的 要 求 而 惟一 地 被 确定 的 . 它 是 V 的 标准 基 的 行 形式 . 一 个 典 
型 的 行 约 化 梯 矩 阵 由 图 2.4 所 示 . 这 个 矩阵 是 8 x 11, 它 的 级 为 1,4,5,7,10, 及 其 
行 空间 有 维 数 5. 在 折线 之 下 全 是 0. 前 5 行 中 的 击 点 表示 任意 数 , 但 剩余 元 素 
的 任意 改变 都 会 改变 生成 空间 丰 . 


1I--00-0- -0- 
| 10-0--0- 
| 

11-0--0- 
一 一 1 
11--0- 
11- 
[1 
- 0 
- 0 
- 0 
图 2.4 


现在 我 们 将 从 一 般 线性 理论 的 观点 来 看 看 行 约 化 运算 的 重要 性 . 在 这 个 讨 
论 中 , 应 用 第 4 节 中 的 事实 将 是 方便 的 , 即 若 了 中 一 个 n 元 组 被 看 成 一 个 nx1 
矩阵 ( 即 一 个 列 向 量 ), 则 线性 方程 组 y; = D1 QijTj, t=, ,Mm 正好 表示 单 
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个 定 阵 方程 V = a: zx. 因此 相关 的 线性 变换 4 e Hom(R" ,了 Rm) 现在 就 被 看 作 仅 
仅 被 一 个 矩阵 a 相 乘 ; y = A(z) 当 且 仅 当 2 =a :x. 

我 们 首先 注意 , 加 于 一 个 m x n 矩阵 a 上 的 每 一 个 初等 行 运算 皆 等 价 于 左 
乘 一 个 对 应 的 m x m 初等 矩阵 w. 暂时 假定 是 这 样 , 则 可 以 利用 m x m 单位 矩 
阵 e 来 找到 4 是 什么 . 因为 wa = (we) :a, 所 以 我 们 得 知 将 运算 作用 于 和 矩阵 
a 的 结果 可 以 由 矩阵 wu.e 左 乘 a 而 得 到 . 即 若 初 等 运算 可 以 由 灾 的 抢 阵 乘法 
而 得 到 , 则 乘 子 为 we. 这 个 论证 建议 我 们 应 该 将 运算 施 于 e, 然后 看 看 若 将 所 
得 的 矩阵 左 乘 以 a, 所 作 的 a 上 的 运算 . 

右 初 等 运算 为 交换 第 io 与 第 jo 行 , 则 作用 于 e 得 到 甜 阵 a, 其 中 当 有 冯 io. 
及 上 关 jo 时 有 tpgk = 1,Wiojo = tjoio 三 1 及 对 于 所 有 其 他 指标 有 wrt = 0. 而 且 ， 
检查 定义 所 阵 乘积 wu: a 的 元 素 之 和 将 证 明 左 乘 这 个 ww 正好 交换 了 任意 mm xm 
证 阵 a 的 第 io 与 第 jo 行 . 

按 同 样 方式 可 知 , 将 a 的 第 io 行 乘 以 < 等 价 于 去 左 乘 和 矩阵 w, 除 wii = ec 
之 外 , 它 与 e 一 样 . 最 后 , 第 ji 行 乘 以 z 再 加 到 第 io 行 等 价 于 左 乘 一 个 矩阵 wu， 
除 uiojo 用 z 代替 0 之 外 , 疆 与 单位 矩阵 e 一 样 . 

这 三 个 初等 矩阵 用 图 解法 示 于 图 2.5 中 . 每 一 个 除 指示 的 值 外 , 在 主 对 角 钱 
上 有 值 1, 而 在 其 余 位 置 有 值 0. 


i jo 10 Jo 


© 了 区 


2.5 


这 些 初 等 矩阵 w 都 是 非 奇 异 的 (可 道 的 ). 行 交换 矩阵 是 它 自己 的 逆 . 第 ; 
行 乘 以 c 之 道 为 同一 行 乘 以 1/c. 结果 将 第 7 行 的 c 倍加 于 第 ; 行 之 逆 为 ~c 乘 
以 第 j 行 加 至 第 i 行 . 

若 utu2… ,1? 为 一 个 初等 矩阵 序列 , 又 寿 


b=u?r.u 1. 和 二 恒 -4, 
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则 pb.a 为 由 向 a 施 以 对 应 的 在 a 上 的 初等 行 运算 序列 而 得 到 的 矩阵 ， 者 
wu,… ,WU? 为 行 约 化 a 的 一 个 序列 , 则 7 = bp:a 为 最 终 的 行 约 化 梯 窍 阵 . 
现在 假定 a 是 一 个 mm x m 方 阵 而 且 是 非 奇 异 的 (可逆 的 ). 因此 , 行 空间 的 
维 数 是 m, 所 以 有 mm 个 不 同 的 级 nn1,… ,nx. 即 上 = m, 广 由 于 1<ni<…< 
nm 二 m, 所 以 我 们 亦 有 ni; = i = 了 … ,m. 回忆 的 第 ni 列 为 入, 所 以 我 们 
得 知 7 的 第 i 列 为 6 因此 > 仅仅 为 单位 矩阵 6, 从 而 5b:a =e 及 b 为 a 之 逆 . 
让 我 们 用 这 个 程序 找 出 


之 道 . 行 约 化 序列 为 


| :| |! 2 | 可 | | 可 | "| 
3 4 0 一? 0 1 0 1 


对 应 的 初等 矩阵 为 ， 


因此 逆 为 乘积 


A 


TT-2 1 
-| 3/2 -1/2 | 
如 果 你 有 疑惑 , 可 以 验证 和 它 . 

最 后 , 由 于 b.e = b, 我 们 看 到 我 们 由 e, 应 用 同样 的 行 运 算 , 即 我 们 用 过 的 
约 化 a 为 梯形 式 (集合 在 一 起 作为 5 来 左 乘 ) 而 得 到 b. 这 可 能 是 计算 一 个 卸 阵 
的 逆 的 最 佳 途 径 . 为 了 保持 运算 的 路 径 , 我 们 可 以 将 e 置 于 a 之 右 器 而 构成 一 
个 单个 的 mm x 2m 矩阵 ale, 然后 来 行 约 化 它 . 在 梯形 式 中 , 它 将 为 mm x 2m 窍 阵 
ejb, 所 以 我 们 就 可 以 读 出 原来 矩阵 a 之 逆 b. 

让 我 们 用 这 个 方法 重新 计算 一 下 


En 
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之 道 . 我 们 行 约 化 


1 211 0 
3 4|0 1 
得 到 | 
RE 2 1 0 本 |12|1 0 
3 4|0 1 0 -2|-3 1 0 1|3/2 -1/2 
| | 
0 1|3/2 -1/2 
由 此 我 们 该 出 逆 束 是 


-2 1 
| 3/2 —1/2 | 

最 后 , 我 们 考虑 计算 一 个 m x m 方 阵 的 行列 式 的 问题 . 我 们 使 用 两 个 初等 
运算 (一 个 被 修改 过 ) 如 下 : 

(1) 交换 两 行 , 并 同时 变更 其 中 之 一 的 符号 ; 

(3) 如 上 , 对 于 某 了 冯 i, 将 某 行 ai 换 为 ai 一 Za 

当 它 们 被 用 到 一 个 方 阵 之 行 时 , 这 些 运算 使 行列 式 不 变 . 这 可 以 列举 于 第 5 
节 中 行列 式 的 性 质 得 到 , 其 证 明 将 留 作 一 个 习题 . 而 且 , 这 些 性 质 将 为 我 们 在 第 
七 章 中 关于 一 个 行列 式 的 定义 的 平凡 推论 . 

然后 考虑 一 个 m x m 方 阵 {ai;}. 我 们 交换 第 一 行 与 第 p 行使 具有 最 小 级 
ni 的 行 换 至 最 上 面 的 位 置 , 同时 将 向 下 移动 的 行 变 号 (在 此 就 是 第 一 行 ). 我 们 
不 要 让 新 的 第 一 行 的 首 项 系数 为 1, 现在 不 用 这 个 初等 运算 . 我 们 做 减法 , 从 剩 
余 行 中 减 去 第 一 行 的 某 倍 数 , 使 第 ni 列 的 所 有 剩余 元 素 皆 为 0. 现在 第 ni 列 就 
是 c161, 此 处 ci 为 第 一 行 的 首 项 系数 . 而 新 矩阵 与 原来 的 矩阵 有 了 辣 样 的 行列 式 . 

按照 上 面 的 修改 步 又 , 我 们 继续 上 面 的 方法 . 在 一 个 变换 中 , 我 们 改变 向 下 
移动 的 一 行 的 符号 , 我 们 不 去 让 首 项 系数 为 1, 及 清除 干净 第 wj 列 使 之 变 成 
cj6"i, 此 处 c; 为 第 j 行 的 首 项 系数 (1 < 7 < 及. 如 前 , 剩 下 的 m 一 上 行为 0( 寿 
k < m). 让 我 们 称 最 终 的 矩阵 为 半 约 化 的 . 注意 我 们 可 以 由 此 应 用 上 次 运算 (2) 
以 求 得 对 应 的 约 化 梯 和 矩阵 ; 只 要 当 7 = 1,… ,k 时 , 在 第 7 行 上 乘 以 1/c;. 看 s 
是 我 们 由 a 利用 (1) 与 (3) 得 到 的 半 约 化 矩阵 , 则 我 们 将 在 下 面 证明 它 的 行列 
式 , 从 而 a 的 行列 式 也 是 一 样 ,为 主 对 角 线 上 元 素 之 乘积 : [[;2=1 sii. 扼要 地 , 我 们 
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可 以 用 下 法 计算 一 个 方 阵 a 的 行列 式 , 即 利用 运算 (1) 与 (3) 将 a 化 成 一 个 半 
约 化 矩阵 s, 然后 取 s 的 主 对 角 线 上 数 的 乘积 . 


震 我 们 将 这 个 方法 用 于 


则 得 


1] 2 1— | 1 2 — | 1 0 
lee 


得 1:4 一 2.3 二 4 一 6 二 一 2. 


”看 原来 的 窍 阵 {ai;} 是 非 奇 异 的 , 使 得 = 二 m 及 ni = i(i 二 1,… ,nn), 则 在 
半 约 化 矩阵 中 的 第 7 列 为 cj 人 2 所 以 si = cj, 及 我 们 宣称 行列 式 为 首 项 系数 的 
磁 积 [] ;= ci: 

欲 证 这 一 点 , 注意 若 了 是 对 应 于 我 们 的 半 约 化 矩阵 的 Hom(R”*) 中 的 变换 ， 
则 工 (67) = cy67， 所 以 了 为 了 个 了 -不 变量 之 直 和 , 它们 是 一 维 子 空间 , 在 
第 7 个 上 面 , T 为 c; 的 乘积 ， 因 此 由 我 们 列举 的 行列 式 性 质 (c) 与 (d) 可 知 
A(T) = Tl c = 了 li s;j. 它 不 为 零 ， 

男 一 方面 , 寿 {aij} 为 奇异 的 , 所 以 = dV)<m,， 则 半 约 化 矩阵 中 的 第 mm 
行为 0, 特别 smm = 0. 因此 乘积 了 1; sz 为 零 . 现在 不 改变 主 对 角 线 , 我 们 可 以 减 
去 含有 首 项 行 元 素 (含有 指标 nj 之 列 ) 之 列 的 倍数 使 第 m 列 为 一 个 零 列 . 这 个 
方法 等 价 于 右 乘 一 个 型 (2) 的 初等 矩阵 , 所 以 行列 式 亦 是 不 变 的 . 但 是 现在 这 个 
矩阵 的 变换 5 使 R"-! 不 变 (作为 R” 中 , 人 6 的 生成 ) 并 取 56” 为 0， 
所 以 根据 列举 的 行列 式 性 质 (c) 可 知 A(S) = 0. 因此 行列 式 亦 等 于 半 约 化 矩阵 
的 主 对 角 线 元 素 之 乘积 , 对 这 一 情况 为 地 . 

我 们 亦 得 到 一 个 算 阵 为 非 奇 异 的 (可 送 的 ) 当 且 仅 当 它 的 行列 式 非 零 . 
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习题 
6.1 试 计算 出 
1 2 1 2 
3 2 3 2 
-1 -3 0 4 
0 4 -1 -3 
的 行 空间 的 标准 基 . 
6.2 对 下 面 矩 阵 做 同样 的 事 
1 2 4 5 
1 2 3 4 
-1 -2 0 2 


6.3 取 不 同 的 第 一 次 选择 , 对 上 面 矩 阵 做 同样 的 事 . 
6.4 试用 行 约 化 算出 


1 2 3 

2 3 4 

3 4 7 

之 逆 . 用 乘法 验证 一 下 你 的 结果 . 
6.5 试用 行 约 化 

1 2 3 Yl1 
2 3 4 和 切 
3 4 7 v3 


在 行 约 化 后 的 矩阵 中 , 第 4 列 如 何 与 上 面 习题 里 算出 的 
1 2 3 
2 3 4 
3 4 7 


之 逆 相 比较 ? 解释 一 下 . 


6.6 试用 行 约 化 检验 < 1,1,1,1>,<1,2,3,4>,<0,1,0,1> 与 <4,3,2,1> 是 否 为 线 
性 独立 的 . 在 这 个 验证 中 行 约 化 运算 之 一 部 分 是 不 必要 的 ， 那 是 什么 ? 


6.7 着 k xn 甜 阵 a, 它 以 oi 为 其 第 i 行 (1 < i < 上), 是 行 约 化 梯形 式 , 则 我 们 称 及 中 
向 量 的 大 元 组 {ai}* 为 标准 的 . 假定 一 个 n 元 组 在 a 的 行 空间 中 , 我 们 可 以 读 出 关 
于 上 述 标准 基 , 它 的 坐标 . 它们 是 什么 ? 然后 , 我 们 怎样 才能 验证 一 个 任意 的 n 元 组 & 
在 行 空间 中 与 否 ? 
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6.8 试 利用 上 面 习题 建议 的 行 约 化 方法 来 决定 61 二 < 1,0,0,0 > 是 否 在 < 1,1,1,1 >， 
< 1,2,3,4> 与 < 2,0,1, 一 1 > 的 生成 之 中 .对 <1,2,1,2> 与 < 1, 1,0, 4 > 做 同样 
的 事 . 


6.9 假定 a 关 0, 试 由 约 化 矩阵 为 梯形 式 来 证 明 


a bb 
ec d 
为 可 道 的 当 目 仅 当 ad 一 bc 冯 0. 
6.10 全 a 为 一 个 m xn 和 矩阵 , 又 命 为 一 个 非 奇异 和 矩阵, 它 行 约 化 a, 所 以 = wa 为 由 
a 得 到 的 行 约 化 梯 和 矩阵 . 假定 7 有 m 一 k > 0 个 零 行 位 于 矩阵 之 底部 (第 大 行 非 零 ). 
试 证 4 的 底部 m 一 太行 生成 4 的 值 域 的 零 化 子 (range4)". 即 对 于 某 xw,y = az 当 
且 仅 当 对 于 %w 的 底部 m 一 上 行 中 每 一 个 m 元 组 c 有 


2 CiVi 二 0. 


1 
[提示 : 7 的 底部 行 是 由 % 的 底部 行 与 a 的 列 作用 而 得 到 的 .] 
6.11 回忆 一 下 , 我 们 将 约 化 a 为 ” 的 行 运算 作用 于 m x m 单位 矩阵 e 来 求 得 行 约 化 矩阵 
w. 即 我 们 行 约 化 m x (n 十 m) 并 置 矩 阵 ale 至 rju. 假定 上 面 习 题 陈述 的 结果 , 若 4 


的 征 阵 为 
1 2 3 


2 3 4 和 41， 
3 5 7 


试 求 作为 一 个 泛 函 的 零 空间 ，A e Hom(Rs) 的 值 域 
6.12 类 似 地 , 试 求 4 的 值 域 , 其 中 4 的 矩阵 为 


1 1 1 
2 0 1 
0 2 1 
4 2 3 


6.13 命 a 为 一 个 m xn 和 矩阵 及 a 被 行 约 化 为 7. 命 4 与 民 为 在 Hom(R",R™) 中 的 对 应 
算 子 [所 以 4(z) = a. zw]. 试 证 4 与 RR 有 同样 的 零 空间 及 4* 与 R* 有 同样 的 值 空间 . 
6.14 试 证 解 一 个 n 个 未 知 数 的 mm 个 线性 方程 组 等 价 于 对 于 n 元 组 xz, 解 一 个 矩阵 方程 
k = #27, 


其 中 上 为 给 予 的 m x n 矩阵 及 上 为 给 予 的 m 元 组 . 命 Te Hom(R", RR”) 为 被 t 乘 . 
从 我 们 关于 工 的 一 般 线性 理论 检查 一 下 一 个 解 的 可 能 性 ( 值 域 , 零 空间 , 仿 射 子 空间 ). 
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6.15 命 b 二 cld 为 并 置 m x n 和 矩阵 c 与 m xp 和 矩阵 4d 而 得 到 的 mx (n 十 p) 矩阵 . 者 a 
为 一 个 1 x m 矩阵, 试 证 


a :b= aclad. 


陈述 关于 6 作为 n 列 m 元 组 的 并 置 的 类 似 表 达 式 . 陈述 在 并 置 上 右 磁 积 的 “分 配 性 ” 
的 对 应 定理 . 

6.16 命 a 为 一 个 m x 和 矩阵 及 卡 为 一 个 列 m 元 组 . 命 bl1 为 m x (n 十 1) 矩阵 , OE 
m x (n 十 1) 并 置 矩 阵 alk 经 行 约 化 而 得 到 的 . 试 证 a.m = 天 当 且 仪 当 6b:w = 1. 再 
证 存在 一 个 解 x 当 且 仅 当 b 中 每 一 个 为 零 的 行 , 在 1 中 亦 为 零 . 试用 行 秩 的 概念 重 述 
这 个 条 件 . 


6.17 命 b 为 由 一 个 m xn 和 矩阵 a 得 到 的 行 约 化 梯 矩 阵 . 因此 b = ww: a, 此 处 久 为 非 奇 异 
的 , 而 且 B 与 4 有 同样 的 零 空间 (此 处 B € Hom(R”， R™) 为 由 b 之 乘积 )， 我 们 可 
以 由 也 读 出 一 个 子 空间 WW C R" 的 一 个 基 满足 B 1? W 是 一 个 至 值 域 B 的 间 构 , 这 
个 基 是 什么 ? 然后 我 们 得 知 B 的 零 空间 N 是 W 的 一 个 补 . WW 的 一 个 补 ， 称 它 为 M， 
它 可 以 由 W 读 出 . M 是 什么 ? 

6.18 继续 上 面 的 习题 , 试 证 对 于 M 中 每 一 个 标准 基 向 量 56i, 我 们 可 以 由 矩阵 5b 读 出 W 中 

一 个 向 量 ai 适合 5 一 a; e N. 再 证 这 些 向 量 {6: 一 ai 构成 六 的 一 个 基 . 

6.19 假定 第 5 节 的 性 质 (a)~(e), 我 们 仍然 要 证 明 修改 后 的 初等 行 运算 使 一 个 方 阵 的 行列 式 
不 变 . 首先 , 由 (a),(c),(d) 与 (e) 证 明 车 TE HomR? 由 了 (6) = 0 及 了 (5 ) = 一 人 
定义 则 A(T) = 1. 用 一 个 非常 简单 的 因子 分 解 卫 = Ro S 来 做 这 件 事 , 此 处 (e) 可 
以 被 用 于 S. 从 而 一 个 (1 ) 型 初等 第 阵 有 行列 式 1. 

6.20 试 由 行列 式 的 性 质 (b) 证 明 一 个 (2) 型 的 初等 矩阵 有 行列 式 1. 因此 可 证 修改 过 的 多 
等 行 运算 作用 于 方 阵 上 使 它 的 行列 式 不 改变 . 


*9.7 二 次 型 的 对 角 化 


正如 我 们 早先 提 到 过 的 , 线性 代数 的 中 心 问题 之 一 为 HomV 中 一 个 线性 变 

换 工 的 “结构 ”的 分 析 . 由 基 的 观点 , 这 个 领域 的 每 一 条 定理 间断 言 ， 选择 V 的 

一 个 特殊 基 , T 的 矩阵 可 以 被 这 种 那 种 简单 的 形式 给 出 . 这 是 这 个 主题 非常 难 的 

部 分 , 尽管 第 一 章 定 理 5.5 及 其 推论 构成 结构 性 结果 的 一 块 基石 , 但 在 这 本 书 中 ， 
我 们 仅 对 这 个 问题 作 一 点 接触 . 

在 本 节 我 们 仅 去 解决 一 个 较 简单 的 问题 . 用 上 述 语言 就 是 这 样 的 问题 , 即 选 

择 V 的 一 个 基 使 在 Hom(V,V*) 中 变换 的 矩阵 简单 化 . 这 样 一 个 变换 等 价 于 
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V 上 一 个 双 线 性 泛 函 (由 第 一 章 的 定理 6.1 与 本 章 定理 3.2); 我 们 将 按 这 个 框架 
来 处 理 问题 . 加 

命 V 为 一 个 有 限 维 实 向 量 空间 , 又 命 w :了 xy 一 到 为 一 个 双 线 性 泛 函 . 
若 {Qi}? 为 V 的 一 个 基 , 则 w 决定 了 一 个 矩阵 ti; = w(aiaj)， 我 们 知道 知 
wn( = wD), 则 wn EV* 及 nD wn 为 一 个 由 V 至 V* 的 线性 映射 工 . 我 们 
将 给 读者 留 作 一 个 习题 证 明 {ti;} 是 TT 关于 V 的 基 {ai} 及 其 关于 V* 的 对 偶 
基 的 矩阵 (习题 4.1). 

熙 上 = >15zioai 与 7 = 71 97, 则 


wu( 和 人 ) = >》 Zi1w(aia5) = Dtijriyy. 
bi ij 


特别 , 耕 我 们 置 q(&€) = w(é&,6), 则 q(&) = 2; titiz; 为 一 个 坐标 zi 的 齐 次 二 次 
多 项 式 . 

在 本 节 的 其 余部 分 , 我 们 假定 w 是 对 称 的 : w(é€,n) = w(m,6). 则 我 们 可 以 从 
二 次 型 g, 经 
gq(é +7) ~— a(é€— 

4 
恢复 w, 读者 易于 自己 来 验证 . 特别 若 双 线性 型 w 不 恒 等 等 , 则 存在 咎 量 和 满足 
q(é) = wlé,€) #0. 

我 们 需要 做 的 是 去 证 明 我 们 可 以 找到 的 一 个 基 {Qi}? 满足 当 i 关 7 时 ， 
waiai) 二 0 及 w(ai,ai) 取 三 个 值 0, 土 1 之 一 . 借助 于 标量 乘积 理论 的 标准 用 
法 ( 见 第 五 章 ), 我 们 称 这 样 一 个 基 为 标准 正 交 的 . 我 们 关于 一 个 标准 正 交 基 存 在 
的 证 明 将 用 n = dimV 上 的 一 个 归纳 法 . 若 m” = 1, 则 任意 非 零 癌 量 8 都 是 一 
个 基 , 又 若 w(B8, 86) 大 0, 则 我 们 可 以 选择 a = x6 使 zw(B,8) = wla,Q) = 士 1 
其 中 z 需 取 之 值 显然 为 z = |w(8,8)|-12. 在 一 般 情况 , 在 w 为 一 个 堆 泛 郑 , 则 
任意 基 将 显然 地 为 标准 正 交 的 , 因此 我 们 可 以 假定 w 不 恒 等 于 0. 则 恰 如 我 们 
在 较 早 时 说 的 , 存在 一 个 8 使 w(8,8) 冯 0. 我 们 置 an = z8, 此 处 z 被 选取 使 
g(Qn) = w(an, Qn) = 土 1. 这 个 非 零 线性 泛 函 f(€) = w(&,an) 有 一 个 (n 一 1) 维 
零 空间 N, 及 若 我 们 命 w' 为 w 在 和 NxN 上 的 限制 , 则 由 归纳 法 假定 可 知 w 有 
一 个 标准 正 交 基 {ai}*-1. 同时 , 因为 当 i < n 时 , ai 在 f 的 零 空 间 之 中 , 所 以 
w (Qi an) = wlanai) = 0. 因此 {ai)? 是 w 的 一 个 标准 正 交 基 , 于 是 我 们 达到 了 
目的 : 


w{é,n) = 
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定理 7.1 车 几 为 一 个 有 限 维 实 向 量 空间 Y 上 的 一 个 对 称 双 线 性 泛 出， 则 TY 
有 一 个 w 标准 正 交 基 . 


对 于 一 个 w 标准 正 交 基 , 表达 式 w(&,7) = 站 Tiyiw(Qi, a5j) 归 化 为 


(EN = 》 zigig(oai)， 
i 二 1 

此 处 gfai) = 土 1 或 0. 若 我 们 命 页 为 使 g(a) = 1 的 基 向 量 oi 的 生成 , 及 类 似 
地 定义 V1 与 巧 , 则 我 们 得 知 对 于 每 一 个 VV 中 的 非 零 《有 q(&) > 0; 对 于 每 一 
个 V1 中 的 非 零 E< 有 (6 < 0, 及 在 人 砚 上 有 g=0. 而 且 ,V = VBV_i1 匆 WW 
及 三 个 子 空间 彼此 是 w 标准 正 交 的 (意思 是 若 E€E Vi 及 mE Vi, 则 wl&,T)=0 
等 等 ). 最 后 , 对 于 每 一 个 EV_i1 儿 WW 瘦 有 6 < 0. 

若 我 们 取 另 一 个 标准 正 交 基 {6;} 而 命 大,W-1i 与 Wo 为 它 的 对 应 子 空间 ， 
则 Wi 可 能 与 六 不 一 样 , 但 它们 的 维 数 必 须 相 同 . 我 人 有 WiNn(V-_i 终 Vo) = {40} 
这 是 由 于 在 这 个 交 中 的 任意 非 零 上 将 导出 矛盾 的 不 等 式 gq(€) > 0 写 q(&) < 0. 
因此 fm 可 以 被 延 拓 为 V1 甸 W 的 一 个 补 , 及 由 于 页 是 一 个 补 , 所 以 d(Wi) < 
d(WVi)， 类 似 地 , dVi) < d(W1), 所 以 它们 的 维 数 相 等 . 附带 地 , 这 证 明了 Wi 征 
V_1 甸 Ww 的 一 个 补 . 用 完全 相同 的 方法 , 我 们 求 得 d(W-1) = d(V-1), 于 是 最 后 ， 
用 减法 即 得 到 d(Wo) = d(Vo). 按照 惯例 , w 标准 正 交 基 {ai}? 可 以 重新 排序 使 
满足 g(ai) = 1 的 所 有 ai 排 在 最 前 面 , 然后 是 满足 g(ai) = -1, 及 最 后 为 满足 
g(a;) = 0. 我 们 将 上 述 结果 陈述 如 下 : 


定理 7.2 车 内 是 一 个 有 限 维 空间 Y 上 的 一 个 对 称 双 线性 泛 函 , 则 存在 整数 
n 与 Dp 使 着 {oi}7 为 任意 按 惯例 次 序 的 CW 标准 正 交 基 ， 及 着 E 一 > 1 Zi0i， 则 
p p+n 
q(é) 一 位 十 .十 Z3 一作 p+l 一 pn = >_ 7 — 》 2 
1 PD 十 1 

整数 p 一 n 称 为 gq 型 (或 它 对 应 的 对 称 双 线性 泛 函 w) 的 符号 差 , 而 P+ 为 
它 的 秩 . 注意 9g+n 是 dg 的 上 述 矩 阵 的 列 空间 的 维 数 , 所 以 它 等 于 相关 线性 映射 
T 的 值 域 之 维 数 . 因此 p 十 n 为 9 的 每 一 个 矩阵 的 秩 . 

一 个 标准 正 交 基 的 归纳 法 证 明 并 不 表示 我 们 在 实际 上 如 何 找 出 它 来 . 假定 
我 们 前 面 有 关于 某 基 {ai}?，w 的 矩阵 {ti;j}， 使 得 w(é&,7) = ziyjtij， 此 处 
上 = p34 TiQi, 让 一 > 1 YiQi) 及 ti; = WwW (Ci, Qj), 因而 我 们 需要 知道 如 何 真 正 地 求 
出 一 个 标准 正 交 基 {8:}?. 主要 问题 是 找到 一 个 正 交 基 ; 标准 化 则 是 平凡 的 . 第 
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一 件 事 为 找到 一 个 向 量 6 满足 w(B,B8) 了 关 0. 大 某 tii = w(ai, Qi) 天 0, 则 我 们 可 
以 取 8 = ai. 若 所 有 tii; = 0, 而 w 不 是 等 型 , 则 必定 有 某 ti; 冯 0, 假定 t12 天 0. 
若 我 们 置 xy = ai 十 a 及 i= Gi(i > 1), 则 {yi}? 为 一 个 基 , 及 w 关于 基 {i} 
的 矩阵 s = {Si;} 有 


S11 二 wW(Y1, 1) 一 w(ai 十 Q2,Q1 十 02) = {tii 2ti12 + to22 = 2t1o 天 0U. 


类 似 地 , 若 ; 或 了 大 于 1 时 , si = tij. 
例如 , 各 w 为 由 w(x,y) 一 Z172 + T2Y1 定义 的 R* 上 的 双 线 性 型 , 则 和 它 的 矩 
阵 ti; = w(6”, 0 ) 为 


于 我 们 必须 换 基 使 ti1 夭 0. 按照 上 面 的 方式 , 我 们 置 y1 = 站 十 及 Yo = 二 6 ,从 
而 得 到 新 矩阵 s = w(7i Yj), 即 


下 一 步 为 寻找 泛 函 w(&,%) = zisii 的 零 空 间 的 一 个 基 .， 我们 用 修改 
,nn 来 做 这 件 事 . 我 们 将 Y; 换 成 y; + cx 及 算出 c 使 这 个 向 量 在 零 择 
间 之 中 . 因此 我 们 需要 0 = w(yi + eu mi = s1; 十 cs11, 从 而 c= 一 31;/su1. 注意 
在 我 们 做 到 si1 0 之前, 我 们 不 能 采取 这 个 正 交 化 步骤 . 这 个 新 的 集合 仍 为 生 
成 , 所 以 它 是 一 个 基 , 而 新 的 矩阵 {rij} 有 ma 关 0 及 当 7>1 时 , 71; = rj1 = 0. 
我 们 现在 仅仅 对 w 在 这 个 (n 一 1) 维 零 空间 的 限制 来 重复 整个 的 程序 , 其 矩阵 为 
{7ij :2 和 2 二 n} 等 等 . 这 是 长 的 过 程 , 但 是 到 标准 化 ， 我 们 只 在 原来 矩阵 上 用 
了 有 理 运算 , 我 们 用 加 , 减 , 乘 与 除 , 但 我 们 没有 去 找 多 项 式 方程 的 根 . 

继续 我 们 上 面 的 例子 , 我 们 置 8 = 1, 但 我 们 将 ?2 换 成 Bo。 = ?2 一 (sl2/ 
S11)° = — 1/2%. 最 终 的 矩阵 Ti7 一 w(PBi, bi) 有 


1 1 
711 一 S11 一 2， 712 二 w(B1, 2) 一 w(T1 7T2 一 571) 二 8512 一 D511 = 0, 


及 rT22 = wlY2 一 3Y1, 2 一 了 1 ) = 822 一 812 + 811/4 = 一 3， 所 以 


2 0 
tr 一 | 0 -1/2 | 
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最 终 的 基 为 Bl =%=5+02 及 Ba =% 一 =0 30 +60)= (6 -060)/2. 

我 们 在 上 面 采取 的 步骤 为 行 约 化 之 回顾 , 但 是 由 于 我 们 对 具有 w 的 变换 了 : 
V 一 V* 的 定义 空间 与 值 空间 同时 变换 基 , 所 以 每 一 步骤 都 同时 涉及 一 个 初等 
矩阵 的 左 乘 与 右 乘 . 即 我 们 同时 作 行 与 列 的 约 化 . 这 在 直观 上 应 该 是 清楚 的 , 即 
按 这 样 的 方式 作用 于 一 个 对 称 窍 阵 , 可 使 它 保持 对 称 . 

关于 二 次 型 另外 的 信息 , 我 们 回 到 关于 一 个 变换 的 矩阵 的 基 变 换 公式 :t” = 
b:t'.a. 在 此 TT 是 w 型 由 V 至 V* 的 变换 , 所 以 按照 $4 的 计算 有 = (a*) . 
行列 式 函 数 的 性 质 之 一 为 A(T*) = A(T), 所 以 A(a*) = A(a). 因此 行 se 栖 +t 
为 一 个 二 次 型 关于 Y 的 第 一 个 与 第 二 个 基 的 抢 阵 . 又 若 a 是 基 变 换 窍 阵 ， 则 
s = (ait.a-l 及 Al(s)= (A(a-!1))?A(t). 因此 一 个 二 次 型 有 奇偶 性 . 大 人 它 
是 非 奇异 的 , 则 它 的 行列 式 或 者 总 是 正 的 , 或 者 总 是 负 的 , 我 们 可 以 称 它 为 偶 或 
奇 的 . 在 我 们 的 例子 里 , 开始 与 终结 的 矩阵 为 


它们 的 行列 式 都 等 于 一 1. 

在 二 维 情况 , 关于 一 个 标准 正 交 基 的 一 个 型 的 行列 式 , 当 对 角 线 上 元 素 均 为 
+1 或 均 为 -1 时 , 等 于 1; 当 它 们 取 不 同 符号 时 , 行列 式 为 -1. 因此 不 作 标 准 正 
交 化 ， 我 们 就 可 以 读 出 二 维 空间 一 个 非 奇 异型 的 符 叶 其， 若 行 列 式 tiit22 一 (t12)* 
为 正 的 , 则 符号 差 为 土 2, 我 们 由 观察 ti1 即 可 断定 是 哪 一 个 ( 因 在 我 们 的 正 交 化 
程序 中 , 1! 是 不 变 的 ). 因此 符号 差 为 +2 或 -2 依赖 于 ti: > 0 或 < 0. 着 行 
列 式 为 负 的 , 则 符号 差 为 0. 因此 不 作 计算 , 我 们 就 知道 具有 和 矩阵 


0 1 
Hy 
的 型 w(2,y) = zlya + X21 的 符号 差 为 0. 
定理 7.1 与 7.2 对 于 向 量 空间 上 实 值 函数 的 临界 点 分 类 是 很 重要 的 . 我 们 在 
3.16 节 将 看 到 这 样 一 个 函数 FF 的 二 阶 微分 是 一 个 对 称 的 双 线 性 记 郴 ， 它 的 型 的 
符号 差 与 下 面 事情 有 同等 重要 性 , 即 决 定 F 在 一 点 近 旁 的 性 质 , 在 该 点 它 的 一 
阶 导数 为 零 , 在 初等 微 积 分 中 考 虚 了 二 阶 导数 的 符号 . 
车 除去 上 < 二 0 外 , g(6) 皆 非 零 , 则 称 二 次 型 g 为 定 的 . 所 以 gq(&) 必须 总 有 相 
同 的 符号 , 这 样 将 9 称 为 正定 的 或 负 定 的 . 回 过 来 看 看 定理 7.2， 这 应 该 是 显然 的 ， 
即 仅 当 p = d(V) 及 n = 0 时 , 9 才 是 正定 的 , 又 仅 当 n = d(V) 及 p= 0 时 , gq 
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才 是 负 定 的 . 一 个 对 称 的 双 线 性 泛 浮 , 其 相关 的 二 次 型 是 正定 的 则 称 为 一 个 标量 
积 . 在 一 般 向 量 空间 中 , 这 是 一 个 非常 重要 的 概念 , 整个 第 五 章 都 将 从 事 于 发 展 
它 的 一 些 内 含 . 


现在 我 们 的 代数 背景 对 微分 学 来 说 已 经 合适 了 ， 然 而 我 们 还 需要 一 些 多 维 
的 极限 理论 . 粗略 地 说 , 微分 学 是 对 非 线性 映射 的 线性 近似 理论 , 从 而 我 们 不 得 
不 了 解 在 一 般 的 向 量 架 构 下 近似 到 底 意味 着 什么 . 因此 我 们 将 从 研讨 一 个 向 量 
空间 V 中 向 量 的 长 度 度量 概念 作为 本 章 的 开端 , 这 里 的 向 量 长 度 度量 被 称 作 范 
数 . 然 后 我 们 便 能 研究 由 一 个 曲面 的 切 平面 去 近似 在 切 点 附近 的 此 曲面 的 这 种 方 
式 所 产生 的 现象 . 这 是 被 称 为 微分 的 关于 映射 的 惟一 局 部 线性 近似 的 一 般 理 论 ， 
计算 微分 的 规则 中 包括 了 微分 学 中 所 有 熟悉 的 规则 , 并 且 达 到 了 使 复杂 计算 可 
按 常规 方式 运作 的 同一 目的 . 但 是 在 多 维 情况 下 这 个 理论 更 为 丰富 , 而 且 我 们 必 
须要 掌握 一 个 新 的 东西 , 即 线性 变换 和 它们 在 给 定向 量 上 取 值 之 间 的 相互 关联 
前 者 是 微分 而 后 者 在 一 般 情 形 下 是 方向 导数 , 在 向 量 属于 某 组 基 时 则 为 偏 导数 
特别 地 , 当 所 考虑 的 空间 为 有 限 维 并 通过 选取 基 将 其 置换 成 笛 卡 儿 空 间 时 , 此 微 
分 则 完全 等 价 于 它 的 矩阵 , 它 是 一 个 由 偏 导数 构成 的 矩阵 并 被 称 作 此 映射 的 雅 
可 比 矩 阵 . 于 是 微分 运算 的 规则 便 用 矩阵 运算 的 方式 表达 出 来 
求实 函数 的 极 大 和 极 小 点 完全 像 从 前 那样 由 计算 微分 并 使 它 等 于 零 而 得 到 
但 是 我 们 将 略 去 这 个 课题 , 只 在 带 星 号 的 章节 中 有 所 讨论 . 它 也 远 较 其 单 变 的 相 
应 部 分 更 为 丰富 , 并 且 在 某 种 无 穷 维 情形 中 成 为 被 称 作 变 分 法 的 学 科 、 
最 后 , 我 们 将 开始 我 们 对 逆 映 射 定理 和 隐 函 数 定理 的 研讨 . 逆 映 射 定理 说 ， 
如 果 向 量 空间 之 间 的 一 个 映射 是 连续 可 微 的 , 并 且 如 果 其 微分 在 某 点 a 是 可 北 


3.1 回顾 及 中 的 情形 : ‘ 127 . 


的 (作为 一 个 线性 变换 ), 则 此 映射 本 身 在 a 的 某 个 邻 域 内 是 可 道 的 . 隐 函 数 定理 
说 , 如 采 两 个 向 量变 量 的 一 个 丫 量 什 画 数 G 被 令 为 零 , 并 且 如 果 G 的 第 二 个 偏 
微分 (作为 线性 映射 ) 在 点 < a,8 > 可 逆 , 其 中 G(a, 686) = 0, 则 方程 C(67) = 0 
可 以 在 此 点 附近 解 出 用 & 表达 的 7. 就 是 说 , 存在 一 个 在 a 附近 定义 的 惟一 决定 
的 映射 7 = FS) 使 得 6 = F(a), 并 且 使 得 在 a 的 此 邻 域 中 有 G(é&, FF(€)) = 0. 

这 两 个 定理 对 分 析 学 的 进一步 展开 是 基础 性 的 . 较 之 于 迄今 为 止 的 工作 它 
们 之 所 以 是 更 为 深刻 的 在 于 它们 依赖 于 癌 量 空间 的 一 个 特殊 性 质 , 即 完备 性 ; 我 
们 将 不 得 不 把 它们 的 部 分 证 明 推 延 到 下 一 章 , 在 那里 我 们 要 以 完全 系统 的 方式 
研究 完备 性 . 

在 本 章 末 尾 的 许多 带 星 叶 的 小 节 中 我 们 提供 了 一 些 较 难 的 素材 ,我 们 并 不 
期 望 读者 能 掌握 它们 . 但 是 他 应 该 了 解 这 些 素 材 的 大 体 概 念 


3.1 回顾 R 中 的 情形 


假定 每 个 学 过 微 积分 的 学 生 都 熟悉 实数 系 的 性 质 和 极限 理论 . 但 是 在 此 我 
们 只 是 熟悉 还 不 够 . 同学 们 理解 = - 定义 并 能 够 使 用 它们 是 绝对 必需 的 . 

为 稳妥 起 见 , 我 们 将 在 函数 极限 的 染 构 下 回顾 部 分 这 些 内 雁 ; 上 自信 的 读者 可 
略 去 不 读 . 我 们 假定 所 有 我 们 考虑 的 函数 至 少 在 包含 a 的 一 个 开 区 间 上 有 定义 ， 
但 可 以 除去 a 本 身 . 这 个 例外 情形 之 所 以 需要 是 由 计算 中 的 差 商 表明 的 , 这 时 的 
差 商 在 此 点 没有 定义 而 它们 在 此 点 附近 的 行为 才 是 至 关 重 要 的 . 


定义 1.1 当 z 趋 向 于 a 时 f(z) 趋向 于 1( 用 符号 表示 即 当 z 一 0 时 jz) 一 
是 说 , 对 每 个 正 数 6 存在 一 个 正 数 5 使 得 


0<|z—-al<$= |f(7) 一 外 <e. 


我 们 也 说 当 z 趋向 a 时 , ! 是 f(z) 的 极限 , 写 为 imzoj(z) = /. 在 此 定 
义 中 所 给 出 的 陈述 可 以 理解 为 对 z 的 全 称 量化 , 故而 此 定义 真正 开始 于 三 个 量 
词 (Yes>o)(356>0)(Yz). 这 些 前 置 的 量词 使 得 定义 被 当 作文 章 阅 读 时 显得 舍 作 和 不 
符合 词 言 习惯 , 但 是 读者 应 记 住 在 我 们 对 量化 的 最 初 讨论 中 所 表示 的 , 即 为 了 使 
语句 的 意义 清晰 而 无 任何 含糊 之 处 , 这 种 人 为 制 做 的 语句 是 绝对 必要 的 . 对 量词 
(vs)(36)(Yz) 顺序 的 任何 改变 将 改变 此 陈述 的 意义 

内 置 全称 量 词 限 定语 句 


(Vr){0 <|z—-al<6=> |f(r)-/!|<e) 
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的 意义 是 直观 的 并 容易 以 图 形 表示 ( 见 图 3.1). | 

对 所 有 比 5 更 千 近 a 的 z, f 在 zx 的 值 比 s -一 
更 靠近 1. 此 定义 一 开始 所 说 的 是 , 对 每 个 正 数 的 | | | 
可 以 找到 这 样 的 一 个 正 数 5. 自然 , 5 随 e 而 变 。 UV 
化 ; 如 果 s 给 得 越 小 , 一 般 地 我 们 则 必定 走向 a 越 
近 , 那 就 是 说 , 使 在 (a -ba+6)- {a} 上 的 值 | | 
以 靠近 ! 之 前 , 我 们 必须 把 6 取得 较 小 . 2 

变量 ‘e? 和 ‘5' 几乎 总 被 限制 为 正 实数 ， 故 ?4 
从 现在 起 我 们 让 此 限制 只 隐 含 而 不 明 写 出 来 , 除 
非 有 某 些 特殊 要 求 . 因此 我 们 将 简单 地 写成 
(ve)(36).…. : 

收敛 性 的 定义 以 各 种 方式 被 运用 . 在 最 简单 的 情形 中 , 假设 我 们 已 知 一 个 
或 更 多 的 在 a 有 极限 的 函数 , 璧 如, f(x) 一 风 和 g(x) 一 风 而 我 们 要 证 明 某 个 其 
他 的 函数 h 在 a 有 极限 w. 在 这 种 情形 中 , 我 们 总 是 试图 找到 一 个 不 等 式 , 以 我 
们 已 知 可 以 做 得 很 小 的 量 |f(z) 一 w| 和 lg(z) -| 来 表达 我 们 想 要 使 它 变 小 的 量 
Ih(z) — wl. 

例如 , 假定 h = f +g 由 于 f(z) 靠近 u，g(z) 谷 近 wv, 则 显然 h(z) 靠近 
w 二 4 十 v. 但 是 如 何 千 近 ? 因为 h(z) 一 w= (f(z) 一 十 (g(x) 一 0), 我 们 有 


h(x) 一 ul 和 cz 一 可 十 jg) 一 中 


由 此 我 们 清楚 , 为 了 使 |h(z) 一 w| 小 于 < 只 要 使 |f(z) 一 | 和 lg(z) -vl 中 每 一 
个 都 小 于 s/2 即 可 . 因此 , 给 定 任意 <, 我 们 可 取 51, 使 得 0 < jz 一 a < 5 > 
f(z) 一 ul < e/2, 以 及 友 , 使 得 0 < |z 一 a| < 52 节 |g(z) 一 v| < e/2, 于 是 我 们 可 以 
取 5 为 这 两 个 数 中 较 小 者 , 故而 如 果 0 < |z 一 a| < 6, 则 两 个 不 等 式 都 成 立 . 因而 


E E 
0<iz—al<6=>|h(r) -wl <|f(r) -ul+lg(z) 一 < 了 十 可 二 e， 


2 
那么 , 我 们 对 函数 h 便 找到 了 所 想 要 的 6。 
下 面 假定 4 关 0, 而 h= 1/f. 显然 当 f(z) 靠近 4 时 h(z) 则 靠近 w = 1/u， 
因而 我 们 想 把 h(x) 一 w 用 f(x) 一 4 来 表达 . 因此 
z 1 1 wu—f(2) 
h(xz)—w 一 


FG) wu f(r 


从 而 |h(z) 一 w| < |f(z) 一 wl/|f(z)ul. 这 里 的 麻烦 在 于 分 母 是 变量 , 而 且 如 要 它 
碰巧 非常 小 则 会 抵消 了 |f(z) -wl 的 小 , 从 而 不 能 迫使 此 商 很 小 然而 容易 解 


3.1 
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” 决 这 个 问题 . 由 于 f(x) 靠近 wv 而 4 文 非 等 , 故 f(z) 不 会 对 近 零 ， 例 如, 如 果 
f(z) 比 u/2 更 靠近 w, 则 f(z) 离开 0 必 比 lul/2 更 远 . 因此 我 们 选取 51 使 得 
0<jz-al<gb 全 172) 一 可 < ul/2 由 此 得 到 |f(z)| > lwl/2. 于 是 


h(x) — wl < 37(z) — ul/lul?, 
那么 , 给 定 任 一 e, 我 们 选取 52 使 得 
0<|r—al<6 = |f(7) -ul < elvul?/2. 
再 取 6 为 5 和 62 中 较 小 者 , 故 当 0 < |z - al < 时 这 两 个 不 等 式 都 成 立 , 我 们 有 
0<|z—al<6 hz) — wl <2f(z) — ul/lul < 2elul?/2lul? = s， 


我 们 又 对 函数 h 找到 了 我 们 的 5. 
我 们 已 力图 表明 人 们 是 如 何 考虑 这 些 情况 的 . 写 下 来 的 实际 证 明 只 须 指 出 
6 的 选取 . 因此 ， 


引 理 1.1 如 采 当 x 一 a 时 f(z) 二, 9(7) 二 v0, 则 当代 一 a 时 f(z)+g(7) 一 


tt 十， 


证 明 给 出 <, 选取 5i 使 得 0< Iraq < 外 全 |) 一 本 < e/2{ 因 为 已 假定 了 
f 在 a 对 4 的 收敛 性 )， 相似 地 , 选取 % 使 得 0< |z 一 a| < 6 洁 19(7x) 一 v| < /2. 
取 6 为 1 和 6。 中 的 较 小 者 . 于 是 


0<|z-al<6> f(r)+9(7))— (+o < |f(z)—ult+lg(z)—v| < /2+e/2= &. 
从 而 得 证 . 口 


除了 了 解 极 限 理论 的 < - 技术 外 , 还 有 必要 理解 并 能 够 运用 实数 系 的 基本 性 
质 即 上 确 界 性 质 . 在 下 面 对 此 性 质 的 陈述 中 的 半 无 穷 区 间 (一 00,a] 自然 指 的 是 
子 集 {7 ER 民 :X < a}. 

如 果 4 是 到 的 一 个 非 空 子 集 , 使 得 对 一 个 数 a 有 4 C (-oo,al 则 存在 一 个 
惟一 确定 的 最 小 数 b, 使 得 A C (-oo, 叫 . 

称 满足 4 C (一 00,a|] 的 数 e 为 4 的 一 个 上 界 ; 显然 ,a 是 4 的 一 个 上 弄 当 且 
仅 当 4 中 的 每 个 x 均 小 于 或 等 于 a, 有 一 个 上 界 的 集合 被 叫做 上 有 界 的 . 上 面 的 
性 质 说 一 个 上 有 界 的 非 空 集合 4 有 一 个 最 小 上 界 即 上 确 界 (lub). 如 果 用 -1 乘 
以 每 个 数 则 道 转 了 顺序 关系 , 于 是 我 们 得 到 了 男 一 个 陈述 , 它 断 言 R 的 任 一 下 有 
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界 的 非 空子 集合 有 一 个 最 大 下 界 即 下 确 界 (glb). 区 间 (0,1) 的 上 确 界 为 1， [0,1] 
的 上 确 界 也 是 1. {1/n : ”为 正 整 数 } 的 下 确 界 为 0. 还 有 , lub{z :z 为 正 有 理 数 且 
rz? < 2} 二 V2, glb{fe* :zeER =0, 以 及 lubf{e” :z 为 有 理 数 旦 z < V2} = ev2. 


习题 
1.1 证 明 如 果 当 z 一 aa 时 jz) 一 1 和 jz) 一 mm 则 1 = 和 mo. 因此 我 们 可 以 谈 及 当 闻 一 a 
时 f(z) 的 惟一 确定 的 极限 . 
1.2 证 明 如 果 当 z 二 a 时 f(z) 一 1 9g(z) 一 mm, 则 当 z 一 a 时 f(z)g(x) 一 1 
1.3 证 明 |zx 一 al < lal/2 = |zx| > la|/2. 
1.4 由 下 确 界 性 质证 明 (详细 地 ) 上 确 界 性 质 . 


1.5 试 证 iubA = x 当 有 日 仅 当 xz 是 4 的 一 个 上 界 , 而 且 对 每 个 正 的 sz 一 < 不 是 4 的 上 
办 . 


1.6 设 A4 和 B 为 R 的 子 集 ,它们 均 非 空 且 上 有 界 . 证 明 A 十 B 为 非 室 上 有 界 且 
lub(A+ B)= lubA + lubB. 


1.7 准确 阐述 并 证 明 关 于 两 个 集合 乘积 的 上 确 界 的 一 个 正确 定理 
1.8 对 定义 域 为 及 的 子 集 的 函数 定义 单 边 极限 的 概念 . 例如 , 我 们 需要 当 z 从 下 面 趋向 于 
a 时 f(z) 的 极限 , 我 们 记 这 种 极限 为 
limf(z). 
1.9 如 果实 函数 f 的 定义 域 是 一 个 区 间 , 警 如 [a,9], 如 果 
r <y> jz) < f(y) 
我 们 则 称 f 是 一 个 增 函 数 . 证 明 一 个 增 函 数 处 处 有 单 边 极限 . 
1.10 设 [a, 为 及 中 的 闭 区 间 , 并 设 f : [o, 引 一 及 为 增 函 数 . 证 明 lims_ yf(z) = f(y) 对 
所 有 [a, 如 中 y 成立 ( 即 f 在 [a,b] 上 连续 ) 当 且 仅 当 f 的 值 域 没有 漏 掉 任何 一 个 子 区 


间 (c,d) C [f(a), Fo].[ 提 示 : 假如 此 值 域 漏 掉 了 (c,d), 并 令 y = lub(z : f(z) & 9 
于 是 当 z 一 4 时 f(2) » f(W).] 

1.11 一 个 集合 与 区 间 [s, 二 中 每 个 开 子 集 都 相交 则 说 此 集合 在 [s, 引 中 稠密 证 明 如 果 了 : 
[a,0] -> RR 为 增 函 数 且 f 的 值 域 在 [f(a), f(b)] 中 稠密 , 则 f 的 值 域 =[f(a), 有 (6)].( 对 
f(a) 和 f(b) 之 间 的 任意 z, 令 y = lubfz : f(z) < 2}, 等 等 .) 

1.12 假定 上 面 两 个 习题 的 结果 成 立 , 证 明 如 果 f 是 [a, 引 到 R 的 连续 的 严格 增 函 数 , 并且 
如 果 7 = f(a), s = f(b), 则 f-! 是 从 [r,s] 到 R 的 连续 的 严格 增 函 数 .[ 如 果 对 定义 域 
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中 每 个 y 当 z 一 y 时 f(z) 二 f(y) 则 函数 f 为 连续 ; 如 果 z <y 二 f(x) < f(y) 则 
说 f 是 严格 增 的 .] 

1.13 多 少 像 上 面 习题 1.11 的 论证 那样 证 明 , 如 果 f : [a,b] 一 民 在 [a,b] 上 连续 , 则 f 的 值 
域 包含 了 [f(a), f(b)]. 这 是 介 值 定理 . 

1.14 假设 函数 g : R 一 R 满足 对 所 有 x,y €E 民有 g(xy) = 9(7X)q(y). 注意 , q(zZ) = 2 (nm 为 
正 整数 ) 和 g(z) = |z|j"(7 为 任意 实数 ) 均 满 足 此 “函数 方程 ". g(x) 三 0 也 满足 此 方程 
(可 和 否 理 解 为 > = 一 007). 证 明 如 果 q 满足 此 画 数 方程 旦 对 zx > 1 有 q(x) > 1, 则 存在 
一 个 实数 ” > 1 使 得 对 所 有 正 数 > 有 g(x) = x". 

1.15 证 明 如 果 gq 连续 并 对 所 有 z,y E 及 满足 销 数 方程 g(zy) = g(x%)q(y), 并 且 至 少 存在 一 
个 点 a 使 9(a) 去 0,1, 则 对 所 有 正 数 z，g(z) = xz". 最 后 如 果 9 也 是 非 负 的 , 则 在 有 
上 g(x) = |zi. 

1.16 证 明 如 果 g(x) 三 |x|”, 且 如 果 g(x 十) 全 gq(7) 十 909), 则 7 << 1.( 试 一 试 y= 二 1 和 大 的 
z 值 , 如 果 ” > 1，d (z) 像 是 什么 ?) 
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像 上 面 所 简短 回顾 的 那样 , 在 民 的 极限 理论 中 绝对 值 函数 被 显著 地 用 于 像 
‘|z 一 y| 这 样 的 表达 式 中 , 以 表示 两 个 数 之 间 的 距离 . 在 这 里 就 是 z 与 y 之 间 的 
距离 . f(z) 到 的 收敛 性 定义 只 不 过 是 下 述 意 义 的 小 心 陈述 , 即 当 距离 |z 一 al 
趋向 零 时 距离 |f (zx) -4| 趋向 于 零 . 在 我 们 证 明 中 用 到 的 |z| 的 性 质 为 

(1) |z| > 0, 如 果 zz 去 0, 县 10|=0; / 

(2) |zy| = |zllyl; 

(3) |z + yl & |z| + |yl. 

向 量 空间 的 极限 理论 是 用 被 称 作 范 数 的 函数 进行 研究 的 , 它 是 有 上 绝对 值 
函数 在 多 维 情形 的 类 比 . 因此 , 如 果 p :V 一 RR 是 个 范 数 , 我 们 则 要 把 p(a) 解释 
为 a 的 大小”, 而 pla 一 B) 解释 为 a 与 8 之 间 的 “距离 ". 但 是 如 果 V 不 是 一 维 
的 , 则 没有 最 自然 的 关于 大 小 的 概念 . 例如 , 如 果 f 是 [a,8] 上 的 正 连续 函数 , 并 
且 如 果 我 们 要 求 读者 给 出 一 个 用 于 度量 f 是 如 何 “大 ”的 数 , 对 他 而 言 大 体会 出 
现 两 种 可 能 的 选取 : f 的 最 大 值 和 f 的 图 像 下 方 的 面积 . 的 确 , 如 果 maxf 是 小 
的 则 必定 认为 f 为 小 . 但 是 如 果 f 的 那个 面积 为 小 , 我 们 也 会 在 一 种 不 同 的 意 
义 下 同意 f 也 是 小 的 . 在 [a, 上 连续 的 所 有 函数 组 成 的 向 量 空间 Y = C([a, 弛 )) 
上 有 两 个 范 数 的 例子 : 


p(f) = max{|f(D| :te [a, 0} 
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和 和 b 
aq(f) = / fat. 


请 注意 , f 可 能 在 第 二 个 意义 是 小 的 但 是 在 第 一 个 却 不 是 的 . 
为 了 能 有 效 利用 , 向 量 的 大 小 概念 必须 具有 像 及 上 绝对 值 函 数 相 类 比 的 性 
质 . : 


定义 2.1 一 个 范 数 是 向 量 空间 V 上 的 一 个 实 函 数 , 满足 
nl1. p(a) > 0, 如 果 a 关 0( 正 性 ); : 
n2. p(zQ) = |zlp(a), 对 所 有 a E ww ZE 民 ( 齐 性 ); 
n3. p(Qa 十 8) < p(a) 十 p(B), 对 所 有 a,B EV( 三 角 不 等 式 ). 


一 个 贼 范 线 性 空间 (nls) 或 者 说 赋 范 向 重 空间 是 一 个 向 量 空 间 Y 连同 V 上 
的 一 个 范 数 . 赋 范 线性 空间 实则 是 一 个 偶 对 < Vp >, 但 是 一 般 情 况 下 我 们 只 谈 
及 赋 范 空间 V, 而 理解 这 时 在 V 上 已 有 一 个 确定 的 范 数 . 

按 习 惯用 llal| 表示 a 的 范 数 , 大 概 是 为 了 提示 与 绝对 值 的 类 比 性 . 于 是 三 角 
不 等 式 n3 成 为 a+ Bl < llall 二 上 51 在 形式 上 它 几乎 恒 同 于 基本 的 绝对 值 不 等 
式 Iz 二 中 过 |z| 十 加. 相似 地 , n2 成 为 ||zall = |zlllall. 类 比 于 民 中 的 |zxy| = 上 | 外 
另外 , la - 8|| 可 相似 地 解释 为 a 与 8 之 间 的 距离 . 其 合理 性 在 于 ， 如 果 我 们 令 
a 二 一 nD,B 二 n 一 C, 则 n3 成 为 通常 的 几何 的 三 角 不 等 式 : / 


IE=elgIE- 串 +I = 如 


我 们 对 范 数 将 同时 使 用 双重 线 记 号 和 “p” 记 号 ; 有 时 其 中 一 个 比 另 一 个 更 好 . 

在 Rn 上 最 通常 使 用 的 范 数 是 ||zlli = 学 ?|zij, 欧 氏 范 数 |lzll = (357 7?) 
和 jlwll = max{|zil}i. [a,9 上 所 有 连续 实 函数 的 无 穷 维 向 量 空间 EC([c, 如) 上 的 
范 数 相似 地 为 | 


bb 
fh = / f(Dlat: 


; 1/2 
w= (/ fF a) ; 


ll。 = max{|f (DI :a gt < 0}. 


对 读者 来 说 验证 上 | 在 上 面 两 种 情形 中 均 是 个 范 数 应 该 是 容易 的 , 关于 所 
谓 的 一 致 范 数 | |joo 我 们 将 在 下 一 节 采 用 . 欧 氏 范 数 上 | 则 更 富 于 技巧 性 ; 它们 
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的 性 质 依赖 于 所 考虑 的 内 积 . 在 第 五 章 要 讨论 这 些 . 同时 , 为 使 读者 能 在 R* 上 
使 用 欧 氏 范 数 || ||, 我 们 要 求 他 去 证 明 它 的 三 角 不 等 式 (其 他 的 公理 是 显然 的 )， 
这 是 一 个 以 生硬 方式 去 证 明 的 习题 . 在 及 自身 , 绝对 值 便 是 一 个 范 数 , 它 是 仅 有 
的 在 常数 范围 内 确定 的 范 数 . : : 

我 们 用 下 面 的 一 般 性 评注 将 上 面 R* 的 范 数 迁移 到 任意 有 限 维 空间 上 . 


引 理 2.1 如 果 卫 是 向 量 空 间 全 上 的 一 个 范 数 , 卫 是 从 向 量 空 间 站 到 了 研 的 
单 射 的 线性 映射 , 则 po 了 是 VV 上 的 一 个 范 数 . 


证 明 留 给 读者 去 证 . 口 


一 致 范 数 上 面 考虑 的 两 个 范 数 || ||。。 是 一 个 非常 一 般 情 形 的 特殊 例子 . 设 
4 为 任 一 非 空 集合 , 并 设 色 (4, 下 为 所 有 有 界 函 数 f : 4 一 了 的 集合 . 就 是 说 ， 
fe 8(A,R) 当 且 仅 当 fe R4 且 对 某 个 be 及 有 f 的 值 域 c [-b,. 这 等 于 说 
用 的 值 域 < fo, 中 并 称 这 样 的 b 为 |f| 的 一 个 界 . 集合 (4,R) 是 一 个 向 量 空 
闻 Y 这 是 因为 如 果 | 有 | 和 |g| 分 别 以 了 和 < 为 界 , 则 |zf 十 yg| 以 lzlpg+ le 为 
界 . 定义 一 致 范 数 上 floo 为 |f| 的 最 小 界 . 即 


flloo = lub{|f (Pp)| :De 4 
当然 , 必须 验证 | iw 是 个 范 数 , 对 任意 pe 4， 
|f(p) + gp & |f (Pp)| + lg9(p)| < lflloo + llglloc. 


因此 fllwo+llgllws 是 1f+g| 的 一 个 界 , 从 而 大 于 或 等 于 最 小 的 这 种 界 即 上 f+glloc 
它 给 出 了 三 角 不 等 式 . 其 次 我 们 注意 到 如 果 z 关 0, 则 5 为 | 有 | 的 界 当 且 仪 当 |zxlb 
为 |zf| 的 界 , 从 而 得 到 Iz 用 wo = zj 最 后 , 上 floo。 之 0 且 只 有 当 f 为 零落 
数 时 才 有 fiw = 0. 

我 们 可 以 在 上 面 讨论 中 用 任意 赋 范 线性 空间 W 替换 RR 函数 :4 一 W 
以 为 界 当 且 仅 当 对 所 有 4 中 的 p 有 中 f(p) 川 < 5b, 从 而 我 们 定义 %(4,W) 上 相 
应 的 一 致 范 数 为 : 

le = 1ub{llf (DN :pe A}. 
如 果 f ee([0,1]), 则 我 们 知道 连续 函数 达到 它 值 域 的 最 小 上 界 ( 即 广 取 


其 极 大 值 ”), 于 是 | 人 i 就 是 |f| 的 极 大 值 . 然而 一 般 情形 下 , 必须 用 lub 来 给 出 
定义 . 
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球 记 住 了 lla 一 各 被 解释 为 a 到 & 的 距离 则 可 自然 地 定义 半径 为 r, 关于 
中 心 a 的 开 球 为 {€ :ja -él <7j. 我 们 记 此 球 为 B.(a). 平移 8 保持 距离 不 变 ， 


78(€) = Te = | +6) — (+8N= 改 =- 才 


因此 € € B,(a) 当 且 仅 当 &+ Be Bi(a + B). 还 有 ,以 ce 作 纯 量 积 则 对 所 有 的 距 
离 都 乘 以 c, 从 而 以 相似 的 方式 推出 cB-(a) = Ber(ca). 

尽管 B,(a) 表现 得 像 一 个 球 , 但 由 不 同 范 数 定义 的 实际 集合 是 各 不 相同 的 ， 
它们 中 有 一 些 是 “看 起 来 的 非 球状 >， 在 图 3.2 中 展示 了 三 个 范 数 | ,|| | 
上 le 在 瑟 中 以 原点 为 中 心 的 单位 球 . 

一 个 nlsV 的 子 集 4 是 有 界 的 是 说 , 如 果 它 位 于 某 个 球 中 , 譬如 Bi(a) 中 ， 
那么 它 也 在 一 个 以 原点 为 中 心 的 球 中 , 即 Bial(0) 中 . 这 只 不 过 是 如 下 的 事实 : 
如 果 | 一 all <7 则 | 冲 <7 十 jlall; 它 在 重 写 jjsl| 为 ||(é -a) + all 然后 再 运用 
三 角 不 等 式 便 能 得 到 . / : 

在 向 量 5 的 与 集合 4 不 相 接触 的 最 大 球 的 半径 被 自然 地 称 作 从 B 到 4 的 
距离 . 很 清楚 它 就 是 glb{j|& 一 Bl: €€ A}( 见 图 3.3)， 


p(B,A)=r 


图 3.2 z 图 3.3 


一 个 点 a 是 集合 4 的 内 点 是 说 在 a 有 某 个 球 被 包含 在 4 中 . 这 等 价 于 说 
从 a 到 4 的 补 集 的 距离 是 正 的 (但 假定 4 不 是 整个 V)， 它 应 该 与 读者 的 一 个 
“里 面 的 ”点 应 该 是 什么 的 直观 观念 相 一 致 . 称 赋 范 线性 空间 的 一 个 子 集 4 是 开 
的 是 说 4 的 每 个 点 均 为 内 扣 . : : 

如 果 我 们 的 语言 是 前 后 一 致 的 , 那么 开 球 就 应 该 是 个 开 集 .的确 如 此 : 如 采 
a € B.(B), 则 la-Bl| <7, 于 是 假如 5 < 7 一 lla 一 i 并 利用 三 角 不 等 式 , 我 们 便 有 
Bs(Qa) C B.(B)( 见 图 3.4). 读者 应 写 出 详细 的 证 明 . 他 必须 证 明 如 采 £ € Bi(o， 
则 ee B.(8). 我 们 关于 距离 的 直觉 是 十 分 值得 信赖 的 , 但 它们 总 是 应 该 得 到 计 
算 的 检验 . 通过 动脑 筋 的 推断 读者 大 体能 明白 开 集 的 任意 集合 的 并 集 仍 然 古 开 
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的 . 特别 , 任意 一 组 开 球 的 并 仍 是 开 的 (图 3.5), 这 大 体 上 是 使 开 集 形 象 化 的 最 直 
观 的 方式 .( 见 习题 2.9.) 


C7) sl) 


图 3.4 图 3.5 


如 果子 集合 C 的 补 集 C' 是 开 的 则 称 C 为 闭 的 . 
我 们 上 面 的 讨论 表明 一 个 非 空 集 C 是 闭 的 当 且 仅 当 每 个 不 在 它 里 面 的 点 
与 它 的 距离 为 正 : a #4 C 全 p(a,C) > 0. 所 谓 在 8 的 半径 > 的 闭 球 B = {&: 


lt 一 Bl < r} 是 个 闭 集 . 像 图 3.6 所 提示 的 那样 , 其 证 明 又 是 三 角 不 等 式 的 一 个 
应 用 . 


习题 


2.1 证 明 如 果 疏 -allsgllell/2 则 Il| > llally2. 
2.2 详细 证 明 


Th 
zl = > ld 
1 


是 及 ”上 的 一 个 范 数 . 还 要 证 明 


b 
Hh = f lat 
是 C([a, 可 ) 上 的 一 个 范 数 
2.3 对 R" 中 的 x 让 |z| 为 欧 氏 长 度 


7 1/2 
2 
Iz| 一 ba 3 
1 


(也 ， yy) -一 >, 党 ii 
1 


另外 设 (x,y) 为 内 积 
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施 瓦 效 不 等 式 说 
I(z, 9)| < Izlly! 
且 此 不 等 式 在 x,Yy 为 相互 无 关 时 是 严格 的 . 
(a) 由 平方 再 消去 证 明 n = 2 时 的 施 瓦 效 不 等 式 . 
(b) 现 以 相同 方式 对 一 般 的 n 证 明 它 . 

2.4 继续 上 面 的 习题 ， 让 明 欧 氏 长 度 x 是 个 范 数 ， 关 键 的 一 步 是 三 角 不 等 式 | 十 名 < 

lz| 十 |y|. 用 平方 和 消去 法 把 它 化 到 施 瓦 效 不 等 式 . 自然 这 就 是 我 们 的 2 - 范 数 ||z||>. 
2.5 证 明 及 ”中 对 范 数 上 外 由 和 ||| 的 单位 球 是 图 3.2 所 展示 的 那样 . 
2.6 证 明 开 球 是 开 集 . 
2.7 证 明 闭 球 是 闭 集 . 
2.8 给 出 R” 中 一 个 既 非 开 又 非 闭 的 一 个 子 集 的 例子 . 


2.9 由 开 集 的 定义 证 明 任何 一 个 开 集 是 一 族 (可 能 非常 大 ) 开 球 的 并 . 证 明 任 一 开 集 的 并 仍 
为 开 . 因此 结论 是 一 个 集合 为 开 当 且 仅 当 它 是 开 球 的 并 . 


2.10 称 一 个 赋 范 线性 空间 V 的 子 集 4 是 凸 的 是 说 , 4 包含 了 它 中 任意 两 点 的 联结 线段 我 
们 知道 人 a 到 6 的 线段 是 [0, 1] 在 映射 t 瞩 tB 十 (1 一 ba 下 的 像 . 因此 4 为 凸 当 且 
仅 当 如 果 a,8 € 4 和 te [0,1] => 6 十 (1 一 ja € A. 证 明 赋 范 线性 空间 中 每 个 球 
Bw( 古 ) 为 凸 . 


2.11 一 个 半 范 数 是 除了 把 正 性 条 件 nl 放宽 为 非 负 性 : 
nl . p(a) 之 0 对 所 有 a 成 立 
外 满足 范 数 的 其 他 所 有 条 件 . 因此 p(a) 可 以 对 某 些 a 为 0. 特别 , 每 个 范 数 都 是 半 范 
数 . 证 明 : z 
(a) 如 果 p 是 向 量 空间 W 上 的 半 范 数 , 了 是 从 VV 到 W 的 线性 映射 , 则 po 是 
V 上 的 半 范 数 . 
(bj po7 为 范 数 当 且 仅 当 工 为 单 射 的 且 p 为 了 工 的 像 上 的 范 数 . 
2.12 证 明 两 个 半 范 数 的 和 仍 为 半 范 数 . 
2.13 由 上 面 的 两 个 习题 证 明 (不 是 通过 直接 计算 ) 


q(f) = If le + |f(to)) 


是 [a,b] 上 所 有 连续 可 微 实 函 数 的 空间 EC:([a, 旭 ) 上 的 半 范 数 , 其 中 to 是 [是 中 一 个 
固定 点 . 证 明 g 是 一 个 范 数 . 

2.14 证 明 两 个 有 界 集 的 和 是 有 界 的 . 

2.15 证 明和 B.(a) + Bs(B) 恰 好 是 球 Br+s(a 十 PB). 
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设 V 和 W 为 任意 两 个 赋 范 线性 空间 . 我 们 对 两 个 范 数 都 用 | | 表示. 这 种 
含糊 的 用 法 不 会 引起 混乱 . 它 像 是 用 “0?” 表示 所 考虑 的 全 部 向 量 空间 的 过 元 素 
那 种 样子 的 含糊 . 如 果 在 早先 我 们 给 出 单 实 变 量 的 实 函数 极限 的 定义 中 用 一 般 
的 范 数 符号 上 | 替换 绝对 值 记号 | |, 则 它 逐 字 逐 句 地 成 为 在 一 般 染 构 中 相应 的 
收敛 性 定义 . 但 是 我 们 仍 将 重 述 此 定义 并 借 此 机 会 放宽 对 f 定义 域 的 假定 条 件 . 
因此 , 设 4 为 了 的 任 一 子 集 , 并 设 f 为 从 4 到 W 的 任 一 映射 ， 


定义 3.1 我 们 说 当 E 趋向 a 时 f(&) 趋向 6, 并 记 为 当 &E 二 a 时 f(6) 二 6 
指 的 是 , 如 果 对 每 个 E 存在 一 个 5 使 得 


teA 和 0<-all<6=1(6) -ol <e. 


如 果 a e 4, 并 且 当 & 一 ac 时 16 一 fa), 我 们 则 说 f 在 a 是 连续 的 .于 
是 我 们 可 以 去 掉 上 关 a 的 要 求 , 并 有 了 连续 性 的 直接 的 ,6 - 特征 描述 : 如 采 对 
每 个 < 存在 一 个 6 使 得 | 一 al| < 6 > 17(9 - f(a) < s 则 说 了 在 a 是 连续 
的 . 在 这 里 可 以 理解 为 上 是 在 f 的 定义 域 4 上 的 全 词 量化 . 如 果 f 在 其 定义 域 
中 每 点 a 均 连 续 则 说 /是 连续 的 . 如 果 把 一 个 数 的 绝对 值 换 作 一 个 向 量 的 范 数 ， 
则 在 第 1 节 中 作为 实例 的 极限 定理 对 于 赋 范 线性 空间 逐 字 逐 句 地 成 立 . 我 们 将 
要 求 读者 写 出 习题 中 这 些 翻录 文字 中 的 儿 个 . 

有 一 个 比 在 a 的 连续 性 更 强 的 性 质 , 如 果 它 成 立 则 在 使 用 时 要 简 年 得 多 . f 
在 a 是 利 普 希 英 连 续 的 是 说 , 如 果 存 在 常数 c 使 得 上/(&) 一 f(a) < cl -all 对 
所 有 充分 靠近 a 的 成 立 . 那 就 是 说 , 存在 常数 c 和 7 使 得 


ié—all <7= (0 — f(g cfé = al. 


重要 之 处 在 于 我 们 现在 可 以 简单 地 取 6 为 e/c 了 (假定 = 足够 小 使 得 5 < 7; 不 
然 我 们 不 得 不 令 5 = min{e/c,7). 如 果 在 4 对 所 有 &,7 存在 一 个 常数 c 使 得 
FCE) 一 了 << dt 一 圳 ,我 们 则 说 f 是 一 个 利 普 希 英 济 数 ( 在 它 的 定义 域 4 上 ). 
对 于 线性 映射 工 :Y 二 多, 利 普 希 获 不 等 式 被 更 为 简洁 地 写 为 


TCO ES clicll, 


对 所 有 C eV 成 立 ; 我 们 刚才 使 用 的 事实 现在 是 (6) 一 TO) = 了 (GE 一 让, 从 而 可 
令 C 二 & 一. 在 这 方面 我 们 按 习 惯 称 了 为 有 界线 性 映射 而 不 是 利 普 希 次 线性 映 
射 , 而 且 称 任意 这 样 的 c 为 工 的 一 个 界 ， 
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由 初等 徽 积分 我 们 知道 ， 如果 f 是 [wb 上 的 连续 实 函 数 ( 即 如 果 f e 
CE([a,), 则 | 有 户 Flz)dzl < m(b 一 a), 其 中 m 是 |f(z)| 的 极 大 值 ， 但 这 正好 
是 f 的 一 致 范 数 , 故此 不 等 式 可 重 写 为 | 族 f| < (6 -a) 咱 川 。， 这 表明 如 果 在 
C([a,9]) 上 使 用 一 致 范 数 , 则 f  [”f 是 一 个 有 界线 性 泛 函 , 其 界 为 5 一 a. 

应 该 立即 指出 这 与 我 们 早先 讨论 过 的 有 界 性 的 概念 不 是 同一 回 事 . 在 那里 
我 们 称 一 个 实 函 数 有 界 是 说 它 的 值 域 是 R 中 的 一 个 有 界 子 集合 . 在 这 里 的 类 比 
应 当 被 称 作 有 界 的 向 量 值 函数 , 如 果 它 的 值 域 是 范 数 有 界 的 . 然而 一 个 非 零 的 线 
性 变换 不 可 能 在 这 种 意义 下 有 界 , 这 是 因为 


Ir(zajll = lzlllzreall 


现在 的 定义 等 于 商 T(a)/llall( 在 Y - {0} 上) 在 原先 意义 下 的 有 界 性 . 对 一 个 线 
性 映射 , 原来 连续 和 利 普 硕 茨 是 同一 回 事 . 


定理 3.1 设 全 为 从 赋 范 线性 空间 Y 到 赋 范 线性 空间 人 WV 的 一 个 线性 映射 . 
则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) T 在 一 点 连续 ; 

(2) 了 连续 ; 

(3) 了 有 界 . 


证 明 (1) 之 (3). 设 了 在 ao 连续 . 取 e=1 于 是 存在 6 使 得 |a 一 aol| < 

6 过 上 TT(Q) -Too)<i. 令 上 =a-oao 并 运用 了 的 可 加 性 , 我 们 有 | < 5 之 

IT < 1 现 对 任意 非 零 7, 让 = /2 中 它 的 范 数 为 6/2. 因此 , 上 T() < 

但 Te = 引 了 07)1/2lInll, 它 给 出 了 (7) < 36. 因此 了 工 以 C = 2/6 为 界 . 

(3) 全 (2). 设 ||T(8)jl| < CI 对 所 有 成立. 于 是 对 任意 ao 和 任意 < 我 们 
可 取 65=e/C, 从 而 有 


le — aoll < 6= (a) -Tlao)l|=|T(e -oo sg Clla- aoll < C9=€. 

(2) 六 ( 呈 .平凡 的 . 口 
在 下 面 的 引 理 中 我 们 将 证 明 范 数 函 数 是 V 到 RR 的 一 个 利 普 希 欧 函数 . 
引 理 3.1 对 所 有 a,68 €V,|llal| 一 ll8l| | < le 一 ll. 


证 明 我 们 有 |lal| = jl(a-6)+B8l| < lla-Bll+llall, 改 |lall 一 liall < le 一 看 
相似 地 , 有 |Bl| 一 llall < 18 -all= lila 一 他. 这 一 对 不 等 式 等 价 于 此 引 理 . 口 
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当 我 们 研讨 具有 连续 微分 的 映射 时 还 将 出 现 其 他 的 利 普 希 次 映射 . 粗略 地 
说 , 利 普 希 欧 性 质 处 于 连续 性 和 连续 的 可 微 性 之 间 , 它 常常 是 我 们 在 连续 可 微 性 
的 假设 下 实际 应 用 的 条 件 . 

一 个 有 界线 性 变换 了 的 最 小 界 被 称 作 它 的 范 数 . 即 


[TH = iab{liT (wl/Alall : a #0}. 


例如 , 设 工 : CE([a, 站 ) 民 为 黎 曼 积 分 ,T(f) = [f(z)dz. 我 们 在 前 面 见 过 , 如 果 
在 C([a, 可 ) 上 采用 一 致 范 数 上 fi|w 则 工 以 5 一 a 为 界 :|T(f)| < (6 一 a)||flloo. 另 一 - 
方面 , 不 存在 更 小 的 界 , 这 是 因为 六 1= (b 一 a) = (5 一 a)|lw: 因此 | = 5 一 a 
上 述 定义 有 另 一 种 有 用 的 公式 化 的 阐述 . 因为 由 齐 性 


iT (oa = llT (oyllal)), 
并 且 6 = a/llal| 具有 范 数 1, 从 而 我 们 有 
TI = Iub {TDN :lial a 甘 ， 
最 后 , 如 果 ||yl| < 1, 则 Y= zB6, 其 中 8l|=1,|z|< 1, 巧 
ITW) = lzlllT 0) < NAB). 
因此 我 们 有 了 一 个 效果 较 差 但 仍 是 有 用 的 特征 描述 : 
TH = ab{lT :lyg 1}. 


最 后 的 这 两 个 公式 化 陈述 的 是 一 致 范 数 . 因此 , 如 果 Bi 是 单位 闭 球 {é : | < 
1}, 我 们 看 出 一 个 线性 的 工 为 有 界 当 上 且 仅 当 了 | Bi 在 老 的 意义 下 有 界 , 于 是 


[| 一 | | Bil|~. 


一 个 线性 映射 :VW 如 果 对 V 中 所 有 & 有 (8 > 钟 出 则 是 被 5 界 
于 下 的 .如 果 荆 有 一 个 有 界 的 道 , 且 m = |IZ- 赴 则 了 被 1/m 界 于 下 , 这 十 因 为 
对 所 有 9 € WW TT 一 (| < mn 当 且 仅 当 | ml 对 所 有 & EV 成 立 . 

如 果 V 是 有 限 维 的 , 这 是 对 的 ; 反之 , 如 果 人 是 界 于 下 的 则 它 是 可 逆 的 (为 
什么 ?), 但 一 般 情形 不 对 

如 果 Y 和 W 为 赋 范 线性 空间 , 则 Hom(V,W) 被 定义 为 所 有 有 界线 性 映射 
T :VW 的 集合 . 2.3 节 中 所 有 结果 仍然 正确 , 然而 我 们 还 需要 另外 一 些 论断 . 
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定理 3.2 如 果 ||TI| 按 上 面 那样 定义 为 工 的 最 小 界 , 则 Hom(V,W) 自身 是 
一 个 典范 线性 空间 . 


证 明 利用 等 式 T= 上 1 Billoo 由 第 2 节 关 于 一 致 范 数 的 讨论 推出 。 口 


定理 3.3 如 果 U,V 和 W 都 是 典范 线性 空间 , 如 采 TE€ Hom(U,V), 5 € 
Hom(V,W), 则 SoT€ Hom(U,W) 且 SoTI| < SII|TI|. 从 而 在 右边 复合 一 个 
国定 的 全 是 从 Hom(V,W) 到 Hom(U,W) 的 一 个 有 界线 性 变换 , 对 于 从 左边 复 
合 一 个 固定 的 9 也 有 相似 的 结 采 . 


证明 
(So T) (oN = S(T oN < NSIT CN < MSITH llal) = SI lITID diall). 
因此 So 了 以 ||SI|. |ITI| 为 界 , 其 余 的 一 切 也 立即 被 推导 出 来 四 


像 从 前 那样 , 其 轿 空 间 V* 为 Hom(V,R), 它 现在 是 所 有 有 界线 性 泛 函 的 空 
间 . 


习题 


3.1 写 出 下 列 极限 定理 的 s,4 - 证 明 . 
(1) 设 VV 和 人 W 为 赋 范 线性 空间 , 琅 和 G 为 了 到 W 的 映射 如 果 lime yeF(6) = 
Wlime yaG(é) =v, 则 lime sya(F +G)(E€)=p+v. 
(2) 已 知 户 :V 沪 WV 9:V -了 如 果 当 上 一 ac 时 一 已 9 一 访 则 
(gF)(€) = bp. z 

3.2 证 明 当 上 一 a 时 如 果 FF 二 4 7 二 上 时 GW) 一 入 则 当 & 志 a 时 GoF(&6) 一 入 
给 出 你 所 证 明 的 这 个 定理 的 仔细 而 完整 的 陈述 

3.3 假设 4 是 一 个 nlsV 的 开 子 集 , ao € 4. 假设 下 :4 一 下 使 得 limoa_aoF(a) 三 2 天 0. 
证 明 当 a 一 ao 时 1/F(a) 一 1/ 用 ,6 -证明 ). 

3.4 函数 f(x) = |z|” 对 任意 正 数 > 在 > = 0 为 连续 . 证 明 如 果 7 < 1 了 在 z= 0 不 是 利 
普 希 欧 连续 的 . 但 是 , 证 明 在 z = a, 如 果 a > 0 时 是 利 普 希 欧 连 续 的 〈 用 中 介 定 理 )， 

3.5 用 微 积 分 的 中 值 定理 和 导数 的 定义 证 明 如 果 f 是 某 区 间 了 上 的 实 函 数 且 厂 处 处 存在 ， 
则 f 为 利 普 希 欧 映射 当 且 仅 当 f' 为 有 界 函 数 , 证 明 外 Fl|。 是 一 最 小 的 利 普 希 欧 常数 
C. 

3.6 TT 的 “工作 规则 ”是 
(1) (a) < ITZINNEI 对 所 有 成 立 ; 
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(2) ]| 了 (2)| < il 对 所 有 《之 人 < 
证 明 这 些 规则 , 


3.7 证 明 如 果 我 们 在 R* 上 用 1 - 范 数 |lzl = > |zil, 则 线性 泛 函 
La:T Vaiz, 
1 


的 范 数 为 ||al|。. 
3.8 相似 地 证 明 如 果 lz = lIzxjlw 则 ||Lall = al 
3.9 用 上 面 习题 证 明 , 如 果 在 R* 上 |lz|| 是 1 - 范 数 , 则 


z=lub{|f(z)|:f e (R*) HN < 1 


3.10 证 明 如 果 了 在 Hom(R",Rm) 中 有 矩阵 t = {i}, 且 如 果 我 在 R" 中 采用 1 - 范 数 
lzwlli 而 在 有 R” 中 用 一 致 范 数 jy, 则 | = | 十 =， 

3.11 给 出 一 个 不 是 有 界 的 线性 映射 的 例子 以 证 明 ‘Hom(V, W) 的 意义 已 经 改变 . 在 正文 中 
有 一 个 这 种 例子 . 

3.12 对 VV 中 一 个 固定 的 上 定义 映射 eve : Hom(V,W) 一 W 为 eve(T) = T(E). 证 明 ev 
是 个 有 界线 性 映射 

3.13 在 上 面 的 习题 中 实际 上 成 立 jjevel| = 站, 但 要 证 明 这 点 我 们 需要 一 个 新 定理 : 

定理 3.4 给 出 赋 范 线性 空间 V 中 的 有 上， 则 存在 V” 中 一 个 泛 函 了 使 得 | 川 = 

1 且 |f(6)| = el， 假定 此 定理 成 立 ， 证明 ||level| = i.[ 提 示 : 设 若 你 已 经 证 少 】 


llevel| 有 jléll. 现在 你 需要 一 个 Hom(V,W) 中 的 全 使 得 7 = 工 而 | 人 = 让 站 
考虑 一 个 合适 的 并 向 量 .] 


3.14 设 t== {ti;} 是 个 方 阵 并 定义 | 为 maxi(25; ltiy|). 证 明 这 是 所 有 n x n 矩阵 的 空间 
R™Xxt 上 的 一 个 范 数 . 证 明 llstll < ls 1、 计算 单位 矩阵 的 范 数 ， : 


3.15 设 V 是 R" 在 一 致 范 数 ||z||。 = max{|zi|} 下 的 赋 范 线性 空间 . 如 打工 E HomYV， 证 
明 在 上 个 习题 中 定义 人 | 是 了 Tl| 的 范 数 , 其 中 t 是 工 的 矩阵 . 那 就 是 证 明 


[TH = max: 委 四 


(首先 证 明 |j 是 工 的 一 个 上 界 , 然后 证 明 II7(e)l = |tillzl, 其 中 是 一 个 特别 选 
定 的 向 量 .) 是 否 上 面 的 习题 中 有 些 部 分 现在 显得 多 余 了 ? 
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3.16 假设 有 下 面 的 事实 : 如 果 f € C([0,1) 及 | = a, 则 给 出 =, 存在 一 个 函数 9 e 


3.17 


3.18 
$3.19 


3.20 


CE([0, 1]) 使 得 
lglw =1 且 | f9>o-e 


设 KK(s,t) 在 [0,1]x[0,1] 上 连续 并 以 b 为 界 . 定义 了 : c([0,1]) 一 站 ([0,1]) 为 Th = 大 
其 中 


k(s) = f K(s, t)h(t)dt. 
0 
如 果 Y 和 WW 分 别 是 在 一 致 范 数 下 的 赋 范 线性 空间 CE 和 外, 证 明 
TI = mb /Ke Dlat 


(提示 : 如 同上 一 个 习题 那样 进行 .) 
设 V 和 W 为 赋 范 线性 空间 , 4 为 Y 中 含有 多 于 一 个 点 的 任 一 子 集 让 £(A,W) 为 
4 到 W 的 所 有 利 普 希 区 映射 的 集合 . 对 C(4,W) 中 的 f, 让 p(f) 为 了 的 最 小 利 普 希 


人 Fe -Fo 
7 
Pp) = i 


证 明 C(4,W) 是 个 向 量 空间 V 而 p 是 V 上 的 半 范 数 . 

继续 上 面 的 习题 , 证 明 如 果 a 是 4 中 任 一 固定 点 , 则 p(f) 十 f(a) 半 是 V 上 的 范 数 . 
设 五 是 从 一 个 赋 范 线性 空间 Y 的 一 个 子 集 4 到 7 的 一 个 映射 , 它 与 恒 同 映射 相差 
一 个 具有 小 于 1 的 常数 c 的 利 普 希 欧 映射 . 我 们 不 妨 取 c = 3, 于 是 我 们 的 假说 便 是 


IE ~ K(n) — (< 3 一 


证 明 K 是 单 射 的 而 其 逆 是 一 个 具有 常数 2 的 利 普 希 深 映射 


继续 上 面 的 习题 , 假设 另外 有 K 的 定义 域 4 为 V 的 一 个 开 子 集 , 并 且 对 4 中 任 一 闭 
球 C，K[C] 是 个 闭 集 . 证 明 如 果 半 径 > 关于 a 的 闭 球 C = Cr(a) 是 4 中 的 一 个 子 
集 , 则 K[C] 包含 了 球 B = By(7), 其 中 Y= K(a). 这 个 证 明 虽 然 初等 却 富 于 技巧 . 
如 果 有 B 中 点 v 不 在 KK[C] 中 , 则 由 于 K[C] 为 闭 集 , 有 一 个 关于 v 的 与 K[C] 不 相 
交 的 最 大 的 球 B', 以 及 K[C] 中 一 个 点 了 = 天 (6) 可 以 按 我 们 的 要 求 靠近 B'. 现在 如 
果 我 们 加 上 v 一 7 来 改变 &, 则 天 的 值 的 变化 将 逼近 v 一 充分 地 靠近 , 使 得 KK 的 新 
值 在 B' 中 . 如 果 我 们 也 能 够 证 明 新 的 值 <+ (v 一 在 C 中 , 则 K 的 新 值 便 在 K[O] 
中 了 , 从 而 得 到 了 矛盾. 

画 一 幅 图 . 显然 B' 的 半径 p 最 多 为 r/7. 证 明 如 果 选 取 刀 = 天 (6) 使 得 |v 一 i < 
3/2p, 则 上 面 的 论断 来 自 三 角 不 等 式 和 在 习题 3.19 中 所 显示 的 利 普 希 欧 不 等 式 ， 你 必 
须要 证 明 

HKEGE+( 人 一 人 一 圳 < 
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和 
(+(v—mD)—all<r. 
3.21 假定 上 面 习 题 的 结果 成 立 , 证 明 
B,/s(Y) C K[B.(o)]. 
因此 而 证 明 K[4] 是 V 中 的 一 个 开 子 集 . 叙述 一 个 关于 K 的 利 普 希 区 可逆 性 的 定理 ， 
包括 用 到 的 在 上 面 习 题 中 的 对 KK 的 所 有 假设 条 件 . 


3.22 在 下 一 章 我 们 将 看 到 如 果 Y 入 是 有 限 维 空间 , 则 任何 从 V 到 W 的 连续 映射 把 有 
界 团 集 带 到 有 和 界 闭 集 . 承认 这 一 点 和 上 面 习 题 的 结果 , 证 明 下 面 的 定理 . 


定理 3.5 设 下 是 由 一 个 有 限 维 轩 范 线性 空间 V 的 一 个 开 子 集 4 到 有 限 维 赋 范 

”线性 空间 W 的 一 个 映射 假设 在 Hom(V,W) 中 存在 一 个 了 使 得 了- 存在 , 并且 

下 一 了 在 A 上 为 利 普 希 英 , 常数 为 1/2m, 其 中 mr 三 | 位 | 则 下 为 单 射 ， 其 值 域 
尺 二 FA] 是 WW 中 的 开 子 集 并 且 送 F-! 是 利 普 希 英 连 续 的 ， 且 有 常数 21m. 


3.4 等 价 的 学 数 


两 个 赋 范 线性 空间 V 和 W 为 范 数 同 构 的 是 说 如 果 有 一 个 V 到 W 的 双 射 
T 使 得 Te Hom(V,W) 及 Te€ Hom(W,V). 就 是 说 , 一 个 同 构 是 一 个 线性 的 
同 构 工 使 得 T 了 和 7 都 是 连续 的 (有 界 的 ). 像 通 党 那样 , 我 们 看 得 同 构 的 空间 
在 本 质 上 是 相同 的 . 对 同一 空间 上 两 个 不 同 的 范 数 我 们 有 下 面 的 定义 . 


定义 4.1 在 同一 向 量 空间 V 上 两 个 范 数 和 4g 被 称 为 等 价 的 是 说 如 采 存 
在 常数 a 和 上 避 使 得 pag 和 gqg < bp. 


于 是 (1/b)g < p ag 和 和 (1/a)p < gq < bp, 玫 两 个 范 数 为 等 价 当 且 仅 当 两 个 
中 任 一 个 被 另 一 个 的 两 个 倍数 包围 .上 面 的 定义 只 不 过 是 说 从 V 到 V 的 恒 等 映 
射 £ 一 当 被 考虑 为 赋 范 线性 空间 < Vp > 到 赋 范 空间 < Vg > 的 映射 时 在 两 
个 方向 上 都 是 有 界 的 , 因而 这 两 个 赋 范 线性 空间 是 同 构 的 . 

如 果 V 是 无 穷 维 的 , 两 个 范 数 一 般 不 是 等 价 的 . 例如 , 如 果 了 = EC&([0, 1)， 
fr) = 如, 则 f= 1/m+l, 而 上 fnllw = 1. 因 而 没有 常数 a 使 得 上 fw 和 al 
对 所 有 f s C({0,1]) 成 立 , 从 而 范 数目 和 | 在 V= C([a,81) 上 不 等 价 . 这 
就 是 为 什么 一 个 赋 范 线性 空间 的 概念 依赖 于 对 所 给 范 数 的 假定 . 

然而 我 们 有 下 面 的 定理 , 我 们 将 在 下 一 章 中 用 比 现在 运用 的 更 精妙 的 方法 
加 以 证 明 . / 
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定理 4.1 在 一 个 有 限 维 向 量 空间 V 上 , 所 有 的 范 数 都 是 等 价 的 . 
在 本 章 中 我 们 将 需要 这 个 定理 以 及 偶尔 需要 下 面 它 的 推论 . 


“定理 4.2 如 果 玉 和 WW 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 , 于 是 从 了 到 全 的 每 个 线 
性 上 映射 下 必 是 有 界 的 . 


证 明 因为 上 面 的 定理 ， 只 要 证 明 T 对 于 某 一 对 范 数 是 有 界 的 就 够 了 . 设 
0:R* 一 V 和 w:R* 一 W 为 任意 的 基 同 构 , 并 让 {tij} 为 T=wp-ioTo0E€ 


Hom(R", R™ ) 的 矩阵 . 于 是 
< (mol) (> a 


其 中 心 = maxltij|. 现 令 gq(n) = p(w 和 p(&) = 071( 旭 jh 各 为 W 和 VV 上 
的 范 数 , 这 由 引 理 2.1 得 知 ; 又 因为 

q(T(é)) = ||T(07 1é) eo & bll0™ él = bp(é), 
我 们 看 出 工 在 立 和 卫 上 以 pg 为 范 数 时 以 为 界 口 


如 果 我 们 改变 为 一 个 等 价 的 范 数 , 我 们 则 仅仅 经 过 了 一 个 同 构 , 从 而 所 有 过 
续 的 线性 性 质 并 没有 改变 . 例如 : 


定理 4.3 向 量 空间 Hom(V,W) 在 或 者 定义 域 的 范 数 或 者 值 域 的 范 数 换 作 
一 个 等 价 范 数 时 仍然 是 一 样 的 , 并 这 两 个 在 Hom(V,W) 请 导出 的 范 数 是 等 价 的 . 


证 明 留 给 读者 . 口 


我 们 现在 要 问 , 在 两 个 赋 范 线性 空间 的 笛 卡 儿 积 V x W 上 我 们 要 给 出 什么 
类 型 的 范 数 . 自然 的 是 想 选 取 乘积 的 范 数 为 使 得 与 积 空间 的 两 个 因子 空间 相关 
的 那些 基本 映射 应 该 是 连续 的 ; 这 里 所 说 的 基本 映射 是 两 个 投影 x; 和 两 个 办 
( 单 ) 射 6. 结果 表明 这 些 要求 在 等 价 范围 内 惟一 决定 了 这 个 乘积 范 数 , 因为 如 
果 || < ae> 站 具有 这 些 性 质 , 则 


I<a,é>|=|<a,0>+<0,é>|<l<a,0>|+|| <0,é€>~| 
< killal| + k2llé|| < k(l|al| + NIél|), 


[Tzlle = max 


bij Tj 
了 


一 bx), 


3.4 等 价 的 范 数 ,145 . 


其 中 及 为 内 射 6; 的 一 个 界 而 必 是 所 和 kp 中 较 大 者 .， 男 外 , lal| < ce 
| < a,éf > jj < el < ae > | 外 这 是 由 投影 ri 的 有 界 性 决定 的 ; 改 
lall + < el < ae > |, 其 中 c = cs+oe， 现在 清楚 看 出 llal + 人 | 是 
V x W 上 一 个 范 数 | |, 而 我 们 前 面 的 论证 表明 | 上 | < a,é > 上 满足 我 们 的 要 求 
当 有 目 仅 当 它 等 价 于 | 上. 任何 一 个 这 样 的 范 数 都 称 作 VV x W 的 一 个 来 积 范 数 . 
最 常用 的 乘积 范 数 是 一 致 ( 习 积 ) 范 数 


| < a, é€ > ll = max{llall, | 改作， 


欧 几 里 得 (乘积 ) 范 数 上 < a,é > |l2 = (lall? + I)' 人 和 上 面 的 和 (乘积 ) 范 数 
| < a,é > 小 .我们 把 验证 一 致 和 欧 氏 范 数 确 为 范 数 作为 习题 留 给 读者 . 

这 三 个 乘积 范 数 中 每 一 个 都 能 对 n 个 因子 的 空间 定义 , 情况 像 两 个 因子 那 
样 , 我 们 把 对 这 个 一 般 情形 的 事实 集中 为 一 个 定理 . 


定理 4.4 如 果 {< 记 ,pi; >}? 为 周 范 线性 空间 的 有 限 集 合 , 则 | 由, 外 le 和 
i iw 在 了 = TI Vi 被 定义 为 lalh = 201 Pi(9i),|allz = (307 pi(ai)2)272， 以 及 
lall。 = max{pi(ai) :i 二 1… ,nj} 为 了 上 的 等 价 范 数 ,而 且 其 中 每 个 均 是 乘积 
范 数 ,其 意义 是 说 所 有 的 投影 Ti 和 内 射 0 均 为 连续 . 


* 上 面 看 起 来 好 像 我 们 在 做 的 一 切 就 是 在 R* 上 取 任 意 一 个 范 数 | 外 然后 
在 乘积 空间 V 上 定义 一 个 范 数 ‖ 川 为 


al < pa), ;paon) > 


”这 差不多 是 对 的 . 有 兴趣 的 读者 会 发 现 , 在 R 上 的 |||| 必须 有 这 样 的 性 质 ， 
即 如 果 |zi| < yi,i = 1,… ,mn, 则 jzll < llyll, 这 是 导出 V 中 省 川 的 三 角 不 等 式 
所 需要 的 . 如 果 我 们 称 R 上 这 样 的 范 数 为 递增 范 数 , 则 下 面 的 陈述 成 六 . 


如 果 | | 为 Rr 上 的 任何 一 个 递增 范 数 , 则 jlalll = < Pa ， 
pn(Qn) > 为 V =TI? Vi 上 的 一 个 磁 积 范 数 . 


但 是 在 本 书 中 我 们 将 只 使 用 1 -,2 -,00 - 乘积 范 数 .* 
三 角 不 等 式 , 加 法 的 连续 性 以 及 我 们 对 乘积 范 数 的 要 求 形 成 了 一 组 近乎 等 
价 的 条 件 . 特别 地 , 我 们 进行 下 面 的 观察 


=| 理 4.1 如 果 V 为 赋值 线性 空间 , 则 加 法 运算 是 从 VXV 到 VV 的 有 界线 
性 映射 
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证 明 V 上 范 数 的 三 角 不 等 式 恰好 是 说 加 法 以 1 为 界 , 其 中 在 VxV 上 用 了 
和 范 数 . 口 


如 果 上 映射 < 21,… ,zn > "zi 是 个 从 TI? VV 到 V 的 范 数 同 构 则 说 赋 范 
线性 空间 V 是 一 个 ( 范 数 ) 直 和 狼 1 Wi. 这 就 是 说 , V 上 所 给 出 的 范 数 必定 等 价 
于 当 将 它 看 做 [[? Vi 时 所 获得 的 乘积 范 数 . 如 V 代数 地 等 于 外 1 VV, 我 们 由 V 
上 上 范 数 的 三 角 不 等 式 总 有 


zl = 1 2 ,7 < > llzall, 


其 中 右 端 的 和 是 [7 Vi 的 1- 范 数 . 因此 如 果 相 反 地 存在 一 个 n 联 组 的 浓 数 {ki} 
使 得 对 所 有 xz 有 ||lzill < klzl| 则 Y 将 是 范 数 直 和 外 7 斑 . 这 等 于 说 所 有 射影 
P :zzry2i 为 有 界 . 因此 


定理 4.5 如 果 了 为 赋 范 线性 空间 , 且 VV 代数 地 等 于 直 和 了 = 由: Vi, 则 作 
为 赋 范 线性 空间 Y = 引 ! Vi 当 且 仅 当 其 相伴 的 射影 {PP} 全 者 有 芥 . 


习题 
4.1 在 范 数 以 等 价 的 范 数 替换 时 Hom(V.W) 不 变 这 个 事实 可 以 看 作 定理 3.3 的 推论 . 证 
明 其 确实 如 此 


4.2 写 出 一 串 十 分 显 见 的 不 等 式 以 表明 及 ”上 的 上册, 和 jw 等 价 . 讨论 当 n 一 oo 
时 发 生 的 情况 . 


4.3 设 V 为 n 维 向 量 空间 , 并 考虑 V 上 所 有 形 如 pe g 的 范 数 汇集 , 其 中 9 : Y 一 R" 为 
坐标 同 构 , p 为 R* 上 范 数 | 小 ，|| ,| leo 中 的 一 个 . 证 明 这 些 范 数 全 都 是 等 价 的 
(利用 上 面 的 习题 以 及 定理 4.2 的 推理 .) 


4.4 证 明 j < ae | = max{llall, 上) 是 Vx W 上 的 范 数 
4.5 证 明 上 <a,t > 中 =|lall + 站 是 Vx W 上 的 范 数 
4.6 证 明 上 <a,é > 有 = (lall? +IEI2)Y? 是 Vx W 上 的 范 数 
4.7 假定 有 习题 44 到 4.6, 用 归纳 法 证 明定 理 4.4 的 相应 部 分 
4.8 证 明 如 果 4 是 Vx W 中 一 个 开 子 集 则 ri(4) 是 V 的 一 个 开 于 集 
4.9 以 (e,6) 证 明 <T,S> 一 SoT 是 从 
Hom(Vi, V2) x Hom(V2,V3) 到 Hom(V, Va) 


的 一 个 连续 映射 , 其 中 每 个 Vi 都 是 赋 范 线性 空间 
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4.10 设 上 上 为 R* 上 任 一 个 递增 范 数 ; 即 如 果 对 所 有 i, zi < yi, 则 上 zl| | 设 pi 为 辐 
量 空间 Vi 上 的 范 数 , i = 1 … ,n. 证 明 


llalll = | < oa pn(an) > || 
是 V = TI? Vi 上 的 一 个 范 数 . 
4.11 假设 p : V 一 R 是 非 负 函数 使 得 对 所 有 z,a 有 p(za) = jzlp(a). 这 确实 对 任何 一 个 
声称 为 向 量 长 度 的 函数 的 最 低 要 求 . 
(a) 相对 于 p 定义 连续 性 并 证 明定 理 3.1 有 效 . 


(b) 我 们 第 二 个 要 求 是 作为 从 VxV 到 映射 的 加 法 是 连续 的 ， 而 我 们 选 定 的 在 0 的 
连续 性 的 意思 是 对 每 个 s 存在 6 使 得 


p(al) <6 和 P9)<6 僵 pa+D 有 <Ee， 
像 在 定理 3.1 中 那样 推理 去 证 明 存 在 一 个 常数 c 使 得 对 所 有 a, GE Y 有 
pla + 8) < c(p(a) + p(8)). 


4.12 设 V 和 WW 为 赋 范 线性 空间 , 并 设 了 :了 x W 一 民 为 有 界 且 双 线 性 . 设 了 为 对 应 的 
从 到 WW* 的 线性 映射 . 证 明 工 有 界 并 且 ||TI| 是 对 f 的 最 小 界 , 即 最 小 的 5b 使 得 对 
所 有 a,B 有 
[f(a, B)| < bllall |B 


4.13 设 赋 范 线性 空间 WV 是 一 个 范 数 直 和 M 四 N. 证 明子 空间 M 和 NN 是 Y 中 闭 集 .( 逆 
定理 不 成 立 ) 

4.14 设 N 为 赋 范 线性 空间 V 的 一 个 闭 子 集 . 如 果 4 是 倍 集 NN 二 a, 定义 川 4 咱 为 glbfllll 
ee A}. 证 明川 4ll| 是 商 空 间 V/N 上 的 一 个 范 数 . 再 证 明 如 果 是 包含 € 的 那个 信 
集 , 则 上 me 人 (V 到 YAN 上 的 自然 投影 r) 以 1 为 界 . 

4.15 设 Y 和 全 为 赋 范 线性 空间 , Te Hom(V,W) 有 一 个 包含 闭 子 空间 N 的 零 空间 证 
明 由 工 二 So” 定义 的 从 V/N 到 W 的 惟一 线性 映射 S( 第 一 章 定理 4.3) 是 有 界 的 且 
ls = 

4.16 设 N 是 赋 范 线性 空间 Y 的 一 个 闭 子 空间 , 并 设 N 在 纯 代 数 意 义 下 有 一 个 有 限 维 的 补 
训 间 . 证明 Y 是 个 范 数 直 和 M @ N.( 用 上 面 的 习题 和 定理 4.2 证 明 如 果 呈 是 V 沿 
M 到 N 上 的 投影 则 P 是 有 界 的 .) 

4.17 设 Ni 和 Ns 是 赋 范 线性 空间 V 的 闭 子 空间 , 并 设 它们 都 具有 相同 的 有 限 余 维 . 证 明 
N 和 Na 为 范 数 同 构 .( 假 定 有 了 上 面 习题 的 结果 以 及 第 二 章 习题 2.11 的 绪 采 .) 


4.18 证 明 如 果 p 是 向 量 空间 V 上 的 一 个 半 范 数 , 则 它 的 零 集 是 个 子 空间 NN, 而 p 在 六 的 
倍 集 上 为 常数 , 并 且 p 分 解 为 p = gm 其 中 9 为 V/N 上 一 个 范 数 , r 是 自然 投影 
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上 meE:Y 到 VAN 上 . 注意, & 局 因而 是 从 半 范 空间 了 到 赋 范 空间 V/N 的 一 个 等 
距 满 射 . 等 距 映 射 是 一 个 保持 距离 的 映射 . 


3.5 ”无 因 小 


无 穷 小 的 概念 在 微 积分 的 早期 文献 中 被 滥用 了 , 对 它 的 描述 一 般 说 来 等 同 
于 逻辑 废话 , 从 而 这 个 词 落下 了 如 此 的 坏 名 声 以 致 于 许多 现代 的 书 都 完全 回避 
了 它 . 然而 它 却 是 一 个 非常 有 用 的 想法 , 我 们 把 我 们 对 微分 的 阐述 建立 在 两 个 特 
殊 的 无 穷 小 类 的 性 质 上 ; 这 两 个 类 我 们 称 之 为 “大 0” 和 “小 o" (分 别 以 "和 
‘0 表示 ). 

最 初 一 个 无 穷 小 被 考虑 为 一 个 “无 限 地 小 但 不 为 0” 的 数 . 当然 , 没有 这 种 
数 . 后 来 , 无 穷 小 被 考虑 为 一 个 超 向 于 0 为 极限 的 一 个 变量 . 但 我 们 知道 正 是 函 
数 才 有 极限 , 一 个 变量 只 有 在 某 种 程度 上 被 看 成 是 函数 时 才 可 被 考虑 有 一 个 极 
限 . 我 们 最 终 把 它 看 成 是 函数 o, 当 t 二 0 时 p(t) 一 0. 导数 的 定义 涉及 到 许多 
这 样 的 无 穷 小 . 如 果 f'(zx) 存在 并 取 值 a, 则 基本 的 差 商 (f(z 十 ) 一 f(z))/t 是 两 
个 无 穷 小 的 商 , 进而 ((f(x + 力 - jz))/ 一 a 当 上 一 0 也 趋 于 0. 最 后 的 这 个 天 
数 在 0 没有 定义 , 但 是 我 们 可 以 回避 这 点 , 只 要 我 们 愿意 我 们 可 以 通过 乘 以 上 得 
到 

(f(z +t)— f(x)) —at= p(t), 


其 中 f(z + 一 了 f(z) 是“f 的 改变 ”的 无 穷 小 , at 是 线性 无 穷 小 , 而 p(t) 是 个 比 
趋向 0 更 快 的 无 穷 小 ( 即 p(t)/t 当 革 一 0 时 趋向 0). 如 果 我 们 又 用 t 去 除 最 后 
这 个 方程 , 我 们 便 看 到 无 穷 小 w 的 这 个 性 质 , 即 当 上 一 0 时 它 比 上 收敛 于 0 更 快 ， 
这 恰好 等 价 于 f 的 差 商 收敛 于 a 的 事实 . 这 便 弄 清楚 了 导数 的 研究 包含 在 对 无 
穷 小 变 小 的 速率 的 研究 之 中 , 而 这 种 意 释 的 用 处 很 快 会 变 得 明晰 起 来 . 


定义 5.1 赋 范 线性 空间 VV 的 一 个 子 集 4 是 点 a 的 一 个 邻 域 是 说 如 采 4 包 
令 了 某 个 在 a 的 开 球 . a 的 一 个 去 心 邻 域 是 a 的 一 个 邻 域 减 去 了 点 a 自身 . 


我 们 定义 特殊 的 函数 集 $, 瀛 ,o 如 下 , 在 这 些 定义 中 我 们 假定 了 每 个 函数 都 
是 从 赋 范 线性 空间 Y 中 0 的 一 个 邻 域 到 一 个 赋 范 线性 空间 W 的 . 

fe $$ 是 说 如 果 f(0) =0 且 了 在 0 连续 . 这 些 函 数 是 无 穷 小 . 

fe 是 说 如 果 f(0) =0 且 上 在 0 为 利 普 希 欧 连续 . 就 是 说 , 存在 正常 数 7 
和 ec 使 得 FS 和 ol| 强 在 吾 .(0) 成 立 . 
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/ee 是 说 如 果 f(0) =0 且 当 E 上 全 0 时 | 0 

当空 间 了 和 人 不 清楚 时 , 我 们 写成 D(V,W) 等 来 指明 这 点 . 

从 尽 到 RR 的 一 组 简单 的 函数 把 这 些 函 数 类 的 性 质 差异 弄 得 明明 白白 . 函数 
f(z) = lz|Y2 在 (RRR) 中 但 不 在 口中 , g(z) =z 在 台中 因而 也 在 中 但 不 在 
o 中 , 而 h(x) = z? 在 所 有 这 三 个 类 中 ( 见 图 3.7). / 


jg 


f 


3.7 


当 V 和 W 上 的 范 数 用 等 价 的 范 数 符 换 时 ,Do 仍然 不 变 这 一 点 是 清楚 
的 . 

我 们 以 前 关于 两 个 函数 和 的 概念 不 能 用 两 个 函数 f,g € (VW), 这 是 因为 
它们 的 定义 域 可 能 各 不 相同 . 但 是 f 十 g 定义 在 交集 domjfndomg 上 , 这 仍然 是 
0 的 一 个 邻 域 . 那么 显然 $(V,W) 差不多 是 一 个 向 量 空间 了 . 惟一 的 麻烦 出 现在 
与 等 式 /+ (- 亡 = 0 有 关 的 地 方 ; 等 式 左 边 的 函数 的 定义 域 为 domf 而 我 们 自 
然 地 把 0 看 作 是 整个 了 上 的 零 函 数 

* 消除 这 个 难点 的 办 法 是 将 两 个 和 中 国 数 f 和 9g 当 它 们 在 关于 0 的 某 个 球 
上 相同 时 就 当 作 相同 . 我 们 定义 f 与 g 等 价 ( ~ g) 当 且 仅 当 存在 0 的 一 个 邻 
域 , 在 上 面 f = 9. 然后 我 们 验证 (在 心里 ) 这 是 一 个 等 价 关 系 , 从 而 我 们 现在 有 
了 一 个 向 其 空间 . 它 的 元 素 被 称 作 在 0 的 泡 数 芽 . 严格 地 说 , 一 个 村 是 数 的 一 
个 等 价 类 , 但 在 实用 上 人 们 总 以 它们 的 代表 函数 来 想到 芽 , 这 时 只 要 记 住 两 个 函 
数 当 它们 在 0 的 一 个 邻 域 上 一 致 时 作为 芽 它们 是 相同 的 . * 

正如 人 们 可 能 从 我 们 导 引 式 的 讨论 中 猜 到 的 那样 , 这 三 个 类 省 D,o 的 代数 
性 质 对 于 微分 理论 来 说 是 至 关 重 要 的 . 我 们 把 它们 收集 在 下 面 的 定理 中 . 


定理 5.1 (1) o(V,W) CDO(V,W)C$(V,W), 并且 三 个 类 中 每 一 个 对 加 法 和 
纯 量 来 法 都 是 封闭 的 . 
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(2) 如 果 ED(VW), gED(WX) 则 gof ED(V,X), 其 中 domgof = 

广 [domg]. 

(3) 如 果 或 g 如 上 并 在 o 中 则 goj 也 如 此 . 

(4) 如 果 f € DD(V,W), g € 3(V, RR), 则 fg Eo(V,W); 如 采 ff E83,g€ 岂 
志 相 似 的 . 

(5) 在 (4) 中 上 和 中 任 一 个 在 bo 中 而 另 一 个 仅 在 0 的 一 个 邻 域 中 有 界 , 则 
fg €o(V,W). 

(6) Hom(V, W) C DO(V, W). 

(7) Hom(V, W) No(V, W) = {0}. 


证 明 设 £.(V,W) 为 所 有 使 | ER el 如 在 0 的 某 个 球 成 立 的 无 穷 小 f 
的 集合 . 于 是 fe 中 当 上 且 仅 当 f 在 某 个 8。 中 , 而 f€ 久 当 且 仅 当 f 在 每 个 &。 
中 . 显然 oCDOCS. 
(1) 如 果 在 Bi(0) 上 ||f(&) al 各 在 B,.(0) 上 |lg(&) < ligtll, 则 在 B.(0) 
上 
|f(€) + g(O) < (a + 5)ljéll, 


其 中 7 = min{t,w}. 因此 9 在 加 法 下 封闭 . 。 对 加 法 的 封闭 性 可 相似 地 得 到 或 者 
直接 从 和 的 极限 为 极限 的 和 得 出 . 

(2) 当 ltl < 二 时 fCON < al 和 gw 时 lg < ll 则 当中 和 
F(a) < vw 因而 当 用 < 和” = min{t,u/a} 时 有 


lg(fF (EN < ollf (0) < avlléll. 


(3) 现在 假定 (2) 中 的 fe o. 于 是 给 定 <, 我 们 可 取 a = e/b 从 而 当 | < 7 
时 
lof (ON < ellel 


因此 go fe 0. 对 geo0 而 fe DD 的 论证 本 质 上 是 一 样 的 . 
(4) 在 B.(0) 上 给 出 | ES cll&ji, 对 给 定 的 s, 我 们 选取 5 使 得 在 Bs(0) 
上 lg(8)| < efc, 从 而 当 | 和 min(b,r) 时 有 


3 ES 


其 他 结果 可 相似 地 得 到 ,(5) 也 同样 地 证 明 . 
(6) 由 定义 一 个 有 界 的 线性 变换 在 如 中 . 
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(7) 假设 f € Hom(V,W) no(V,W). 取 任 一 a 关 0. 对 给 定 的 6, 选取 ” 使 得 
在 B.(0) 上 |f() < eit 记 a 为 a= xt, 其 中 <7r.( 求 出 和 x.) 则 


If (ol = f(r) = zl f(a < lzl :elléll = ellall. 


因此 对 每 一 个 正 数 = 有 ||f(a) < sllall, 故而 f(a) = 0. 从 而 f = 0,(7) 得 
证 . 口 
注 7 的 可 加 性 在 这 里 的 推断 中 没有 被 用 到 而 只 用 到 了 它 的 齐 性 . 因而 由 此 
可 推导 出 在 o 中 除 中 外 不 存在 (次 数 为 1 的 ) 齐 次 函数 . 
”有 时 当 多 于 一 个 的 变量 出 现时 有 必要 指明 一 个 函数 关于 哪 一 个 变量 在 9 或 
o 中 . 于 是 我 们 将 “f e D” 写 成 “1(5) = D(6", 其 中 “D(6)” 用 来 表示 D 中 一 个 
任意 元 素 . | 
下 面 这 个 十 分 古怪 的 引 理 在 我 们 后 面 对 隐 式 定义 的 函数 的 可 微 性 证 明 中 要 
被 用 到 . 引 理 隐 含 着 7 = f(6), 其 中 f 是 我 们 在 研究 的 函数 . 


5| 理 5.1 如 有 末 = (6)+o(< 567 >) 以 及 7 = 六 的 则 7 = 只 (6 


证 明 假设 条 件 意味 着 存在 数 b, mi 和 p 使 得 如 采 |I 冲 ri 及 éll+linil<p 
则 lo < 引 十 172(| 丰 十 上 mi); 然后 , 如 果 人 | 小 于 某 个 72 时 | < p12. 因 
此 , 如 果 | 名 < 7 = min{ri,72,p/2} 则 所 有 的 条 件 都 满足 , 从 而 | 加 | 入 十 
1L/2 人 (+ ol 成 立 . 但 这 就 是 不 等 式 | 和 22 二 了 故 了 三 吕 () 图 


我 们 必需 要 下 面 直 接 得 到 的 结 采 . 


引 理 5.2 如 果 fe€D(V,XX), gE D(V,Y 了 ), 则 < fg>E DD(V, 和 X 了 ). 就 是 
说 , <D(6,D(9 >= 0(&). 


证 明 留 给 读者 . 口 


习题 
5.1 详细 证 明 如 果 VV 和 W 上 的 范 数 被 换 成 等 价 的 范 数 则 类 攻克 ) 不 变 . 
5.2 对 六 和 0o 做 上 面 同样 的 事 . 
5.3 证 明 Do - 定理 中 的 (5)( 定 理 5.1). 


5.4 还 要 证 明 如 果 在 (4) 中 f 或 g 中 一 个 在 只 中 而 另 一 个 只 在 0 的 一 个 邻 域 中 有 界 ， 则 
fg9 € DO(V,W). 
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5.5 证 明 引 理 5.2.( 记 住 , 已 =< 也 , 瑟 >> 是 下 = 16 了 让 十 G20 的 不 严谨 用 语 .) 叙述 对 
n 个 函数 的 推广 叙述 此 定理 的 9 - 形式 . : 
5.6 给 定 所 ED(Vi,W), 玉 €D(V;W), 定 义 人 V=Vx 衣 到 WW 的 下 为 F(ai,a2) = 
页 (ai) 十 丽 (aa). 证 明 严 E DD(V,W).( 首 先 把 定义 方程 陈述 为 一 个 涉及 投影 r 和 72) 
的 , 但 不 涉及 显 式 提 及 定义 域 向 量 al 和 as 的 等 式 .) 
5.7 对 给 出 的 两 (Vi,W) 和 己 € DD(W,R), 准确 地 定义 你 所 想到 的 五 情 的 意思 并 
证 明 它 在 o(Vi x Ww,W) 中 . 
5.8 定义 类 D” 如 下 : 如果 fe 仿 且 上 |f(&)I/iitI* 在 某 个 0 的 去 心 邻 域 中 有 界 则 je 9".( 关 
于 a 的 一 个 去 心 邻 域 是 一 个 邻 域 减 去 a.) 叙述 并 证 明 当 f € D",9g e Dm 时 关于 f+g 
的 一 个 定理 . | 
5.9 叙述 并 证 明 当 fj € 器 "，9g € Dm 时 关于 fog 的 一 个 定理 
5.10 叙述 并 证 明 当 f € 9",g € DD” 时 关于 fg 的 一 个 定理 
5.11 定义 一 个 类 似 的 类 0". 叙述 并 证 骨 当 fe D",g e Dm 时 关于 fo9 的 一 个 定理 


3.6 ”微分 


在 考虑 微分 的 概念 前 , 我 们 要 复习 一 些 由 初等 微 积 分 来 的 几何 素材 . 我 们 这 
样 做 只 是 为 了 激发 兴趣 我 们 后 面 的 理论 与 这 个 预备 性 的 讨论 是 独立 的 . 

在 初等 的 一 元 微 积分 里 函数 f 在 点 a 的 导数 f/(a) 所 具有 的 几何 意义 是 
f 的 图 像 在 点 a 的 切线 的 斜率 .( 当 然 , 根据 我 们 的 函数 概念 ，j 的 图 像 就 是 三) 
因此 这 切线 具有 (点 斜 式 ) 方程 y 一 f(a) = f'(a)(z - o), 并 且 是 仿 射 映射 z 局 
f'(a)(z 一 a) 十 f(a) 的 图 像 . 

通常 我 们 考查 曲线 f 在 点 < a, f(a) > 的 性 质 使 用 的 是 新 的 变量 , 它们 在 此 
点 都 为 0. 就 是 说 我 们 把 一 切 东 西 都 用 s =y 一 f(a) 和 t=z 一 a 来 表达 . 这 个 变 
量 更 换 只 不 过 是 笛 卡 儿 平 面 瑟 中 的 平移 <x,y ><t,s>=< 7X-a,y 一 f(a) >， 
它 将 感 兴 趣 的 点 < a, f(a) > 带 到 原点 . 如 果 我 们 在 欧 几 里 得 平面 中 把 它 画 出 来 ， 
后 面 的 图 便 是 一 个 令 人 满意 的 局 部 模型 , 于 是 到: 中 这 个 平移 由 选择 新 的 轴 即 t 
册 和 s 轴 代 表 , 其 原点 在 切 点 . 由 于 y = f(x) 当 且 仅 当 s = f(a +) 一 f(0), 我 
们 看 出 f 在 此 平移 下 的 像 是 函数 Af。, 其 定义 为 Afo(t) = fa+ 坟 一 Fo)( 兄 图 
3.9). 当然 , Af。 只 不 过 是 我 们 的 老 朋 友 , 即 由 z 从 a 变 到 +t 所 发 生 在 f 中 的 

相似 地 , 方程 y 一 f(a) = f'(a)(zx 一 a) 成 为 s = f(a)t, 而 此 切线 相应 地 变换 
为 一 条 直线 即 以 数 f'(a) 为 其 骨架 (矩阵 ) 的 线性 泛 函 1 :tm 了 (a)t( 的 图 像 ). 请 
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记 住 , 从 在 欧 几 里 得 平面 中 几何 构图 (曲线 和 切线 ) 的 观点 看 , 我 们 正在 做 的 一 
切 是 在 选取 自然 的 坐标 系 , 它 以 切 点 为 原点 . 因此 这 条 曲线 是 函数 Af。( 的 图 像 )， 
而 切线 是 线性 映射 i( 的 图 像 ). 

现在 从 f'(a) 的 定义 可 以 推导 出 ! 也 可 以 被 特征 地 描述 为 最 紧密 地 近似 于 
A 广 的 线性 函数 . 因为 , 由 定义 ， 

当 上 一 0 0, SY pl )， 
这 与 说 
站 0 或 Afp-_leo 
是 完全 一 样 的 . 但 是 我 们 从 Do - 定理 知道 把 函数 Af。 表达 为 和 1!1+o 是 惟一 的 . 
称 这 个 惟一 的 线性 近似 为 f 在 a 的 微分 并 以 df。 表示 . 另外 , f 在 a 的 微分 就 是 
那个 线性 函数 1 :到 一 下 它 在 Af。 - Le 的 意义 下 近似 于 f 的 实际 变化 Afo 我 

们 在 上 面 曾 看 到 过 , 如 果 导 数 f'(a) 存在 ， 刚 f 在 a 的 微分 存在 并 以 f'(a) 为 其 
骨架 (1xl 矩阵 ). 

相似 地 , 如 果 f 是 个 二 元 函数 , 则 f( 的 图 像 ) 是 第 卡 儿 3 维 空间 人 R= RR xR 
中 的 曲面 , 并 且 此 曲面 在 < a,b, f(a,b) > 的 切 平面 有 方程 一 f(a,0) = fi(a, 0b)(X 一 
a) + fo(a,b)(z —b), 其 中 fi = 0f/9z, fo = 0f/0y, 如 果 像 上 面 那样 , 令 


Afa,b> (5,1) 一 ja 十 5s,b+t) i fa, b) 


以 及 1(s,t) = sfi(0,b) 十 tfo(a,b), 则 Afxos> 是 f 围绕 着 a,b 的 变化 , 而 ! 是 其 
矩阵 (骨架 )< 所 (a, 驴 , 2(a,b) > 的 在 R* 上 的 线性 泛 函 . 又, 一 个 标准 的 微 积分 
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定理 说 如 果 f 的 偏 导数 连续 ; 则 1 以 属于 o 的 误差 近似 于 Afxo,s>. 在 这 里 1 仍 
被 称 作 了 在 < ab > 的 微分 ; 并 以 -df -oo> 表示 (图 3.9). 此 图 中 的 记号 已 有 所 
改变 以 显示 f 在 a =< ai,a2 > 的 微分 .df 在 上 =< 与 , 妇 > 的 值 . 


下 面 的 定义 现在 应 该 是 清晰 的 . 像 上 面 那 样 ， 局 部 函数 6Fa 被 定义 为 
AFoa(é)= F(a+é€)— F(a). 


定义 6.1 设 V 和 WW 为 赋 范 线性 空间 , 并 设 4 为 a 在 站 中 的 一 个 邻 域 . 
虹 射 夏 :A 少 WW 在 a 是 可 徽 的 是 说 如 果 存 在 一 个 Hom(V,W) 中 的 了 使 得 
AFo(é) 三 TU) 十 中 


Do - 定理 意味 着 全 是 惟一 确定 的 , 因为 如 果 也 有 AFa = 3S+o 则 了 工 -5eo， 
故 由 该 定理 的 (7) 有 了 -3S = 0. 这 个 惟一 决定 的 了 被 称 作 了 在 a 的 微分 , 并 记 
Db dF,. 因此 AFs = dF +o, 其 中 dFs 是 对 AFs 的 那个 惟一 的 线性 近似 . 

* 我 们 的 预备 性 讨论 应 该 已 说 清楚 了 当 R" 为 定义 空间 时 微分 的 定义 与 标 
准 的 用 法 一 致 . 但 是 在 定义 空间 是 无 穷 维 空间 的 某 些 情况 下 , dFa 被 称 为 下 在 a 
的 第 一 变 分 .这 是 由 于 虽然 早期 的 关于 变 分 法 的 作者 已 看 出 它 与 微分 法 的 类 比 ， 
但 他 们 没有 认识 到 它 是 同一 学 科 : * 
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一 
我 们 在 下 两 个 定理 中 把 对 微分 所 熟知 的 规则 收集 在 一 起 . 它们 立刻 由 定义 
和 Do - 定理 得 出 . 
对 由 V 中 的 邻 域 到 W 的 所 有 在 a 可 微 的 映射 集合 用 记号 Ds(V,W) 表 
示 有 方便 之 处 . 


定理 6.1 (1) 如 果 F€ Ds(V,W), 则 AF, € DD(V,W). 
(2) 如 果 FG EDa(V,W), 则 F+G € Da(V,W) 和 d(F+G)a = dF, +dG,. 
(3) 如 采 下 € Do(V,R),G € Da(V,W), 则 FG € Da(V,W) 和 d(FG), = 
F(a)dGoe 十 dFoG(Q), 第 二 项 是 个 并 向 量 . 
(4) 如 采 下 是 了 上 的 和 常 值 函 数 , 则 已 可 微 且 dF = 0. 
(5) 如 有 末 f €E Hom(V,W), 则 已 在 每 个 aQETVY 可 徽 且 dF, = 已 


证 明 (1)AFs=dFs+0= 六 十 o 二 六 ,来 自 Do -定理 的 (1) 和 (6). 

(2) 可 清楚 看 出 A(F + G)a = AF。 +AGa. 因此 A(F ++G)s = (dF +0)+ 
(dGa +o) = (dFa + dGa) +o 这 是 由 于 Do - 定理 的 (1). 因为 dF, + dG。 Ee 
Hom(V, W), 从 而 有 (2). 

(3) A(FG)a(é) = F(a +éG(a+é) - F(a)G(a) 


= AFo(€)G(a) + F(a)AGoa(E) + AF,(£)AGoa(é), 


读者 可 用 展开 与 消去 看 出 以 上 结果 . 这 只 是 加 减 中 间 项 以 得 到 包含 A 的 项 
的 通常 手法 . 因此 由 Do - 定理 有 


A(FG)a = (da + 0o)G(a) + F(a)(dGo + 0) + OD 


= dFaG(a) + F(a)dGa 二 0. 


(4) 由 Do - 定理 的 (7), 如 果 AFs=0, 则 dF =0. 
(5) AFal#) = Fla+é) — F(a) = F(é), 因此 AFs =FeHom(V,W). OO 


复合 函数 规则 多 少 有 些 复 杂 . 
定理 6.2 如 FeDa(V, W),G EE DOF(a)(W, 计 ), 则 GoF EDa(V, 闵 ) 而 且 


d(G oO FPF)a 一 dG Fra) odF,. 


`156 ， ”第 三 章 微分 学 


证 明 我 们 有 
A(GoF)a(t) =G(F(a+é)) — G(F(a)) 
= G(F(a) + AF,(é)) ~ G(F(a)) 
= AGF(a) (AFoa(é)) 
= dG p(w (AFs(é)) + o(AFa(€)) 
= dGp(o) (dFs(é)) + dG F(a)(o(é)) + 00D 
= (dG F(a) odFa)(€)+Do0+o00,. 


因此 A(G o 下)s。 = dGF(ay odFa + 60, 并 且 由 于 dG F(a) odFa € Hom(V,W)， 定理 
得 证 . 读者 应 该 能 够 对 上 面 一 串 等 式 中 每 一 步 证 明 其 正当 性 . 口 


习题 


6.1 坐标 映射 < zx,y > 路 z : 及 ”一 及 是 可 微 的 . 为 什么 ? 它 的 微分 是 什么 ? 

6.2 证 明 微分 与 有 界线 性 映射 的 作用 是 可 换 的 . 那 就 是 说 , 证 明 如 果 玉 :VV 一 W 在 a 可 
微 而 TE Hom(W, XX), 则 To F 在 a 可 微 且 d(To Ff)a=TodFo. 

6.3 证 明 FEDa(VR) 且 F(a)#0=>G=1/F EDa(lV,R) 有 有 


—dF., 


dGo = Ta 


6.4 设 下 :VV 十 恨 在 a 可 微 , 又 说 了 :RR 一 RR 是 个 在 a = F(a) 存在 导数 的 函数 .证明 
foF 在 a 可 短 且 
d(f o F)a = f(a)dF,. 
[ 记 住 f 在 a 的 微分 只 是 简单 地 乘 以 它 的 导数 :df (h) = hf'(a).] 指出 前 面 的 问题 是 一 
个 特殊 情形 . 
6.5 设 V 和 WW 是 赋 范 线性 空间 , 又 说 下 : Y 一 WG : W 一 站 为 连续 映射 使 得 
GoF 二 Iv, FoG = Iw. 假定 下 在 a 可 微 , G 在 6 = F(a) 可 向 ， 证 明 


dG8 = (dF,) . 
6.6 设 f:V 二 及 在 a 可 微 . 证 明 g==f 在 a 可 微 且 
dga = nf”™ (oa)dfo. 


( 既 用 对 乘法 规则 的 归纳 法 又 用 复合 函数 规则 去 证 明 ， 在 第 二 种 情形 中 假定 Dz”= 


nr™™.) 
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nn 


dfa = >_ 


+ 二 1 


] | APo) 

了 天: 

6.8 赋 范 线性 空间 Y 上 的 一 个 ” 次 单项 式 是 个 线性 泛 函 的 乘积 [Ti li(ti; EV”*). 一 个 n 次 齐 
次 多 项 式 是 n 次 单项 式 的 有 限 和 . 一 个 n 次 多 项 式 是 i 次 齐 次 多 项 式 Pi,i = 0,:… ,n 
的 和 , 其 中 忆 为 常数 . 由 上 面 的 习题 和 其 他 已 知 的 事实 证 明 多 项 式 处 处 可 微 

6.9 证 明 如 果 页 :世人 一 Ta 和 :VV 一 Wo 都 在 a 可 微 , 则 从 VV 到 W = Wi x Ws 的 
F =< 所 ,Fz > 也 是 如 此 (运用 单 射 和 和 0。). 


6.10 不 用 显 式 计算 而 使 用 前 面 的 习题 证 明 由 


d(fi)a. 


< YL- , (r+) > 

定义 的 映射 下 : R? -y 及 2 处 处 可 微 , 现 计算 它 在 < a,b > 的 微分 . 

6.11 设 忆 :VV 起 XG:W 志文 分 别 在 a 和 8 可 微 , 并且 定 义 KK:Vx 人 WV 二 XX 为 
EK(é€,7) = FPF(E) + G(n). 

证 明天 在 < a, 6 > 可 微 , 方法 是 

(a) 用 直接 的 A - 计算 ; 

(b) 用 投影 r 和 mo, 以 下 和 G 来 表达 KK 而 不 直接 参照 变量 , 然后 再 应 用 微分 规则 . 
6.12 现 假设 给 出 了 五 :VV 起 民 和 G:W 一 六 ,并 定义 K 为 

K(é,n) = F(E)GInN). 


证 明 如 果 下 和 G 分 别 在 a 和 6 可 微 , 则 攻 在 <a,B > 可 微 , 证 明 方 式 按 上 个 习题 
的 (b). 
6.13 设立 和 人 为 赋 范 线性 空间 ， 证 明 从 Vx W 到 RR 的 映射 < a,8 > 局 jlall|8l| 在 
o(V x 他 及) 中 . 在 乘积 空间 上 使 用 了 极 大 范 数 . 
设 f:V XW 一 R 为 有 界 且 双 线 性 . 这 里 的 有 界 性 指 的 是 有 某 个 5b 使 |f(a,B)| < 
bllali 8|| 对 所 有 a, 8 成 立 . 证 明 f 处 处 可 微 并 求 其 微分 . 


6.14 设 f 和 9g 为 民 到 及 的 可 微 函 数 . 我 们 从 普通 微 积 分 知道 复合 函数 规则 为 
(f 09) (a) = f' (g(a)) .9 (0). 
而 我 们 的 复合 函数 规则 是 说 
ifogj。= dfyca) o dgas 
其 中 df。 是 线性 映射 + f(z)t. 证 明 这 两 个 陈述 是 等 价 的 
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6.15 证 明 f(z,y) = <zy>l=tzl+ 人 在 除了 坐标 轴 上 外 是 可 微 的 ( 即 df<o,b> 当 
a,b 均 非 零 时 存在 ). 

6.16 在 R? 上 比较 上 | 和 省 ww 的 单位 球 的 形状 , 由 上 面 的 习题 猿 一 猜 关 于 wo 的 可 答 
性 的 定理 . 证 明 它 . 

6.17 设 V 和 WW 是 固定 的 赋 范 线性 空间 , 设 Xa 为 V 到 W 的 所 有 在 0 可 微 的 映射 集合 ， 
Xo 为 所 有 V 到 W 的 属于 o(V,W) 的 集合 , 而 Xi 为 Hom(V,W). 证 明 Xa 与 Xo 
为 向 量 空间 且 Xa = Xo 由 入. 


6.18 设 下 是 个 具 常 数 C 的 利 普 希 欧 函数 并 在 点 a 可 徽 . 证 明 ||aFejl < C. 


3.7 ”方向 导数 ; 中 值 定 理 


方向 导数 构成 了 微分 和 初等 微 积分 的 导数 之 间 的 连接 纽带 , 并且 虽然 它们 
多 加 进 了 概念 以 适应 于 这 里 的 格局 , 但 读者 应 该 发 现 它们 在 直 党 上 令 人 满意 而 
且 在 技术 层面 上 有 用 . 

从 一 个 区 间 Tc RR 到 一 个 赋 范 线性 空间 W 的 连续 函数 /可 以 在 完全 初等 
微 积 分 的 意义 下 有 一 个 在 点 ZE 的 导数 三 (z) : 


f(z+0) fl) 


f 1: 
f (7) = Hn t 


这 样 一 个 函数 f 的 值 域 是 W 中 的 一 条 曲线 或 弧 , 并 且 当 我 们 要 想 记 住 这 个 几何 
概念 时 , 按 习 惯 称 f 自身 为 一 条 参数 (化 的 ) 级. 如 果 f'(z) 存在 , 我 们 也 将 称 尼 
为 弧 f 在 z 的 切 向 量 .这 个 术语 正 像 图 3.10 所 表示 的 , 符合 于 我 们 的 几何 直观 . 
为 简明 起 见 我 们 已 令 x = 0 及 f(0) = 0. 如 果 f'(z) 存在 , 我 们 则 说 参数 弧 f 在 


f (0) 


~ 
ff 0+H 有 一 /0) 
f(0~0 ES 区 = 一 一 一 


YD 


图 3.10 
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z 光 滑 . 我 们 也 说 f 在 a = f(x) 光滑 , 但 是 如 果 三 不 是 单 射 的 ( 即 如 有 果 此 弧 自 区 ) 
则 这 个 术语 便 是 含糊 不 消 的 . 一 条 弧 为 沦 清 是 砚 它 在 每 个 参数 值 上 江 滑 . 

我 们 目 然 想 要 知道 切 问 量 f'(zx) 的 存在 性 与 在 z 的 可 微 性 之 间 的 关系 . 
如 果 dfs 存在 , 则 作为 RR 上 的 一 个 线性 映射 , 它 仅仅 是 “用 ”固定 的 向 量 a 即 它 
的 骨 梁 去 乘 , dfc(h) = hdfs(1) = ha, 从 而 我 们 预料 a 太 是 切 向 量 f(x). 我 们 来 
证 明 它 和 对 在 第 6 市 中 我 们 预备 性 讨论 中 的 普通 微 积 来 说 的 逆 结 采 . 实际 上 , 我 
们 的 论证 对 向 量 ( 值 ) 函数 是 有 效 的 , 但 不 管 垮 样 我 们 还 将 重复 它 . 

汝 我 们 把 一 个 实 变 鞋 的 同时 ( 值 ) 函数 想 成 是 一 段 弧 时 , 我 们 常常 用 希腊 字 
母 像 入 和 人 代表 这 个 函数 , 我 们 在 下 面 就 这 样 做 . 当然 这 无 论 如 何 没有 改变 
钙 证 明 的 东西 , 只 不 过 稍稍 使 人 联想 到 一 种 几何 的 解释 . 


定理 7.1 一 个 参数 缴 Y:[a, 目 一 V 在 ZE (a,b) 可 微 当 且 仅 当 切 向 量 ( 导 
数 )a = y(z) 存在 , 这 时 此 切 向 量 是 微分 dyz( 有 ) = hy'(z) = ha 的 骨架 


证 明 如 果 参 数 弧 Y:[ow 引 一 了 在 ze(o 岂 可知 , 则 oz = hdyz(1) = ja 
其 中 a = dyz(1). 由 于 Ayz 一 dyz € 0, 从 而 给 出 了 |Ayz(m -Pa 当天 一 0 
时 趋向 于 0, 故 Ayz( 站 / 产 一 a. 因此 a 是 在 通 浓 意义 下 的 导数 Y (7x). Ey 
步骤 反 过 来 我 们 看 到 Y (2) 的 存在 性 意味 着 7 在 z 的 可 微 性 . 


现在 设 FF 为 赋 范 线性 空间 V 中 一 个 开 集 4 到 赋 范 线性 空间 W 的 一 个 沙 
数 . 研究 在 4 中 一 点 a 的 邻 域 中 下 的 行为 的 一 种 办 法 是 考虑 它 在 每 条 经 过 a 
的 直线 上 的 行为 . 那 就 是 说 , 我 们 暂时 把 下 限制 于 一 维 区 域 上 来 研究 它 . 这 样 做 
的 好 处 是 被 限制 了 的 下 便 简单 地 成 为 一 条 参数 弧 , 而 它 的 微分 则 简单 地 是 屁 以 
它 的 通常 的 导数 . 

对 任意 非 零 的 5Ee V, 通过 a 沿 方 向 & 的 直线 具有 参数 表示 上 my a 十 蕉 . 开 
在 此 直线 上 的 限制 是 参数 弧 7 : y(t) = Fa+ 奴 ) 它 在 原点 上 = 0 的 切 问 量 ( 导 
数 ), 如 果 存 在 , 被 称 为 在 a 沿 方 向 的 导数 , 或 者 已 在 a 的 关于 《的 导数 , 志 
其 为 DeF(Q). 显 见 ， 


pipa = lim (e+ Fl0) 
将 此 与 我 们 原来 的 定义 比较 , 我 们 看 出 参数 弧 7 的 切 向 量 Y(z) 是 关于 展 中 
标准 的 基 向 量 1 的 方 同 导数 Pi7(zZ) 

严格 地 说 , 我 们 错误 地 使 用 了 “方向 ”这 个 词 , 因为 不 同 的 向 量 可 以 有 相同 
的 方向 , 因而 如 果 1 = cté,c > 0, 则 7 和 指向 同一 方向 , 但 是 因为 DeF(a) 对 
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< 是 线性 的 (如 同 我 们 马上 会 看 到 的 那样 ), 它们 相伴 的 导数 是 不 同 的 :Dn 了 F(a) = 
cDeF (Qa). 

现在 我 们 要 建立 方向 导数 与 微分 之 间 的 关系 , 前 者 是 向 量 , 所 者 是 线性 映射 . 
我 们 在 上 面 看 到 过 , 对 一 条 弧 7 而 言 可 微 性 等 价 于 Y(z) = Di7(z) 的 存在 性 . 在 
一 般 情况 下 这 种 关系 并 不 像 对 一 条 弧 时 那样 简单 , 但 沿 一 个 方向 一 切 都 可 顺利 


定理 7.2 如 果 玉 在 a 可 微 , 并 且 如 果 入 是 任 一 条 通过 a 的 光滑 弧 线 ,满足 
二 和 A(z), 则 =o 入 在 xz 光滑 , 且 Y(z) = dFa( 和 (7z)). 特别 地 , 如 果 夏 在 a 
可 徽 , 则 所 有 的 方向 导数 DeF(a) 存在 并 且 DeF(a) = dFo(é&). 


证 明 7 的 光滑 性 等 价 于 它 在 x 的 可 微 性 , 因而 由 复合 函数 定理 可 以 得 到 . 
又 , Y (2) = dys(1) = d(Fo 入 zs(1) = dFa(dAz(1)) = dFa( 和 (2z)). 如 果 入 是 参数 直 
线 和 A(t) = a 十 区 , 则 它 具 有 常数 导数 &, 而 且 由 于 在 这 里 a = X(0), 那么 上 面 的 公 
式 成 为 Y(0) = dFa(&). 就 是 说 , DeF(a) = Y(0) = dFo(é&). 中 


反 过 来 , 一 个 函数 F 在 一 点 a 的 所 有 的 方向 导数 DeF(a) 的 存在 意味 着 
F 在 a 的 可 微 性 是 不 正确 的 . 最 容易 的 反例 涉及 到 齐 次 函数 的 概念 . 一 个 函数 
F:V 二 W 是 齐 次 的 是 说 如 果 对 所 有 x 和 上 有 下 (z6) = zF(&). 对 这 样 一 个 函 
数 因为 弧 线 y(t) = (0 十 长) = tF(E) 是 线性 的 , 且 Y(0) = F(&). 因此 一 个 齐 次 
济 数 F 在 0 的 所 有 方向 导数 均 存 在 , 且 DeF(0) = F(&). 如 果 下 也 在 0 可 微 , 则 
dFo(8) = DeF(0) = FF(6), 从 而 = di. 因 此 一 个 可 柚 的 齐 次 函数 必 是 线性 的 . 
所 以 任 一 非 线 性 齐 次 函数 下 是 一 个 使 得 对 所 有 &, De 下 (0) 存在 而 dFo 不 存在 的 
函数 取 最 简单 的 可 能 的 情况 : 定义 下 :到 一 下 为 如 果 < z,y > 夫 < 0,0> 时 
F(x,Yy) = Z3/(z2 +y), 而 下 (0,0) = 0， 则 


F(tzx,ty) = tF(z,Y), 


故而 FF 是 齐 次 的 但 不 是 线性 的 . 

但 是 , 如 果 V 为 有 限 维 , 并 且 如 果 对 张 成 空间 的 向 量 集 合 中 的 每 个 &, 方向 
导数 DeF(a) 存在 , 同时 是 在 一 个 开 集 4 上 的 a 的 连续 函数 , 则 在 4 上 下 是 连 
续 可 微 的 . 对 此 事实 的 证 明 依 赖 于 我 们 接 下 来 要 处 理 的 中 值 定理 ， 而 要 完成 此 证 
明 则 要 到 第 九 章 (定理 9.3). 

读者 是 把 中 值 定理 作为 微 积分 的 一 个 奠基 性 定理 而 记 住 的 , 在 我 们 的 一 般 
理论 中 恰好 也 是 如 此 . 我 们 要 在 下 一 节 中 应 用 它 去 证 明 上 面 提 及 的 定理 的 一 个 
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一 般 形式 , 实际 上 我 们 更 为 高 级 的 所 有 工作 都 有 赖 于 它 . 在 这 里 通常 的 中 值 定 理 
没有 完全 恰当 的 类 比 . 取而代之 , 我 们 将 证 明 一 个 定理 , 它 在 单 变 量 微 积分 中 是 
中 值 定 理 的 一 个 简单 推论 . 

定理 7.3 设 f 为 从 闭 区 间 [a,0| 到 一 个 赋 范 空间 的 一 个 连续 孙 数 (参数 弧 )， 
并 假设 f(t) 存在 且 对 所 有 t € (a,b) 满足 | < m， 则 上 f(b) 一 f(a) < 
m(b— a). 

证 明 固定 一 个 < > 0, 并 设 4 为 [a,4] 中 满足 

f(z2) — fo < (m+arT +e. 


的 点 z 的 集合 . 因为 f 在 a 为 连续 故 4 至 少 包含 了 一 个 小 区 则 [a,dj. 设 1= lub4. 
于 是 由 f 在 1 的 连续 性 有 ||f()-f(a) < (m+e)(1-a)+e. 因此 lie A 且 a < su 
我 们 断言 ! = b. 因为 如 果 1 <b, 则 f'Q) 存在 且 FDI < m. 因此 存在 一 个 5 使 
得 当 |z 一 让 < 5 时 
f(z) — FAD/(z -<m+e. 
由 此 得 到 : 
fC) — Fo < f+O) — FON + — fo 
< (m+e)d+i+(m+e)(ll~—a)+e 
< (m+el(l+6d—a)+e, 


故 1+6€ 4, 了 矛盾 . 因此 1 = 6. 我 们 于 是 有 
|f0) — fo < (m+ab—a)+e, 
并 且 因 为 e 是 任意 的 , 故 上 f(b) -flo < m2 一 a). 国 


下 面 更 为 一 般 的 中 值 定理 具有 通常 使 用 的 形式 . 按 惯 例 , 和 G 是 从 V 的 
一 个 子 集 到 W 的 映射 


定理 7.4 如 果 太 在 球 Bi(a) 上 可 徽 , 且 如 果 对 此 球 内 每 个 有 jldFsl| ss， 
则 只 要 8 和 8 上 +E 在 此 球 内 就 有 |AFE5s(6 < eliti. 更 一 般 地 , 如果 球 Br(a) 被 
换 为 任 一 上 西 集 C, 则 相同 的 结果 成 立 . 


证 明 从 8 到 p+E 的 线段 是 参数 弧 X( 昌 二 6+ 共 在 [0J] 到 的 值 域 . 如 采 
和 6+& 在 球 8.(a) 中 , 则 此 线段 是 此 球 的 一 个 子 集 . 令 Y(t) = FF(O+ 维 ), 我 们 便 
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有 7T'(z) = dFp+ze(X(z)) = GdFp+ze(6), 这 可 由 定理 7.2 得 到 . 因此 | (oH < ellell 
在 [0,1] 上 成 立 . 于 是 中 值 定 理 意 味 着 


lAFe(ON = FB + 0 -FON = 1D- (CO 
< elléll(1 — 0) = elléll, 


这 是 所 要 的 不 等 式 . 我 们 所 用 到 的 Br(a) 的 惟一 性 质 是 它 包含 了 联结 它 中 任意 
两 点 的 线段 . 这 就 是 凸 性 的 定义 , 故此 定理 对 任意 凸 集 为 真 . 口 


推论 7.1 如 果 G 在 凸 集 C 上 可 徽 , 如 果 全 E Hom(V,W), 又 如 果 对 所 有 C 
中 的 8 有 |ldaGes-TIEe, 则 只 要 BE 和 8+E 在 C 中 便 有 AGa(E€) 一 T(2) < elléli. 


证 明 令 下 =G-7 明 注意 到 有 dfs = dce -了 和 ArFe = AG6 -了 
即 可 . ls 


我 们 说 几 句 关于 记号 的 话 来 结束 本 节 . 留意 一 下 在 等 式 (DeF)(a) = dFoa(é&) 

中 变量 位 置 的 颠倒 . 这 个 差别 具有 实际 的 重要 性 . 我 们 有 一 个 二 个 变量 ‘a 和 
的 函数 , 我 们 可 以 通过 固定 一 个 变量 把 它 转换 为 另 一 个 变量 的 单 变量 函数 ; 从 
技术 层面 上 说 , 把 那个 固定 的 变量 放 在 下 标 位 置 有 其 方便 之 处 .因此 我 们 考虑 
dF(6) 为 a 固定 并 有 Hom(V,W) 中 函数 dFa, 而 在 (De 下 )(a) 中 我 们 则 取 《 固 
定 并 有 方向 导数 DeF : 4 一 W, 它 是 沿 固 定 方向 的 一 个 a 的 函数 , 是 对 作为 a 
的 函数 的 任意 普通 偏 导 数 9F/9zxi(a) 的 推广 记号 . 我 们 也 能 够 把 这 种 变量 的 下 
标 位 置 的 含意 用 点 记号 (0.10 节 ) 来 表示 : 当 我 们 写 下 DeF(a) 时 我 们 想到 的 是 
函数 DeF(-) 在 a 的 值 . 

在 后 面 的 章节 中 我 们 还 要 用 到 第 三 种 记号 , 它 把 函数 符号 放 在 下 标 位 置 . 我 
们 记 

JF(a) = 

这 个 记号 表示 在 某 个 讨论 中 映射 要 被 固定 ， 关 放 在 下 标 位 置 以 把 “ 防 在 一 
轨 ”. 

如 果 正在 开 集 4 中 每 点 可 微 , 我 们 自然 会 考虑 作为 4 到 Hom(V,W) 的 函 
数 dF :ahy d 本 .用 “六 记号 即 dF = JF. 本 章 后 面 我 们 要 考虑 这 个 映射 在 a 
的 可 微 性 . 这 个 二 阶 微分 ,= d(dP)u 的 概念 最 初 看 来 或 许 是 令 人 困惑 的 , 因 
而 现在 预先 看 一 看 会 让 以 后 的 讨论 容易 一 些 . 我 们 不 过 是 有 了 一 个 从 赋 范 线性 
究 间 V 中 开 集 4 到 赋 范 线性 空间 X = Hom(V,W) 的 一 个 新 的 映射 G = dF 
并 日 我 们 在 考虑 它 在 a 的 可 微 性 . 回 过 来 参看 第 一 章 的 定理 6.1, 我 们 知道 了 


3.7 方向 导数 ; 中 值 定 理 163- 


dGa = df Fo 由 对 偶 性 等 价 于 一 个 双 线 性 映射 w, 它 从 站 x 和 到 厂 : 由 于 dGa(&) 
目 身 是 Hom(V,W) 中 的 一 个 变换 , 我 们 可 将 其 在 9 上 赋值 , 并 定义 w 为 


w(€,7) = (dGalé))(m). 


用 点 记号 在 这 里 也 是 会 有 帮助 的 . 映射 a rm dF 简单 地 记 为 dH, 而 G 由 
G() = dK.) 定义 . 而 后 , dgGa(6) 是 个 映射 的 事实 可 写成 dGu(6)() 来 子 以 强调 . 
在 这 里 的 每 一 种 情形 中 我 们 均 有 一 个 单 变量 的 函数 , 点 只 是 提醒 我 们 这 个 事实 
并 告诉 我 们 当 要 赋值 时 该 把 变量 放 在 哪里 . 在 w 的 情形 则 是 点 记号 的 原来 的 用 
法 . 好 w( = dGalé). 


习 驯 


7.1 给 出 f :RR 一 及 使 了 (a) 存在 ,用 差 商 极限 的 直接 取 值 证 明 “ 方 问 导数 " De Fa) 为 
bf' (a). 

7.2 设 f 是 nn 维 空间 Y 上 的 实 函 数 , 并 假定 f 在 a EV 可 微 : 证 明 使 导数 DeF(a) 为 0 
的 方向 上 构成 V 的 一 个 (n 一 1) 维 子 空间 (或 是 整个 V). 如 果 f 映射 V 到 一 个 二 维 
空间 W 能 得 什么 相似 的 结论 ? 

7.3 (a) 用 关于 极限 的 直接 论证 证 明 , 如 果 f 和 9g 是 从 区 间 了 IC 及 到 赋 范 线性 空间 Y 的 两 个 
函数 , 并 且 如 果 f'(z) 和 9 (z) 都 存在 , 则 (fj 上 +9) (z) 存在 且 (f+9) (x) = f(z)+g (z). 
(b) 作为 定理 7.1,7.2 和 第 6 节 的 微分 规则 的 推论 证 明 同 一 结果 . 


7.4 (a) 给 出 f:I 一 VV 和 9 :I 一 W, 用 直接 的 极限 论证 证 明 如 果 F(z)， 9 (z) 都 存在 ， 
并 且 如 果 FF=< f,g>:T 坟 VXxW, 则 槐 (z) 存在 且 F(z)=< 下 (x),g (7) >. 
(b) 由 定理 7.1,7.2 和 第 6 节 的 微分 规则 并 利用 关系 下 = 9 of 十 06209 证 明 同 一 结果 . 
7.5 按 上 面 两 个 习题 的 精神 , 对 弧 的 导数 叙述 一 个 乘积 规则 并 按 上 面 (b) 的 证 明 方 式 证 明 


ei 


己 . 


7.6 求 在 1= 0 和 += 7/2 时 弧 < etsint > 的 切 向 量 .[ 用 习题 7.4(a)] 什么 是 在 这 两 个 点 
上 此 系数 弧 的 微分 ? 即 如 果 f(t) =< esint >, 什么 是 dfo 和 df 2? 


7.7 设 斑 :及 2 一 及? 为 映射 < zy > 站 < 37”y,z Y >. 计算 方向 导数 Dx1,2> (3, 一 1): 
(a) 作为 弧 fo 入 在 < 3, 一 1 > 的 切 向 量 , 其 中 入 是 经 过 < 3, 一 1 >, 方向 为 <1,2> 
的 直线 ; 
(b) 先 计 算 dfs,1>，, 然后 再 在 < 1 2 > 计 值 . 


7.8 设 入 和 为 向 量 空间 V 上 任意 两 个 旋 函 . 沿 直线 上 = ta 有 乘积 /6) = 和 (CE)AUG); 算 
出 Do f(a). 现 沿 一 般 直 线 上 = ta + 6 对 了 赋值 并 由 此 计算 Do 了 (6). 
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7.9 由 计算 微分 的 方法 解 上 面 的 习题 . 


7.10 如 果 f:R"* 一 及 在 a 可 微 ,我 们 知道 作为 R* 上 线性 泛 函 的 df。 由 它 的 骨架 n 联 组 
工 按 下 面 公 式 给 出 : 


dfa(z) = (L,7) = 》 1 


在 此 情形 中 我 们 称 这 个 n 联 组 工 为 /在 a 的 梯度 . 由 施 瓦 效 不 等 式 (习题 2.3) 证 明 
如 果 我 们 用 欧 几 里 得 长 为 1 的 向 量 y, 则 方向 导数 Dyf(a) 当 y 指向 了 的 梯度 方向 
时 取得 极 大 值 

7.11 设 W 为 赋 范 线性 空间 , V 为 满足 和 (0) = 0, X(0) 存在 的 参数 弧 入 : [1,1] 一 砚 的 
集合 . 证 明 V 是 个 向 量 空间 , 而 且 Ar* (0) 是 由 V 到 W 满 射 的 线性 映射 ， 用 文字 
描述 商 空间 V/N 中 的 元 素 , 其 中 N 为 上 面 映射 的 零 空间 

7.12 找 出 另 一 个 齐 次 非 线性 函数 . 计算 它 的 方向 导数 De (0), 它 再 次 表明 它们 没有 造 出 一 
个 线性 映射 

7.13 证 明 如 果 F 是 从 赋 范 线性 空间 V 中 开 球 B 到 赋 范 线性 空间 W 的 可 微 映射 , 且 它 对 
B 中 所 有 的 a 有 dF。 = 0, 则 FF 是 一 个 常 值 函 数 

7.14 把 上 面 的 习题 推广 到 这 种 情形 :F 的 定义 域 是 个 开 集 4, 而 4 中 任意 两 个 点 可 用 4 中 
的 一 条 光滑 缴 线 联结 的 性 质 . 用 反例 证 明 此 结果 不 能 推广 到 FF 的 定义 域 4 为 任意 开 
集 的 情形 

7.15 证 明 下 面 中 值 定理 的 推广 设 f 是 从 闭 区 间 [a 如 到 赋 范 线性 空间 V 的 连续 映射 ,又 
设 9 为 [a, 引 上 一 个 连续 的 实 函 数 . 假如 对 开 区 间 (a, 中 每 点 了 *(t) 和 g(t) 都 存在 
并 且 在 (a,6) 上 | (如 | < 9 (). 于 是 


Nf (6) ~ f(o)|| & 9(6) ~ g(a). 
[考虑 使 得 f(x) 一 fo) 和 9g(z) 一 g(a) 十 e(z 一 Q) 十 e 的 所 了 | 
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本 节 我 们 要 把 微分 规则 与 作为 有 限 笛 卡 儿 乘积 的 向 量 空间 所 产生 的 特殊 结 
构 联 系 起 来 . 当 我 们 处 理 值 域 时 , 这 种 考虑 是 微不足道 的 , 然而 当 定义 域 是 乘积 
空间 时 , 我 们 便 与 一 个 深刻 的 定理 直接 有 关 了 . 这 些 一 般 性 的 乘积 考量 在 下 一 让 
将 专门 限制 在 了 空间 上 , 但 它们 确 有 更 广泛 的 用 途 , 这 会 在 本 章 后 面 几 节 及 本 
书后 面 几 章 中 看 到 ， 
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我 们 知道 一 个 m 联 组 的 具有 公共 定义 域 的 函数 FF : A 二 Wi,i = 1,…,m 
等 价 于 一 个 单一 的 m 联 组 取 值 的 函数 


F:As»W=1[ Ww, 
1 


F(a) 为 m 元 组 {Fi(a)}?, 其 中 每 个 ae 4. 我 们 现在 来 验证 那个 显然 而 必然 的 
事实 即 FF 在 a 可 微 当 且 仅 当 每 个 本 在 a 可 微 . 


定理 8.1 给 出 Fi:AWi,i=l, ,mF=< 相 ,…,F™m>, 则 下 在 a 
可 微 当 且 仅 当 所 有 的 函数 下 如 此 , 此 时 有 


dF =< dF!,... ,dF™ >. 


证 明 严格 地 说 ,下 = ”0;o Fi, 其 中 0; 为 Wi 到 乘积 空间 W = J[I， Wi 的 
内 射 ( 见 1.3 节 ). 由 于 每 个 0; 是 线性 的 , 故而 是 可 微 的 , 且 d(0i)a = 4 因此 我 们 
看 到 如 果 每 个 Fi 在 a 可 微 则 下 也 如 此 , 并 且 dF。 = 3 bodFa， 不 严格 地 说 ， 
此 即 dF =< dFl，,dFm >. 反方 向 的 结论 相似 地 由 天 = mi oF 得 到 ， 其 中 
7; 是 [7Y Wi 到 Wj; 的 投影 . QO 


定理 8.1 和 7.1 有 下 面 显 见 的 推论 ( 它 也 可 用 涉及 到 的 极限 容易 地 得 到 证 
明 ). 


引 理 8.1 如 采 fi 为 la, 9] 到 Wi 的 缴 ， ? 二 让 ,1， 而 f 及 nL 联 组 值 的 
缴 有 二 < 及 ,… ,fn >， 则 jz) 存在 当 且 仅 当 天 (2Z) 对 每 个 ;都 存在 , 这 时 
f'(z) =< fi(z),:… ,fn(7) >. 


当 定 义 域 空间 V 是 一 个 积 空间 Ti? W 时 情形 则 更 加 复杂 . n 个 向 量变 量 的 
英 数 FF(&1,.… ,&n) 没有 分 解 为 一 个 等 价 的 n 联 组 的 函数 , 进而 , 虽然 它 的 微分 
dF 分 解 为 偏 微 分 {d 可 } 的 等 价 n 联 组 , 我 们 却 没 有 简单 的 定理 , 即 dFo 存在 
当 且 仅 当 所 有 偏 导数 dF2 存在 . 

当然 ， 我 们 把 一 个 n 个 向 量变 量 的 函数 看 作 是 单个 n - 联 组 变量 € = 
< 刀 ,… > 的 函数 , 故而 当 我 们 考虑 F 的 可 微 性 时 原则 上 没有 什么 新 东 
西 . 然而 , 当 我 们 考虑 复合 正 e G 时 , 其 内 层 函 数 G 现在 必定 是 一 个 取 值 n- 联 
组 的 函数 G 二 < 9!,… ,gm >, 其 中 gi 是 从 某 个 赋 范 线性 空间 X 的 一 个 开 子 集 
4 到 记 , 从 而 我 们 自然 试图 把 玉 o G 的 微分 用 微分 dgi 来 表达 . 要 做 到 这 个 我 们 
需要 下 的 偏 导数 dFi. 我 们 暂时 定义 下 在 a =< a1,… ,Qn > 的 第 j 个 偏 导数 
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为 微分 dFa 在 Vi 上 的 限制 , 这 时 我 们 将 Vi 考虑 为 V = [li Vi 的 子 空间 . 如 通 
常 那样 , 这 确实 与 万 到 [Tr Vi 的 内 射 有 直接 关系 , 因而 我 们 形式 的 (临时 ) 定义 
为 

dFi = dFo 00;. 


那么 , 由 于 =< 各 ,én >= 学 ?0i(&i), 我 们 有 
dFa(é) = Der (&). 
相似 地 , 由 于 G =< gl,… ,g" >= 》j1 9;0g9', 我 们 有 
d(F 0 G)» = ao o dg 


我 们 称 其 为 一 般 链 规则 .在 此 公式 中 的 “i” 上 标 有 含混 的 地 方 : 为 了 更 准确 我 们 
应 写成 (dF)s, 和 d(g’)y. 
我 们 将 逐步 转 到 偏 微分 的 真正 定义 . 由 于 


AF, 00;= (dFa+0)o00;=dFao00;+0=dFi+o, 


我 们 看 出 dF 能够 被 直接 地 描绘 如 下 面 与 da 无 关 : 

dF 是 Hom(Vi,W) 中 惟一 的 元 素 Ti; 使 得 AFaee 和 三 在 十 0. 

那 就 是 说 , dFi 是 将 下 (6 ,én) 中 除 &; 的 其 他 变量 固定 于 值 6 = ay 得 
到 的 单 变 量 &; 的 函数 在 ai 的 微分 . 因为 在 实用 中 作为 主要 现象 我 们 遇 到 的 常常 
是 这 种 可 偏 微分 性 , 故 这 是 重要 的 . 因此 我 们 将 这 个 直接 描述 作为 dFa 的 定义 ， 
在 上 面 随 其 后 面 的 启发 性 计算 是 下 面 引 理 的 证 明 . 


引 理 8.2 如 果 4 是 积 空间 V 二 TI? Vi 的 开 子 集 , 又 如 果 下 :4 一 现在 a 
可 微 , 则 所 有 的 偏 微分 dF 存在 , 且 dF = dFa ob0i 


于 是 是 否 所 有 偏 微分 dFi 的 存在 性 意味 着 dF。 的 存在 性 的 问题 出 现 了 .一 
般 来 说 答案 是 否定 的 , 我 们 将 在 下 一 节 中 看 到 这 一 点 ; 然而 如 果 对 一 个 开 集 4 中 
的 每 个 a 所 有 的 偏 微分 4Fi 存在 并 且 是 a 的 连续 函数 , 则 F 在 4 上 连续 可 
微 . 注意 引 理 8.2 和 投影 - 内 射 恒等式 向 我 们 表明 如 果 dFa 存在 它 会 是 什么 样 
子 : dFi = dF o 0; 和 0io7i = 了 一 起 给 出 dF = DD dF oi 
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定理 8.2 设 4 为 赋 范 线性 空间 VV 二 Vi x 仍 的 一 个 开 子 集 , 并 假定 忆 : A 一 
W 在 4 上 有 连续 的 偏 微分 dF 9， ，dF2。 9 . 于 是 dF4a,p、 在 4 上 存在 且 连 
续 , 且 


dF.a,8> (&, n) 一 dF a, (6 十 dF 8 (7). 


证 明 我 们 在 V = Vi x 说 上 使 用 和 范 数 . 给 出 =s, 我 们 选取 5 使 对 在 <a,6 > 
的 6 - 球 中 的 每 个 <j,v > 有 jdF% ,一 dF‘, a6,|<e,i=1,2. 令 


G(€) = F(a+€,8+7n) ~ dF, (é) 
我 们 有 当 < &,7> 上 <6 时 
laGel| = lldF ote,stn> — dF xa,p> ll < e， 
而 定理 7.4 的 推论 蕴涵 了 当 上 < 6&7n> 上 <5 时 
IF(a+é&,8+n)— F(a,B+n) — drao,, (ON < elléll. 
对 
H(n) = F(a,B + — dF<a,8> (7) 

的 相似 推理 使 我 们 得 到 , 当 < 0,n> | 外 < 5 时 

F(a, B+ — F(a,B) — dFao,0, MN < ell 
结合 此 两 个 不 等 式 , 我 们 有 当 | < &,n7> 上 <6 时 

IAFo8> (&) —T(<é,n7>)N sg el < 6,n > 


其 中 ， {= dF 8 oNl + dF py> 0 12. 这 就 是 说 ， AT-<a,6> -= 0， 故 aF -ap> 
存在 并 等 于 工 . 口 


对 多 于 两 个 因子 空间 的 这 种 定理 是 一 个 推论 . 


定理 8.3 如 果 4 是 [J]? Vi 的 一 个 开 子 集 ,而 下 : A 性 W 对 生 个 i 二 1,.…,n 
及 每 个 € 4 其 偏 微分 dFi 存在 , 并 作为 w =< ai …… ,Qn > 的 函数 是 连续 的 . 
于 十 dFo 存在 并 在 A 上 连续 . 如 来 & 二 ~ &1) “7 , En ~， 则 dFalé) 一 > .1 dF (&i). 
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证 明 由 定理 8.2, dd 下 和 dF2 的 存在 性 与 连续 性 表明 dF3 oni + dFa o 7 
是 将 下 看 成 是 头 两 个 变量 而 其 他 变量 固定 不 动 时 的 函数 时 的 微分 . 由 于 它 是 连 
续 函 数 的 和 , 故 它 自身 对 a 连续 , 从 而 我 们 现在 可 再 次 应 用 定理 把 dF% 加 进 这 
个 偏 微 分 的 和 中 , 最 后 得 到 iY dFi oxi 是 下 在 三 因子 空间 Vi x WW x WW 上 的 偏 
微分 , 等 等 (这 是 归纳 法 的 口头 用 语 ). 口 


作为 这 两 个 定理 的 运用 示例 , 我 们 将 推导 一 般 乘积 规则 (虽然 基于 A 佑 值 方 
法 的 直接 证 明 是 安全 可 行 的 ). 一 般 乘积 不 过 是 一 个 有 界 双 线性 映射 w: XxY 一 
WwW, 其 中 X,Y 和 WW 都 是 赋 范 线性 空间 ， 这 里 的 有 界 性 不 等 式 为 lw( 细 | < 
bjjél|||l|. 

我 们 首先 证 明 w 是 可 微 的 . 


引 理 8.3 一 个 有 界 双 线性 映射 由 :天 xXY 一 W 是 处 处 可 徽 的 , 并 且 
dv<a,6>(6， 7) = w(Q, 7) 十 wl(é,0). 


证 明 固定 8 不 动 , 则 ga(€) = w(&,8) 在 Hom(X,W) 中 , 从 而 处 处 可 微 ， 
并 等 于 它 自己 的 微分 . 这 就 是 说 , dw! 处 处 存在 且 di。 s,(€) = w(&,6)， 由 于 
8 上 gs 是 个 有 界线 性 映射 , 故 dl。 os， = 9s 是 < a,B > 的 连续 函数 , 类 似 地 ， 
du2 9 (1) = w(am) 且 dw? 连续 . 现在 此 引 理 便 是 定理 8.2 的 直接 推论 了 ， 口 


如 果 把 w(&,m) 想 成 是 和 7 的 乘积 , 则 两 个 函数 9(6) 和 Ac) 的 磁 积 便 是 
w(g(C),h(C)), 其 中 9 从 赋 范 线性 空间 V 中 开 子 集 4 到 和 而 疡 从 4 到 了 . 乘积 
规则 现在 正 是 我 们 预想 的 那样 : 积 的 微分 是 第 一 个 乘 以 第 二 个 的 微分 加 上 第 二 
个 乘 以 第 一 个 的 微分 . 


定理 8.4 和 如果 :4 一 和 和 六 :4 一 二 在 有 8 可 徽 , 则 乘积 F(C) = 
w(g(0), h(6)) 也 如 此 ,并 且 


dFs{(C) = w(g(P), dh6(6)) 十 wdge(G) RD) 
证 明 这 是 定理 8.1, 引 理 8.3 和 链 规 则 的 直接 推论 ，。 口 
习题 


8.1 求 弧 < sin tcos 志 纪 > 在 上 = 0;t = /2 的 切 向 量 . 上 述 参 数 弧 在 所 给 两 个 点 的 微分 
是 什么 ? 即 , 如 果 f(t) =< sin t, cos t,t >,dfo 和 dfx/2 是 什么 ? 


3.9 微分 和 及” -169 . 


8.2 给 出 引 理 8.1 的 详细 证 明 . 
8.3 公式 
dFa(é) = 2_ dFa(é) 
1 
由 于 有 恒等式 
€ = > 0i(6) 
1 
以 及 偏 导 数 的 定义 大 体 上 是 显然 的 , 但 不 管 怎样 , 请 写 出 一 个 明确 而 详细 的 证 明 . 


8.4 设 下 为 从 nn 维 向 量 空 间 V 到 一 个 有 限 维 向 量 空间 你 的 可 微 映射 , 定义 G:VxW = 
WW 为 G(E,n) =n 一 了 P(E). 因而 下 在 VxW 中 的 图 像 便 是 G 的 零 集 合 . 证 明 dG <a,e> 
的 零 空间 对 每 个 < a,B ~EV x W 具有 维 数 nn. 


8.5 设 下 (€,n) 为 定义 在 乘积 A x B 上 的 连续 可 微 函 数 , 其 中 B 是 一 个 球 而 4 是 个 开 集 . 
假定 对 所 有 < a,8 >e A x B 有 dF2。,s、 =0. 证 明 下 与 7 无关. 这 就 是 说 , 有 一 个 
定义 在 4 上 的 连续 可 微 函 数 G(&) 使 得 F(&,n) 在 4x B 上 等 于 G(&). 

8.6 考虑 及 2 中 一 个 如 右 端 指出 的 区 域 以 证 明 在 R? 的 一 个 开 集 4 上 存 
在 一 个 函数 f(z,y) 使 得 处 处 有 


of _ 
Br = 0 
使 得 f(x,y) 不 仅仅 只 是 z 的 函数 
8.7 设 f(E,n,C) 为 三 个 向 量变 元 的 函数 ; 对 于 固定 的 7 令 G(&,7) = (€, mY). 证 明 侦 微 
分 dFl。 8 存在 当 且 仅 当 dG%a,p、 存在 , 且 此 时 它们 相等 . 


8.8 给 出 定理 8.3 的 更 为 细致 的 证 明 . 就 是 说 , 叙述 归纳 假设 并 证 明 此 定理 由 它 和 定理 8.2 
得 出 . 如 果 你 在 你 的 推理 中 是 一 丝 不 苟 的 , 你 应 需要 上 面 习 题 那 样 的 形式 . 


8.9 设 f 是 从 R? 到 及 的 可 微 映 射 . 将 R? 看 作 及 x 及 时 , 证 明 它 的 两 个 偏 微分 不 过 是 用 
它 的 偏 导数 作 乘法 . 推广 到 n 维 情形 . 证 明 对 从 R? 到 一 个 一 般 的 向 量 空间 V 的 映射 
玉 上述 结果 仍然 是 对 的 , 但 这 时 的 偏 导数 为 向 量 . 


8.10 给 出 定理 8.4 证 明 的 细 市 . 


3.9 ”微分 和 R” 


我 们 现在 把 前 面 最 后 两 节 的 结果 用 于 涉及 第 卡 儿 空 间 R" 的 映射 上 ; 第 卡 儿 
空间 是 有 限 维 理论 的 常用 对 象 . 我 们 从 定义 域 开始 讨论 . 
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定理 9.1 如 果 下 是 从 R"( 的 一 个 开 子 集 ) 到 一 个 赋 范 线性 空间 W 的 映射 
则 捕 党 第 7 个 标准 基 向 量 六 方向 的 方向 导数 恰好 是 偏 导数 DBF/8zi, 而 第 了 个 
偏 微分 是 以 DF/Dri 作 的 乘法 :dF3( 户 ) = h(9F/07;)(a). 更 准确 地 , 如 果 上 面 三 
个 对 稍 中 的 任 一 个 在 a 存在 则 它们 全 都 存在 ; 并 满足 上 面 的 关系 . 
证 明 我 们 有 
OF — "Flo, ;1 j++ty , Qn) — F(al,.… ;Wj ) Qn ) 


+) F(a) _ DsF(a). 


另外 , 由 于 了 在 a+R6’ 的 限制 是 条 参数 弧 , 其 在 0 的 微分 由 定义 为 FF 在 a 的 
第 ; 个 偏 微分 , 并 且 其 在 0 的 切 向 量 为 我 们 已 经 计算 过 的 (8F/B8zx;)(a), 本 定理 
的 其 余部 分 由 定理 7.1 推出 . 口 


综合 这 个 定理 和 定理 7.2, 我 们 得 到 下 列 结果 . 

定理 9.2 如 果 V 二 民生 在 a 为 可 微 的 , 则 偏 导数 (8F/9x;)(a) 都 存在 
而 且 在 a 偏 导数 的 n 联 组 {9F/6zj(a)}l 为 dF 的 骨架 . 特别 

DyF\(a) = > wa 
7 二 1 
证 明 dF(5°) = Ds:F(@a) = (8F/8xi)(a), 如 我 们 在 上 面 指 明 的 , 我 们 有 
Dro) = dpstw) = dr (us) = Duars(0) = Do 区 

”在 此 我 们 已 经 做 了 全 部 显示 的 df。 是 由 它 的 骨架 {dFa(5)} 定义 的 线性 组 合 映 
射 ( 见 第 一 章 定 理 1.2), 其 中 T(5) = dF。(6’) 现在 被 认为 偏 导数 (8F/98zxi)(a). 口 


上 面 公式 表明 偏 导数 记号 的 不 规范 性 : 注意 一 下 如 果 我 们 试图 计算 dFo(z) 
时 它 是 如 何 暴露 出 来 的 . 记号 DsjF 准确 但 繁琐 . 其 他 的 记号 为 fF 和 DjF. 每 
个 都 有 它 的 问题 ， 但 第 一 个 记号 天 体征 和 网 于 全 的 使 用 它 后 我 们 的 公式 便 读 成 
dFa(y) = > ;= 1ViDj;F (a). 

在 相反 的 方 门 方面 我 们 有 定 玫 8.3 的 相应 的 特定 描述 . 
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定理 9.3 如 果 4 是 RR? 的 一 个 开 子 集 , 已 是 从 4 到 赋 范 线性 空间 WW 的 一 
个 映射 , 使 得 所 有 的 偏 导 数 (8F/0z;)(a). 存在 并 在 4 上 连续 , 则 下 在 A 上 连续 
可 微 . 


证 明 由 于 FF 的 第 ;个 偏 微分 是 简单 地 乘 以 9F/9z;, 我 们 (由 定理 9.1) 有 
了 所 有 偏 微分 dFi 在 4 的 存在 性 和 连续 性 . 因而 定理 9.3 成 了 定理 8.3 的 一 个 
特殊 情形 . 口 


现在 假如 F 的 值 域 空间 也 是 一 个 笛 卡 儿 空间 , 故 下 是 从 Re 的 一 个 开 子 集 
4 到 Rn 的 映射 . 那么 dF 在 Hom(R",R") 中 . 为 了 计算 的 目的 我 们 需要 用 它 
们 的 矩阵 来 表示 从 Rn 到 Rm 的 线性 映射 , 因而 求 微 分 T= dF 的 矩阵 t 具有 
极其 重要 性 . 称 这 个 矩阵 为 下 在 &a 的 雅 可 比 矩 阵 . 

t 的 列 构成 dF 的 骨架 , 我 们 在 上 面 已 看 到 过 此 骨架 是 偏 导数 (BF/8zj)(a) 
的 n 联 组 ， 如 果 我 们 不 严格 地 写 m 联 组 值 FF 为 一 个 m 联 组 的 函数 ， 
已 =< 及,… ,fm >, 则 按照 引 理 8.1,t 的 第 j 列 是 m 联 组 

oF .01 Ofm 


dz? -< Bx, (a),.… Ba (a) > 
因此 ， 
定理 9.4 设 玉 是 从 R" 中 一 个 开 子 集 到 了 m 的 映射 , 且 假设 下 在 Q@ 可 微 . 
于 是 dFa 的 算 阵 (正在 @a 的 雅 可 比 给 阵 ) 由 
给 出 . 如 果 我 们 用 记号 yi 二 fi(Z), 我 们 有 


tii 一 Be (0) 
如 果 我 们 也 有 从 Rm 中 一 个 开 集 B 到 民 的 一 个 可 微 映 射 z = G(y) = 
<9( 人 9) >, 则 相似 地 , dG 有 惩 阵 


四 2 
Dy (b). 


Ogk 
duo) 一 


又 , 如 果 B 包含 了 b= F(a), 则 复合 水 数 规则 


d(G oF)a = dGov odFa 
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具有 上 矩阵 形式 
(0 -二 各 A b) Su(a 
或 简单 地 
红 - 沁 哄 串 


这 是 微 积分 中 链 规则 的 通常 形式 . 我 们 看 出 这 只 是 将 线性 映射 的 复合 表达 为 抑 
阵 的 相 乘 

在 第 8 节 中 我 们 曾 看 到 单 实 变 函 数 f 的 普通 导数 f'(a) 是 微分 dfa 的 骨 
架 , 从 而 把 这 个 关系 推广 并 定义 一 个 n 个 实 变量 的 函数 FF 的 导数 (a) 为 dF。 
的 骨架 是 有 道理 的 , 故而 F'(a) 像 我 们 上 面 曾 看 到 的 那样 为 偏 导数 的 n 联 组 
{(8F/8zi)(a)}?. 特别 , 如 果 F 是 从 可 中 一 个 开 子 集 到 R", 则 Fr'(a) 是 下 在 
a 的 雅 可 比 矩 阵 . 这 给 了 和 矩阵 链 规则 的 标准 形式 


(GoF)'(a) = G' (F(a)F (a). 


一 些 作 者 对 我 们 叫做 微分 的 东西 使 用 ‘导数 ' 这 个 词 , 但 是 这 是 对 单 变 情形 
中 的 传统 意义 的 一 个 变化 , 从 而 我 们 宁愿 保持 上 面 讨 论 中 的 区 别 : 微分 dFa 是 
近似 于 AF, 的 线性 映射 , 并 且 当 定义 域 和 值 域 空间 为 币 卡 儿 时 导数 产 (a) 必定 
是 此 线性 映射 的 矩阵 . 然而 , 我 们 将 继续 采用 雅 可 比 术语 . 

假设 现在 4 是 有 限 维 向 量 空间 V 中 的 一 个 开 子 集 ,而 H:4 一 W 在 ae€4 
可 微 . 假如 W 也 是 有 限 维 的 , 并 且 yp:V 一 了 和 少 :W 一 Rm 是 任 一 坐标 同 
构 . 如 果 忒 = w[4], 则 思 是 Rr 中 一 个 开 子 集 ,而 瑟 =woHoyp ! 是 从 4A 到 RR” 
的 一 个 映射 , 它 在 a = elaj 可 微 , 微分 ds。 = wodHa ep-!. 于 是 dHa 由 它 的 
雅 可 比 矩 阵 {(8hi/6z;)(a)} 给 出 , 我 们 称 它 为 关于 V 和 W 中 所 选 基 的 雅 可 
比 和 矩阵 . V 和 W 中 的 基 变 化 将 按 2.4 节 中 给 出 的 规则 改变 这 个 雅 可 比 矩 阵 . 

如 果 所 是 R" 到 其 自身 的 映射 , 则 雅 可 比 矩 阵 (8f:/63;)(a) 的 行列 式 被 叫 
做 正在 a 的 雅 可 比 . 它 被 表 记 为 


oa(f,- ~ f") 0 O(Y1,: Yn) 
Brn, (9 或 者 Bz) ta 


这 里 暗含 有 入 = fi(x). 另 一 个 记号 是 Jr(a)( 或 简单 地 J(a); 这 时 玉 是 不 言 目 
明 的 ). 但 是 有 时 它 被 用 来 表示 微分 da， 此 时 我 们 转 而 使 用 detJr(a). 
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如 果 F(x) =< 7x? 一 223,27172 >, 那么 它 的 雅 可 比 矩 阵 是 


27] —27» 
27? 淡 1 
而 detJ(z) = 4(z + 23) = 4(l|zlla)?. 


习题 


9.1 用 参数 弧 概 念 的 类 比 , 我 们 定义 在 赋 范 线性 空间 W 中 的 一 个 光滑 的 参数 (化 的 ) 二 维 
曲面 为 一 个 从 矩形 Tx .Je R? 到 W 的 连续 可 微 映 射 卫 . 假如 了 xy = [-1,1]x[-1,1 
构造 了 在 W 中 的 值 域 在 点 (0,0) 处 切 空间 的 定义 . 证 明 两 个 向 量 


OT OT 


是 这 个 切 空间 的 基 .( 不 要 把 这 个 当 作 你 的 定义 .) 
9.2 把 上 一 个 习题 推广 到 赋 范 线性 空间 W 中 的 光滑 参数 n 维 曲 面 . 
9.3 计算 映射 < zy >F<z2,g2,(z 十 妇 2 > 的 雅 可 比 和 矩阵 , 证 明 除 原点 外 其 秩 为 2. 
9.4 设 恶 =< 户 , PPa> 为 从 了 3 到 RR, 其 定义 为 
fi(xy 2 =r+ty+z, fry,2)=7 十 吧 十 2 
和 
f(x,y,2) = 7 + +2 


计算 在 < a,b,c > 的 雅 可 比 . 证 明 除了 三 个 坐标 中 有 两 个 相等 外 它 是 非 异 的 . 描述 
奇 点 的 轨迹 . 


9.5 计算 从 R? 到 R? 的 映射 下:< zy > 中 < (z 十 四， 六 > 在 点 <1,--1>;<1,0>; 
<x a,b > 的 雅 可 比 . 计算 G :< s,t > 中 <s 一 t,s 二 t> 在 < 久 v> 的 雅 可 比 . 


9.6 在 上 面 的 习题 中 计算 复合 FoG 和 GoF. 计算 FoG 在 < 久 ? > 的 雅 可 比 . 计算 下 
和 G 的 雅 可 比 的 相应 乘积 . 


9.7 计算 由 z = rcos by = rsin 90,z = z 定义 的 映射 了 的 雅 可 比 矩 阵 和 行列 式 . 对 此 映 


g(r,0,z) = Frcos 0, rsin 0, 2). 


就 是 说 , 9 = fo 工 . 这 个 复合 (替换 ) 称 为 换 成 及 中 的 柱 坐 标 . 
9.8 计算 极 坐 标 变 换 <7,0 >r< z,y >, 工 二 rcos 9,y 二 Tsin 9 的 雅 可 比 行列 式 . 
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9.9 变换 为 球面 坐标 是 由 > = rsin pcos 90,Y = rsin psin 0,z 二 rcos 9 给 出 . 计算 雅 可 比 


O(z, yy >) 
O(r, 9,0) 


9.10 写 出 对 下 面 特殊 情形 的 链 规 则 : 


~ 一 !， 其 中 必 一 F(x,y), 7 一 g(t),y 一 h(t). 


求 当 四 二 F(z1,… zn) 而 zi = gi(t),i = 1,…,n 时 的 dw/dt， 求 当 w = 
F(z,Yy),z = g(u,0),Yy 二 Ru 时 的 Ow/Ou， 在 g(u,v) = % 的 特殊 情形 可 以 恒 
写 为 
Br Fl? h(x,v)). 
计算 它 . 
9.11 如 果 忆 = f(x,y),X = rcos 0,y 三 7sin 0, 证明 


钉 , 拓 - 的 -的 
Or 80| |az By | 


3.10 ”初步 应 用 


由 标准 微 积分 中 的 初等 极 大 极 小 理论 所 作 的 推广 少 有 变化 , 此 刻 我 们 只 做 
简短 的 讨论 . 


定理 10.1 设 玉 为 赋 范 线性 空间 V 中 开 子 集 4 上 的 一 个 实 画 数 , 并 假定 了 
在 A 中 点 a 取得 一 相对 极 大 值 , 并 且 dF 存在 . 于 且 dFa = 0. 


证 明 由 定义 DeF(a) 为 函数 Y(t) = F(a + 蕉 ) 的 导数 Y(0), 而 7 的 定义 域 
是 0 在 民 中 的 一 个 邻 域 . 由 于 Y(b) 在 0 有 一 个 相对 极 大 值 , 我 们 由 初等 微 积分 
有 Y(0) = 0. 因此 dFs(&) = DeF(a) =0 对 所 有 《成立 , 故 dF。 = 0 D 


使 得 dF。 = 0 的 点 a 被 称 作 判 别 点 .此 定理 说 , 一 个 可 微 实 函数 只 有 在 一 个 
判别 点 才能 有 一 个 内 部 极 值 

如 果 Y 是 R*, 则 上 述 论证 表明 一 个 实 函 数 FF 仅 当 在 a 的 俩 导数 (OF/ 
Bzxi)(a) 全 都 为 0 时 它 才 能 在 a 有 一 个 相对 极 大 (或 极 小 ), 因而 像 在 初等 微 积 分 
中 那样 , 这 常常 提供 了 计算 极 大 (或 极 小 ) 值 的 一 个 办 法 . 例如 , 假如 我 们 要 证 明 
从 对 固定 体积 V 使 表面 最 小 的 观点 来 说 , 立方 体 是 长 方 体 中 最 有 效 的 一 个 . 如 
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果 各 边 长 为 z,y,z, 我 们 有 V = zyz 和 A=2(xy+xz+yz) 三 2(zy 十 V/y 十 TV/z)， 
于 是 由 0 = 04/6zx = 2(y - VY/z) 我 们 有 V = yx*, 相似 地 , 94/6y = 0 表明 
V = zy*， 因此 yzx* = zy 且 由 于 x 和 7 都 不 能 为 0, 从 而 有 x = y. 于 是 
V = yz = 73,z 二 V13 = y. 最 后 在 了 = zyz 中 替换 表明 z = V23. 我 们 的 判 
别 构 形 因 而 是 个 立方 体 , 其 极 小 面积 4 = 6Y2/3. : 

上 上面 已 假定 了 4 在 某 点 < zx,y,z > 有 了 一 个 绝对 极 小 值 . 读者 可 以 证 明 如 
果 zz 任 一 趋向 0 或 oo 时 4 一 %w 意味 着 此 极 小 值 确实 存在 , 并 在 证 明 中 享 
受 乐趣 . 

我 们 在 12,15 和 16 节 要 回 到 这 个 决定 判别 点 的 问题 

条 件 dF。 = 0 对 一 个 内 部 极 大 或 极 小 是 必要 而 非 充 分 的 . 读者 应 想起 在 初 
等 微 积分 中 的 一 个 充分 笨 件 : 如 采 jz) = 0 且 f(z) < 0(> 0) 则 z 是 的 相 
对 极 大 ( 极 小 ) 点 . 我 们 在 第 16 节 将 证 明 其 相应 的 一 般 性 定理 . 但 现在 有 更 多 的 
可 能 性 ; 在 其 中 有 类 比 的 充分 条 件 , 即 如 果 dF = 0 且 dF 负 ( 正 ) 定 (这 里 把 
dF 当 作 Y 上 的 一 个 二 次 型 ), 则 a 是 下 的 一 个 相对 极 大 ( 极 小 ) 点 . 

下 面 我 们 考虑 图 像 的 切 平面 概念 . 曲线 的 切线 或 曲面 的 切 平面 的 计算 通常 
被 当 作 导数 的 几何 应 用 , 从 而 我 们 也 把 这 个 作为 在 这 里 考虑 这 种 一 般 性 问题 的 
十 分 正当 的 理由 . 

设 FF 是 从 赋 范 线性 空间 Y 的 一 个 开 子 集 4 到 赋 范 线性 空间 W 的 一 个 映 
射 . 当 我 们 将 看 作 Vx W 上 的 一 个 图 像 时 我 们 把 它 想 成 是 在 定义 域 4“ 上 
方 ”的 一 个 “曲面 "5, 这 推广 了 两 个 实 变量 的 实 函 数 在 R? = R? x 恨 中 图 像 的 几 
何 解释 . 投影 I :VxW 一 V 投 ST” 到 4 上， 


< €,F(E) > é, 


而 映射 《上 必 < 6,F(6) > 给 出 了 5 中 在 &* 上 方 " 的 点 . 我 们 的 几何 想像 把 V 看 
作 是 V x W 中 的 平面 ( 子 空间 )V x {0}, 正如 同 我 们 习惯 地 把 R 形象 地 当 作 到 
中 的 实 轴 R x {0}. 

现在 我 们 假定 在 a 可 微 . 在 我 们 第 6 节 中 的 预备 性 讨论 中 需 提 到 线性 
函数 dF,( 的 图 像 ) 是 函数 AFs 在 V x W 中 的 (图 像 的 ) 切 平面, 而 且 它 的 经 
过 < a,F(a) > 的 平移 M 是 曲面 3 在 < a F(a) > 的 切 平面 方程, 这 里 的 
5 就 是 严 的 图 像 ) 此 平面 的 方程 是 9 - F(a) = dFa(6 - a), 因而 是 仿 射 函数 
G(9 = dFs(é -a) + Fa)( 的 图 像 ) 我 们 知道 dFs 是 Hom(V,W) 中 惟一 的 了 使 
得 AFs(0) = T(G) + o(GO), 从 而 如 果 我 们 令 5 = 5 一 a, 则 容易 看 出 这 等 同 于 说 G 
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是 惟一 的 从 V 到 W 的 仿 射 映射 使 得 
一 CS = o(é€ ~ ). 


这 就 是 说 M 是 了 上 在 < a, F(a) > 周围 , 以 。- 近似 的 意义 “ 贴 合 ”于 曲面 5 
的 惟一 平面 . 
然而 有 更 进一步 的 几何 事实 大 大 地 增强 了 我 们 的 感觉 : 这 真正 是 切 平面 . 


定理 10.2 具 方 程 一 F(a) = dP(E 一 Q) 的 平面 恰好 是 Vx 到 中 通过 
< Q,F(a) > 的 所 有 那些 直线 的 并 , 这 些 直 线 切 于 曲面 5 = 下 的 图 像 上 通过 此 
中 的 光 浓 曲线 、 换 名 话说 , Vx WW 的 子 空 间 dF 的 向 量 正好 是 在 S 中 并 通过 
< Q,F(Q) > 的 曲线 的 切 向 量 . 
证 明 这 几乎 是 显而易见 的 . 如 果 < £6,n >e dFo, 则 弧 
Yt) =< a+té, Fat t) > 


在 S 中 并 位 于 V 中 直线 t 卢 a++ 共 之 上 , 它 以 < ,dFo(&) ~=<&,1n > 为 其 在 
< Q, (a) > 的 切 问 量 ; 这 些 可 由 引 理 8.1 和 定理 8.2 推导 出 . 

反之 , 如 果 上 < A(t), F(A(t)) > 为 9 中 通过 a 的 任 一 条 光滑 曲线 , 具有 
和 (to) =.a, 则 它 在 < a, F(a) > 的 切 向 量 为 

< 和 (to), dFa(X (to)) >， 

这 是 dFa( 的 图 像 ) 中 的 同 量 . 口 

作为 上 面 所 讨论 的 一 般 切 平面 的 例子 , 设 下 =< 所 ,有 > 为 民 到 RR 的 映 
射 ， 其 定义 为 户 (z) = (zi 一 73)/2, f2(7) = Z17Z2， F 的 图 像 是 下 = 下 xx 下 中 
在 Re? 上 的 一 个 曲面 ， 根 据 我 们 上 面 的 讨论 , 在 < a, F(a) > 的 切 平面 有 方程 
y=dm(z-a)+Fa). 在 a=<12>,dqFa 的 雅 可 比 矩 阵 是 


Z1 一 Yo2 四 】 —2 
“2 “1 <1,2> 2 1 


而 F(a) =< ->,2>. 在 <1,2 的 切 平面 M 的 方程 因而 为 


1] -2 z 3 
< Yi,Yy2 一 二 2 1 <T1-1,72 -2>+<-32>. 


3.10 初步 应 用 


计算 矩阵 积 , 我 们 得 到 纯 量 方程 


3 3 
yl = 20 + (1+4-3) 一 2Z1 一 “72 十 本 


ya = 271 十 TX2 十 (一 2 一 2 十 2) = 271 二 Xo 一 2 
请 注意 , 这 两 个 方程 把 仿 射 空间 M 表示 为 R 中 所 有 满足 


zl — 272 — Wi 一 一 


的 < TX1,T2,Y1,Y2 一 组 成 的 超 平面 与 具有 方程 
271 十 2 一 Y2 二 2 
的 超 平面 的 交 . 


习题 
10.1 求 f(x,y,z)= 二 zx 十 yy 十 z 在 椭 球 
rz +2y 十 3z 二 1 

土 的 极 大 值 . 

10.2 求 线性 泛 函 f(x) = 307 cizi 在 单位 球 > zx? = 1 上 的 极 大 值 . 

10.3 求 在 Rs 中 两 条 直线 

T=t 和 y=s<1,1l,l1>+<1,0,—1> 

间 的 (最 小 ) 距离 . 


“人 ， 


10.4 证 明 除 了 对 某 个 k 有 b= ka 外 在 民 ” 中 两 条 直线 = 二 ta 二 1 和 Y= sb 十 m 上 存 
在 一 对 靠 得 最 近 的 点 .我们 假定 a 关 0 冯 b. 回想 如 果 6b 不 是 ka 的 形式 时 则 根据 施 


瓦 效 不 等 式 有 |(a,b)| < llallllell2. 


10.5 证 明 原点 是 Flz,y,z) = zy 十 yz 十 zz 的 惟一 的 判别 点 . 求 通过 原点 的 一 条 直线 使 得 


沿 着 它 0 是 f 的 极 大 点 , 再 求 另 一 条 直线 使 沿 着 它 0 是 f 的 一 个 极 小 所 . 
10.6 正文 中 讨论 过 的 具 给 定 体积 V 的 长 方 体 的 面积 极 小 化 问题 里 , 假定 了 


4=2 (mm+ 二 二 二) 
TT Y 


在 第 一 象限 的 内 点 上 有 一 个 绝对 极 小 值 ， 证 明 这 点 ， 先 证 明 如 果 < z,y > 以 任何 方 


式 趋 向 边界 时 A 一 oo : 


rT 0， I 二 00，Yy 一 0 或 yy 一 00. 
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10.7 设 下 :RR* 一 RR* 为 由 
y1 = Sin(z1 + £2),Yy2 一 Cos(Z1 — £2) 


定义 的 映射 . 求 下" 中 下 的 图 像 在 点 a =< 7/4,7/4 > 上 的 切 平面 的 方程 . 
10.8 定义 下 :R* 一 R’ 为 


世 3 

3 2 3 3 

Yl 一 Ti,Y? 一 Li: 
] 1 


求 下 在 R” 中 图 像 在 ae =<1,2, 一 1] > 上 的 切 平面 的 方程 


10.9 设 w(t,7) 为 从 乘积 赋 范 线性 空间 V x W 到 赋 范 线性 空间 X 的 有 界 双 线性 映射 . 证 
明 w 在 VxW x 六 的 图 像 S 在 点 <a,B,Y>E5S 的 切 平面 方程 为 


C= w(é,8) +w(0, D+ wa, 6). 


10.10 设 下 是 赋 范 线性 空间 V 上 的 有 界线 性 泛 函 . 证 明 F” 在 Vx R 中 图 像 在 点 a 上 方 
的 切 平面 方程 能 够 被 写成 形式 y = F(a)(3F(€) -2F(a)). 

10.11 证 明 如 果 在 正文 中 所 给 出 的 切 平面 的 一 般 方程 被 用 于 一 个 Hom(V,W ) 中 的 映射 F， 
则 它 可 以 化 成 下 本 身 的 方程 [7 = FF(é&)] 而 不 管 切 点 在 哪里 .( 目 然 如 此 

10.12 继续 习题 9.1, 证 明 卫 在 信 中 的 值 域 在 (0) 的 切 空 间 是 在 民 x W 中 图 像 在 点 
< 0, (0) > 的 切 空间 在 W 中 的 投影 . 现在 定义 在 W 内 的 值 域 在 7(0) 的 切 平 
面 并 证 明 相 似 地 为 图 像 的 切 平面 的 投影 . 

10.13 设 王 :六 一 厂 在 a 可 微 . 证 明 dF 的 值 域 是 下 在 VxW 的 图 像 在 点 < a,F(a)> 
的 切 空 间 在 W 上 的 投影 . 


3.11 隐 蚁 数 定理 


我 们 在 第 9 节 得 到 的 对 复合 映射 的 雅 可 比 的 公式 使 我 们 想起 早先 (第 8 市 ) 
推导 出 的 对 复合 映射 微分 的 链 规则 . 雅 可 比 公式 包含 我 们 进行 乘 导 加 的 数 ( 偶 
导数 ); 微分 链 规则 则 包含 了 我 们 进行 复合 与 加 的 线性 映射 ( 偏 微分 ).( 如 采 我 们 
利用 块 分 解 则 这 种 相似 性 成 了 完全 的 形式 类 比 .) 粗略 地 说 , 整个 微分 学 就 是 按 
此 方式 进行 的 . 在 一 元 微 积分 中 微分 是 从 一 维 空间 及 到 自身 的 线性 映射 , 因而 
是 用 一 个 数 的 乘法 , 此 数 即 导数 . 在 多 元 微 积 分 中 当 我 们 作 关 于 一 维 子 空间 的 分 
解 时 , 我 们 得 到 这 些 数 的 分 块 , 即 雅 可 比 和 矩阵 ， 当 我 们 把 整个 理论 推广 到 非 一 维 
的 向 量 空间 时 , 我 们 得 到 本 质 上 一 样 的 公式 但 只 是 用 线性 映射 (微分 ) 兰 换 了 数 ， 
复合 替换 了 乘法 . 
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因 一 个 反 函 数 的 导数 是 此 函数 导数 的 互 反 (倒数 ): 如 果 9 = f7 ,b= f(a)， 
则 9 (= 1/ f(a). 一 个 道 映射 的 微分 是 此 映射 微分 的 复合 送 : 如 果 G = 天 且 
F(a) = 6, 则 dGg = (dFa)™. z 

如 果 方 程 g(z,y) = 0 隐 式 地 定义 了 yy 为 7 函数 y = f(x), 在 初等 微 积 分 中 
我 们 学 会 了 计算 f'(a), 方法 是 微分 


9g(z, f(z))=0 
并 得 到 
FD + Ped) =0 
其 中 5 = f(a). 因此 
0- 


我 们 将 在 后 面 看 到 , 如 果 G(6,7) 定义 为 《的 函数 "= F(6), 并 设 8 = 
F(a), 则 我 们 可 以 通过 微分 恒等式 G(&,(&)) = 0 计算 微分 dFo, 并 得 一 个 形式 
上 等 同 于 上 面 的 公式 . 

最 后 , 以 完全 相同 的 方式 , 在 初等 微 积 分 中 解 极 大 极 小 问题 的 所 谓 辅助 变量 
法 以 相同 的 形式 结构 作为 我 们 以 后 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 对 “约束 ” 极 大 值 的 解 . 

在 本 节 我 们 将 考虑 隐 式 定义 的 函数 的 存在 性 和 可 微 性 . 假如 我 们 已 有 一 个 
两 个 向 量变 元 的 (向 量 值 ) 函数 G(&,m), 我 们 需要 知道 是 否 令 G = 0 便 定义 
了 7 为 & 的 一 个 函数 , 即 是 否 存 在 一 个 惟一 的 函数 下 使 得 G(&,F(6)) 恒 等 为 
0， 假 如 这 样 一 个 “ 隐 式 定义 的 ”函数 FF 存在 且 处 处 均 可 微 , 我 们 便 能 对 方程 
G(E,F(E)) = 0 或 Go < I,F >= 0 的 微分 来 计算 下 在 a 的 微分 . 我 们 得 到 
dGL godla +dG2, oodFa = 0, 其 中 我 们 已 令 8 = Fo). 如 果 dG? 可 道 ,我 
们 解 出 df, 得 到 
do = 一 (dG-opr) "0 dG a,8>- 


留意 一 下 , 这 与 我 们 上 面 所 复习 的 初等 微 积 分 中 相应 的 表达 式 具 有 相同 的 
形式 , 而 且 上 面 的 计算 强烈 地 提示 , 我 们 将 需要 (dG2 ，， )-! 的 存在 性 以 作为 在 
< 8 > 附近 惟一 被 定义 的 隐 范 数 存在 性 的 必要 条 件 . 由 于 8 等 于 F(a), 我 们 
还 需要 G(a,6) = 0. 这 些 考虑 将 把 我 们 引 回 正确 的 定理 , 然而 其 证 明 的 部 分 内 
容 不 得 不 被 推 延 到 下 一 章 . 我 们 在 这 里 能 证 明 的 是 如 有 果 仓 在 一 个 隐 式 定义 的 画 
数 则 它 必 是 可 微 的 . 
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定理 11.1 设 VW 和 和美 为 赋 范 线性 空间 ,并 设 G 为 从 VxW 中 的 开 子 集 
AxB 到 XX 的 映射 . 假如 下 为 从 A 到 电 连 续 映 射 ,而 它 是 由 方程 G(E,n) =0 隐 式 
定义 的 , 即 在 4 上 满足 G(E, 了 (6)) = 0. 最 后 ,假如 G 在 <a,B > 可 微 , 其 中 人 = 
F(Q), 且 dG,8, 可 北 . 于 是 下 在 a 可 微 , 并 且 dFa = 一 (dG2, 9)-iodGL g、. 


证 明 令 n=AFs(8), 故 Gla+&8+)=Gla+6,F(a+ 自 =0. 于 是 - 
0= Ge+58+ 媳 -Ga 8) = AG xo.3, (6 


二 dG <a,3> (&, 7) 十 o(€, 77) 
= dG-apy (6+dG- 8 (Nn) +o(< €,n >). 


将 T-! 用 于 此 方程 , 其 中 = dG2。s,, 并 解 出 1 我 们 得 到 
n=—T (dG a, (€)) + DO(0(< €,n >)). 


这 个 方程 具有 形式 % = D(6) + o(< 上 7 >), 并 且 由 于 因 下 在 a 的 连续 性 7 = 
AF,(€) 是 个 无 穷 小 $(&), 从 而 引 理 5.1 和 5.2 首先 表明 7 = 只 (6 然后 表明 
< 6&7 > 二 名 (人 . 因此 DD(o(< 6&7 >))=DoD(6)) = o(6, 从 而 我 们 有 


AFs(é) = = 5S(E) +o(6)， 


其 中 S = 一 (dG2。 3,)-!1odG1 a。 为 Hom(V,W) 的 一 个 元 素 . 所 以 正在 a 可 
微 且 dFs 具有 所 断言 的 值 D 


在 下 一 章 我 们 要 证 明 如 果 V,W 和 XX 为 有 限 维 的 , 并 且 G 是 连续 可 微 的 
从 Vx W 中 开 子 集 4 x B 到 XX 的 映射 使 得 在 点 <a8 > 有 G(a,6) =0 和 
dG a、 可 道 , 则 存在 一 个 从 a 的 邻 域 M 到 B 的 惟一 确定 的 连续 映射 已 , 使 得 
在 M 上 F(a)=B6 和 G(E&,F(&)) = 0; 而 此 证 明 是 作为 不 动 点 定理 的 一 个 应 用 . 对 
于 下 一 章 要 学 到 的 更 广泛 的 一 类 空间 即 完备 的 赋 范 线性 空间 , 相同 的 定理 也 是 
对 的 . 对 这 些 空 间 , 如 果 了 存在 , 则 9 也 存在 , 其 中 5 为 所 有 充分 靠近 了 的 
映射 , 并 且 S 9 一 连续 . 因此 dG2, ,。 对 所 有 充分 靠近 <a,8> 的 <h,v> 
可 逆 , 那么 上 面 的 定理 表明 F 在 a 的 一 个 邻 域 上 可 微 . 另外 , 对 dF : jy 上 dh 
的 定理 给 出 的 公式 中 只 涉及 了 连续 映射 , 从 而 知道 下 实际 上 在 a 附近 为 连续 可 
微 . 这 些 结论 构成 了 隐 泪 数 定理 , 现在 我 们 来 叙述 它 . 


定理 11.2 设 V,W 和 六 为 有 限 维 的 (或 更 一 般 为 完备 的 ) 赋 范 线性 空间 ， 
设 AxB 为 VxW 的 一 个 开 子 集 , 并 设 G:AxB 一 久 为 连续 可 微 . 假如 在 
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4x 妃 的 点 <a8> 我 们 有 G(a;,6) =0 并 且 dG- 3、 可逆 . 于 是 存在 a 的 一 个 
球 M 和 从 M 到 B 的 一 个 惟一 确定 的 连续 可 微 映射 五 ,使 得 在 M 上 Fa)= 
和 CR) = 0. 


所 谓 的 闭 映 射 定理 是 隐 范 数 定理 的 一 个 特殊 情形 . 

定理 11.3 设 互 为 从 有 限 维 (或 完备 ) 赋 范 线性 空间 WW 中 一 个 开 子 集 召 到 
线性 赋 范 线性 空间 V 的 一 个 连续 可 徽 映 射 ;, 并 假设 它 的 微分 在 点 8 可 北 . 于 是 
末 自身 在 8 邻近 可 送 , 那 就 是 说 , 存在 a 三 瑟 (8) 的 一 个 球 M 和 一 个 从 M 到 也 
的 惟一 确定 的 连续 可 徽 函 数 玉 使 得 下 (a) 二 BB 并 且 昌 (F(E)) 一 在 M 上 成 立 . 


证 明 令 G(E,n) = -Hm). 于 是 G 是 从 VxB 到 V 的 一 个 连续 可 微 映射 并 
且 dG2,, gs = -dB6 可 逆 , 隐 函 数 定理 给 了 我 们 一 个 在 a 的 球 M 和 一 个 惟一 确 
定 的 连续 可 微 映射 下 : M 一 B 使 得 F(a)==B 和 0=G(E,F(6))=€—H(F(&)) 
在 M 上 成 立 . 口 


逆 映 射 定理 常常 以 一 种 略微 不 同 的 陈述 给 出 , 我 们 将 其 叙述 为 一 个 推论 。， 


推论 11.1 在 上 面 定理 的 假设 下 存在 8 的 一 个 开 邻 域 太 使 得 吾 在 忆 上 为 
单 射 , N 二 HH(U) 在 VV 中 为 开 集 ,而且 日 1! 在 和 NN 上 连续 可 微 ( 见 图 3.11). 


图 3.11 


证 明 留 此 证 明 为 一 个 习题 口 


在 实用 中 我 们 常常 不 得 不 应 用 这 些 定理 的 笛 卡 儿 式 的 陈述 , 同学 们 应 该 肯 
定 能 把 这 些 写 出 来 , 但 我 们 无 论 怎样 也 要 叙述 它们 ; 先 从 较 简 单 的 道 映射 定理 开 
始 . 


定理 11.4 假设 我 们 有 n 个 连续 可 微 的 n 个 实 变量 的 实 画 数 Cily1…， 
0 三 10 它们 定义 于 R* 中 点 恒 的 邻 域 BB 上 ， 又 假设 雅 可 比 行 列 去 

DUG1 …: ,Gn) 

O(y1, ,Yn) 

非 索 ， 于 是 存在 Rr* 中 a = G(b) 的 一 个 球 M 和 一 个 惟一 确定 的 n 联 组 


(6) 
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玉 二 < 下 ,本 >， 其 中 对 所 有 i 下 为 定义 在 M 上 的 连续 可 微 的 实 函 数 ， 
使 得 F(a) 二 bb 和 G(F(X)) = Zz 在 MM 上 成 立 ， 那 就 是 说 , 对 所 有 TE M 及 
1 二 1,.…- ,Nn, Gi(Fi(T1, , Tn ),* , Fn(T1,* , Tn)) 一 Vi, 


例如 , 如 果 z =< 仍 十 奶 , 角 十 奶 >, 则 在 点 5=< 1,2 > 我 们 有 


O(z172) _ | 3y?， 392 


Ol(y1, y2) 2y1, 2Y2 <1,2> 
3, 12 z 
二 det 1 一 一 12 0, 
= 


因此 不 用 去 显 式 地 求解 我 们 便 知 道 y 有 惟一 用 z 表示 的 解 , 它 在 x =< 13 + 
23 .12 + 22 > 二 < 9,5 > 附近 定义 . 读者 会 发 现 真 的 不 可 能 解 出 y, 这 是 因为 他 会 
很 快 发 现 必须 要 解 一 个 6 次 的 多 项 式 方程 . 这 清楚 地 显示 出 此 定理 的 威力 : 我 们 
保证 了 一 个 映射 的 存在 性 而 要 把 它 显 式 地 解 出 来 如 果 不 是 不 可 能 的 话 也 是 非常 
困难 的 .( 但 是 在 下 章 中 我 们 将 发 现 一 个 迭代 过 程 , 可 以 对 道 映射 近似 到 我 们 想 要 
的 那样 靠近 .) 

我 们 在 这 里 所 说 过 的 一 切 更 加 能 应 用 于 隐 函 数 定理 , 现在 我 们 叙述 它 的 笛 
卡 儿 形式 . 


定理 11.5 假设 我 们 有 定义 于 Rn+m 中 一 个 开 子 集 4 x 上 的 了 十 了 个 
实 变 量 的 m 个 连续 可 徽 的 实 函 数 Gi(Z,Yy) = Gi(Z1 Zn ;Ym) 以 及 一 
个 (mn 十 m) 联 组 < a,b >=< at ,Qn;1,… ,bm > 使 得 对 i 二 1,…,m 有 
Gi(a,b) = 0, 并 使 得 雅 可 比 行列 式 


O(G1,: ” , Gm) 
OY1,* , Ym) 


非 震 . 则 存在 Rn" 中 关于 @ 的 一 个 球 M 和 一 个 定义 于 MM 上 的 连续 可 微 实 函数 
F(X) = 户 (X1,… ,Yn) 的 一 个 惟一 的 m 联 组 FF=< mn > 使 得 b= 二 F(a) 
及 在 M 上 Gi(z, F(z)) = 0,i = 1,… ,m， 那 就 是 说 , b; = Fi(a1,*… ,Qn),i = 
l,m, 和 Gi(Z1 Tn; PT Tn) ,Fm(7T1,… ,Tn)) 二 0 对 所 有 M 
中 加 成 立 , 并且 了 三 1 ;7 


例如 , 方程 


(a, b) 


3 .3 2 2 
TI 二 +X2— YYy2=0, 
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2 
Z1 一 22 一 yl -多 =0 


可 以 在 < xz,y >=< 1,1,1, 一 1 > 附近 解 出 用 z 表示 的 惟一 的 y, 因为 它们 在 那 
个 点 成 立 而 且 因 为 


O(G1, G2?) -aa| 一 91， —2Yy2 


~ 6(y1Yy? 一 yo/ 
O(y1, y2) —3y2, | (Viy2 一 y2y1) 


在 那里 的 值 为 12. 当然 , 我 们 只 是 表明 解 函 数 存 在 而 不 是 我 们 能 显 式 地 给 出 它 
们 . 


习题 
11.1 证 明 < x,y > 小 < e* 十 ey,e”? 十 e ”> 在 任意 点 < ab > 都 是 局 部 可 道 的 , 并 计算 
此 逆 映 射 的 雅 可 比 窍 阵 . 


11.2 通过 雅 可 比 矩 阵 的 计算 证 明 < 忆 v > 路 < e* 十 e",e* 一 er? > 在 R? 中 任意 点 局 部 可 
逆 ， 经 简易 计算 这 个 局 部 逆 知 道 在 此 时 整个 映射 是 可 北 的 . 做 出 这 个 计算 ， 并 计算 此 
道 映 射 的 雅 可 比 和 矩阵 .验证 这 两 个 矩阵 在 适当 的 点 上 是 互 道 的 . 


11.3 证 明 从 及 3 到 及 ?3 的 映射 < 7,y,z > 局 < sin zcos y,e” > 关于 < 0,7/2,0 > 是 局 
部 可 逆 的 . 证 明 


< ZN) 坟 2>HF<sn(Z 十 2 十 2 Cos(rT 一 了 十 2 etz+Yy 一 2) > 


关于 < 7/4, 一 /4,0 > 是 局 部 可 逆 的 . 
11.4 表达 上 面 习题 中 的 第 二 个 映射 为 两 个 映射 的 复合 , 并 以 第 二 种 方式 得 到 你 的 答案 . 


11.5 设 下 :<wYy> 小 之 40 > 为 由 以 = 十 访 ,v 二 27y 定义 的 从 及 到 R” 的 映 
射 . 计算 FF 的 逆 G, 并 仔细 地 给 出 G 的 定义 域 和 值 域 ， 有 多 少 道上 映射 ?计算 下 在 
<12> 以 及 G 在 <5,4>. 的 雅 可 比 和 矩阵 , 并 把 它们 相 乘 以 证 明 上 和 C 互 逆 


11.6 现 考虑 映射 下 :< zyy> mr < 人, 妨 >. 证 明 dFxo,0o、 为 奇异 的 但 此 映射 有 一 个 逆 
G. 我 们 对 G 在 原点 的 可 微 性 得 出 什么 结论 ? 


11.7 定义 下 :了 2 一 及 2 为 <zy> <ercosyhersiny >. 证明 下 关 于 每 点 都 是 局 部 
可 逆 的 . 
11.8 定义 P:R 一 了 为 zZ my 2 其 中 


Wi 一 zl1 十 2 十 (zs 一 1 y2 = 22 + x2 (T3323), Ys 三 21 十 Z2 十 23. 


证 明 my 二 下 (x) 关于 z= 二 < 0,0,1 > 为 局 部 可 逆 的 . 
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11.9 对 一 个 函数 f : 民 一 月, 证 明 关 于 一 点 a 在 df。 非 异 时 的 局 部 可 逆 性 远 较 一 般 情形 
简单 . 先 指出 f 在 a 的 雅 可 比 逢 阵 为数 f(a). 因此 我 们 假定 f(z) 在 a 的 一 个 邻 域 
中 连续 并 且 f(a) 关 0. 证 明 f 在 关于 a 的 一 个 区 间 中 是 严格 递增 (或 递 降 ) 的 , 现在 
可 以 完成 定理 证 明了 .( 见 习题 1.12.) 


11.10 证 明 方程 
tf +r +y+2 =0, t+r +y +z =4, 1 二 ZT 十 Yy 十 二 0 


在 <t,7x,y,z > 二 < 0, 一 1,1,0 > 附近 有 可 微 解 z(t), y(t), z(t). 
11.11 证 明 方 程 
e+eY+e "+e"=4, er+e+e"+e"=4 
可 以 在 点 < 0,0,0,0 > 附近 惟一 地 解 出 用 zx 和 yy 表达 的 和 vw. 
11.12 设 9 为 方程 
7Z2z 十 Sin(z 幼 十 Gpstzz) 一 1 
在 Ra 中 的 图 像 . 确定 在 (0, 1, 1) 的 邻 域 中 5 是否 是 下 面 中 任 一 形式 的 可 微 函数 的 
图 像 : z : 
z= f(z,y), z= 9g(y,2), y= h(z,z). 
11.13 已 知 从 R* 到 RR 的 函数 f 和 9g 使 得 f(a,b,c) =0 和 g(a,b,c) =0, 写 出 关于 f 和 9 
的 偏 导数 的 条 件 以 保证 一 对 惟一 的 可 微 函 数 y = h(z) 和 z = (xz) 存在 , 它们 满足 


和 
f(x,y,2) = f(x,h(z), kK(z)) = 0. 
在 <a,b,c > 附近 g(z,y,z) = g(x,h(z),k(2)) = 0. 


11.14 设 G(é,n;C) 为 从 V= TE Vi 到 W 的 一 个 连续 可 微 映射 使 得 dG3, :V3 一 W 可 道 
且 G(a) = G(ai,G2,Q3) = 0. 证 明 存 在 在 页 x 友 中 < aas > 附近 定义 的 一 个 
惟一 确定 的 函数 6 = 玉 (&,), 使 得 GT FE 二 0 和 F(ai,Q2) = 二 Qa. 又 证 明 


dFuen, = [-dGxem,c>] [dGxen,c>), 


其 中 6 = F(&,). 

11.15 设 (6,n) 是 从 六 x 克 到 碟 的 一 个 连续 可 微 函 数 ， 并 且 假 设 4Fxo,g、 可逆 令 
yy 二 F(a,B), 证 明 在 于 xV xW 中 <7Y,a,B > 有 一 个 乘积 令 域 LxM x N 和 一 
个 惟一 的 连续 可 微 映 射 C : L x M 一 NN 使 得 在 Lx M 上 , Fl(é&,G(¢6,é))=6. 
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11.16 假定 方程 g(x,y,z) = 0 能 解 出 z 为 + 和 y 的 函数 这 意味 着 存在 一 个 函数 f(zx,y) 
使 得 g(z,y, f(z,y)) = 0. 又 假定 一 切 均 可 微 , 计算 0z/07. 

11.17 假设 方程 

g(x,y,z)=0 和 h(xz,y,z)=0 

可 解 出 yy 和 > 为 zz 的 函数 . 计算 dy/dz. 

11.18 假设 g(z,y,4,v) = 0 和 hh(z,y,u,v) = 0 能 被 解 出 4,v 为 zx 和 9 的 函数 .计算 
Ou /Or. 

11.19 计算 dz/dzx, 其 中 必 十 访 十 2 二 0 和 zx 十 十 z+ 二 1. 

11.20 如 果 丰 十 zf3 十 访 十 如 二 0 和 如 十 怠 十 访 十 z? 二 1, 则 Bz/6z 含糊 不 清 . 我 们 显然 
会 想像 这 些 变量 中 两 个 作为 另外 两 个 的 函数 , 可 以 是 z 为 相关 而 x 为 独立 . 但 是 是 t 
还 是 y 将 是 其 他 一 个 独立 变量 ? 在 每 种 假定 下 计算 9z/6x. 

11.21 我 们 有 4 个 “物理 变量 "p, vt 和 ”使 得 它们 中 每 一 个 是 其 余 三 个 中 任意 二 个 的 函数 ， 
证 明 Bt/Bp 有 二 个 完全 不 同 的 意义 ; 标 出 各 个 适当 的 函数 并 应 用 隐 式 求 微分 过 程 以 
把 这 两 个 意义 之 间 的 关系 弄 得 清楚 明晰 . 

11.22 再 次 来 说 明 “一 维 的 ”情形 在 本 质 上 是 较为 简单 的 理由 . 设 G 是 从 R? 到 及 的 一 个 
连续 可 微 映射 使 得 G(a,b) = 0 和 


(OG /Ovy)(a,b) = G2(0,5) > 0. 


说 明 存在 正 数 e 和 5 使 得 对 (a 一 5, a 十 中 每 个 c, 函数 g(y) = G(c,Yy) 在 [6 一 &， b+el 
上 严格 递增 , 而 且 G(e,b 一 e) < 0 < G(c,b 十 e). 由 介 值 定理 (习题 1.13) 得 出 结论 
是 存在 一 个 惟一 的 函数 下: (a--0a+0) 一 化 一 cp+E) 使 得 


G(r, F(x))= 0. 


11.23 再 次 应 用 上 面 习题 所 使 用 的 相同 推理 证 明 下 为 连续 . 


11.24 在 反 函 数 定理 中 证 明了 dF。 = (dBHo)- .就 是 说 万 的 逆 的 微分 是 瑟 微分 的 逆 . 用 
下 列 办 法 证 明 它 : | 
(a) 应 用 隐 函 数 定理 ; 
(b) 由 恒等式 了 H(F(é)) = 直接 计算 . 

11.25 还 是 在 逆 映 射 定理 的 行文 中 , 证 明 有 一 个 在 4 中 6 的 邻 域 M 使 得 M(H (7)) 二 7 在 
M 上 成 立 .( 不 要 去 做 它 而 只 是 再 次 应 用 定理 .) 

11.26 继续 与 逆 映 射 定理 的 上 下 文 有 关 的 讨论 , 假定 有 (下 一 章 的 ) 结果 即 如 果 dH3” 存 在 ， 
则 对 充分 靠近 8 的 & 4H3! 也 存在 . 证 明 存在 B 中 B 的 一 个 开 邻 域 U 使 得 在 U 上 
FH 为 单 射 , 而 H(U) 是 V 中 开 集 N, 并 且 互 ” 在 N 上 连续 可 微 . 
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11.27 运用 习题 3.21 给 出 在 逆 映 射 定理 行文 中 的 关于 利 普 希 次 连续 的 局 部 逆 存 在 性 的 直接 
证 明 .[ 提 示 : 用 定理 7.4]. 


11.28 反 函 数 可 微 性 的 直接 证 明 比 用 隐 哨 数 定理 证 明 更 简单 .模仿 定理 11.1 中 有 关内 容 的 
一 般 推理 方式 给 出 这 样 一 个 证 明 . 
11.29 证 明 可 按 下 面 方式 由 反 函 数 定 理 推 导出 隐 函 数 定 理 : 令 


H(é,7) =< é€,G(é,n) >, 
并 证 明 dH .an,8> 具有 方块 图 


dG | dG? 
然后 从 第 一 章 的 方块 图 结果 证 明 dH-<1 。。 存 在 . 应 用 道上 映射 定理 
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如 果 V 和 W 为 有 限 维 空间 , 分 别 具 维 数 n 和 m, 并 且 如 果 是 由 V 中 开 
子 集 4 到 W 的 连续 映射 , 则 (的 图 像 ) 是 V x W 的 子 集 , 我 们 把 它 形象 化 为 一 
种 展开 在 4 上 的 “nm 维 曲 面 "S.( 见 第 10 节 .) 我 们 称 玉 为 V x W 中 的 一 块 n 维 
贴 片 (patch). 更 一 般 地 , 如 果 X 是 个 任意 的 (n 十 m) 维 空间 量 空 间 , 5S 为 中 一 
个 子 集 . 如 果 有 一 个 从 六 到 一 个 乘积 空间 VY x W 的 同 构 p, 使 得 V 为 n 维 而 
p(s) 是 Vx W 中 一 块 贴 片 , 我 们 则 称 子 集 5 为 一 块 n 维 贴 片 . 那 就 是 说 , 当 七 
被 想 成 是 VxW 时 5 便 是 在 前 面 意义 下 的 贴 片 . 这 表明 , 如 果 h 是 X=VxW 
到 Y 上 的 投射 , 则 mi(S) 是 V 中 一 个 开 子 集 4, 而 限制 rm | 5 为 一 对 一 的 并 有 
连续 道 . 如 果 72 是 到 W 上 的 投射 , 则 下 = x2o (mi15)-1 是 4 到 W 的 映射 ， 
其 在 V x W 中 的 图 像 为 5( 当 将 V x W 恒 同 于 X). 

现在 还 有 不 是 这 类 “ 贴 片 ”曲面 的 重要 曲面 . 例如 , 考虑 Re 中 单位 球 的 表 
面 :S = {2 :yz2 = 1}. 9 显然 是 了 中 一 个 二 维 曲 面 ， 不 管 我 们 如 何 努 力 将 R3 
表 为 一 个 直 和 它 也 不 可 能 表示 为 一 个 图 像 . 但 应 该 同样 清楚 , S 是 相互 重合 的 曲 
面 贴 片 的 并 集 . 如 果 a 为 S 上任 一 点 , 则 a 在 多 任意 的 充分 小 邻 域 N 交 5 为 
一 块 贴 片 ; 我 们 取 V 为 平行 于 在 a 的 切 平面 的 子 空间 , W 为 通过 0 的 垂 线 . 又 ， 
5 的 这 个 性 质 是 我 们 所 说 的 子 流 形 的 完全 恰当 的 定义 . 

(m. 十 mn) 维 向 量 空间 X 的 一 个 子 集 5 是 X 的 一 个 n 维 子 流 形 指 的 是 如 果 
对 S 上 每 个 a 有 一 个 在 XX 中 的 邻 域 N, 它 与 5 的 交 为 一 个 n 维 贴 片 ， 
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我 们 说 5 是 光滑 的 是 指 如 果 所 有 这 些 贴 片 5。 光滑, 那 就 是 , 如 果 函 数 下 : 
A 二 WW 在 VxW 中 的 图 像 为 贴 片 Se( 此 时 X 被 视 为 VxW), 而 下 对 每 个 这 
样 的 贴 片 5。 为 连续 可 微 . 

我 们 上 面 所 考虑 的 球面 是 R? 中 一 个 二 维 光滑 子 流 形 . 

子 流 形 经 常 被 表现 为 映射 的 零 集合 . 例如 , 上 面 的 球面 是 由 G(x) = 5 zx? 一 1 
定义 的 从 中 到 了 R 的 映射 G 的 零点 集 . 显然 有 一 个 保证 这 种 零 集 合 为 子 流 形 的 
条 件 很 重要 . 


定理 12.1 设 G 为 从 (n+ 十 m) 维 向 量 空间 XX 中 一 个 开 子 集 U 到 m 维 向 量 
空间 站 的 一 个 连续 可 微 映射 , 使 得 对 G 的 零 集会 S 上 每 个 a 有 dGo 为 满 射 . 
于 有 是 S 是 鲜 的 一 个 n 维 子 流 形 . 


证 明 选取 5 的 任意 点 7. 因为 4Gy 从 (n+m) 维 向 量 空间 X 到 m 维 向 
量 空间 Y 是 满 的 , 我 们 知道 4G; 的 零 空 间 V 有 维 数 n( 第 二 章 定 理 2.4). 设 WW 
为 V 的 任 一 补 空间 , 并 想像 和 为 卫 x W, 从 而 G 成 为 两 个 向 量变 元 的 函数 而 ? 
是 点 <a,B > 使 G(a,B8) = 0. dG .ag 在 W 上 的 限制 是 W 到 Y 的 一 个 同 构 ; 
就 是 说 , (dG2 ，， )-! 存在 . 因此 由 隐 函 数 定理 , 有 一 个 < a,8 > 在 X 中 的 乘积 
邻 域 5;(a) x Sy(B), 它 与 5 的 交集 是 5;(a) 上 一 个 函数 的 图 像 . 这 就 证 明了 定 
理 . 口 


如 果 5 是 个 光滑 子 流 形 , 则 图 像 为 S 在 ?7 附近 的 贴 片 的 函数 下 (这 时 将 叉 
适当 地 看 作 Vx W) 是 连续 可 微 的 , 因此 5 在 7 有 一 个 惟一 确定 n 维 切 平面 M， 
它 在 我 们 的 。 近 似 的 意义 下 在 Y 附近 最 紧密 地 贴 合 于 S. 如 果 ?7 = 0, 此 切 平面 
是 个 n 维 子 空间 , 而 在 一 般 情形 它 是 一 个 子 空间 N 通过 7 的 平移 . 我 们 称 入 为 
83 在 ?> 的 切 空间 ; 它 的 元 素 正 好 是 X 中 切 于 通过 7 所作 参 数 弧 的 向 量 . 以 后 我 
们 将 要 做 的 是 独立 于 到 一 个 向 基 空 间 的 任何 嵌入 而 描述 一 个 ” 维 流 形 S. 对 5 
在 一 点 y 的 切 空间 概念 仍然 是 非常 珍贵 的 , 但 我 们 将 不 能 把 它 形象 化 为 承载 5 
的 一 个 空间 X 的 实际 切 平面 . 取而代之 , 我 们 不 得 不 在 某 种 程度 上 构造 出 在 7 
切 于 5 的 癌 量 至 间 . 

定理 10.2 提供 了 思考 的 线索 ; 该 定理 告诉 我 们 说 , 如 果 5 作为 子 流 形 仍 入 
到 一 个 向 量 空间 X, 则 每 个 在 y 切 于 S 的 向 量 可 以 表示 为 9 中 某 条 光滑 曲线 
在 > 的 惟一 切 向 量 . 从 5 中 通过 7 的 光滑 曲线 的 集合 到 在 ?7 的 切 空间 的 这 个 映 
射 不 是 单 射 的 ; 显然 , 不 同 的 曲线 可 以 在 7 互相 相 切 , 故 在 那里 有 相同 的 切 问 量 . 
因此 , 在 S 中 对 应 于 在 7 的 一 个 切 向 量 的 对 象 是 一 个 通过 7 的 光滑 曲线 的 等 价 
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类 , 而 这 事实 上 将 是 我 们 对 一 般 流 形 的 切 向 量 的 定义 . 

子 流 形 的 概念 能 让 我 们 以 一 种 简洁 的 方式 考虑 经 典 的 “约束 ” 极 大 值 问题 
我 们 有 有 限 维 向 量 空间 X 的 一 个 开 子 集 U, 一 个 定义 于 UV 上 的 可 微 实 值 函 数 
F, 和 一 个 位 于 U 中 的 子 流 形 5S， 我们 将 假设 子 流 形 5 是 一 个 从 U 到 一 个 向 
量 空间 Y 的 连续 可 微 映 射 G 的 零 集 , 使 得 dGy 对 5 上 每 个 7 的 满 射 . 我 们 想 
考虑 当 7 被 “约束 ”在 S 中 时 极 大 化 ( 极 小 化 )F(y) 的 问题 . 我 们 不 能 期 望 从 令 
dF = 0 通过 求解 7 来 求 出 这 种 极 大 值 点 7. 这 是 因为 7o 可 能 不 是 FF 的 判别 
点 . 例如 , 考虑 g(z) = 3x2?2 一 1 为 到 民 的 函数 , F(z) = zz. 这 里 由 g=0 
定义 的 “曲面 ” 是 单位 球面 学 ? x? = 1, 而 在 此 球面 上 下 在 < 0,1,0 > 有 极 大 值 
1. 但 是 下 是 线性 的 , 故 dF = 下 永 不 会 是 零 变换 . 以 拉 格 朗 日 乘 子 法 而 知名 的 
方案 表明 我 们 仍然 可 以 通过 对 某 个 适当 的 函数 工 解 dLy = 0 的 方式 求 出 这 些 被 
约束 的 判别 点 . 


定理 12.2 假设 下 在 3S 上 的 点 7 了 有 极 大 值 . 于 是 存在 Y* 中 一 个 泛 函 1 使 


证 明 由 隐 函 数 定理 , 我 们 可 将 X 表示 为 了 了 x 矿 使 得 9 在 ?7 附近 的 邻 域 是 
由 V 中 开 集 4 到 玉 的 一 个 映射 是 的 图 像 . 因此 当 把 下 和 G 表示 为 VYxW 上 天 
数 时 , 我 们 有 : 在 Y =< a,B > 附近 G(&,n) = 0 当 且 仅 当 ”= H(6), 并 且 天 (7 
在 此 零 曲 面 上 的 限制 因而 是 由 K(&) = F(&, HH(E)) 定义 的 函数 KK :4 一 民 按 假 
定 , a 是 这 个 函数 的 一 个 判别 点 . 因此 z 


0 = dK, = dF p> 十 dF 8» odH,. 
从 等 式 G(6, (6) = 0 我 们 也 得 到 
0 = dG a» 十 dG 8» O dH,. 


由 于 dG2,。s、 是 可 北 的 , 我 们 可 以 从 第 二 个 方程 中 解 出 dH。 并 将 它 代 入 第 一 个 
方程 , 然后 为 简明 起 见 去 掉 下 标 我 们 得 到 


dF! ~ dF? o (dG*)-! odG” =0. 


设 1€ Y* 为 泛 函 dF? o (dG?)-1. 于 是 我 们 有 dF! = lo dG?! 并 由 定义 , doF = 
1o dG?. 对 第 一 个 方程 (从 右边 ) 复合 m :Vx W 一 V, 第 二 个 复合 ra 并 相 加 ， 
得 到 dFa8> = lodGxo,s>: 好 d(F-loG)=0. 口 
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至 此 我 们 一 点 也 没有 解释 过 “ 拉 格 天 日 乘 子 ”这 个 词 . 这 来 目 此 定理 的 攻 卡 
儿 表达 形式 , 其 中 我 们 有 笛 卡 儿 空 间 R" 中 开 子 集 UY = R", G =< g!,…， 
gm > 而 i 在 YY* 中 有 形式 le : L(Yy) = 》 Ciyi. 于 是 FF-loG=F-21 ci9 Lk 
及 d( 玉 -loG)a = 0 成 为 
OF O09 
Or; 1 “ri 


这 n 个 方程 连同 m 个 方程 G =< 9 9 >= 0 给 出 m + n 个 未 知 量 
2Z1 ,XnpCl cn 的 mm 十 n 个 方程 . 
我 们 原先 的 那个 平凡 的 例子 将 表明 这 是 如 何 做 出 来 的 . 我 们 要 极 大 化 从 R3 
到 及 的 F(z) = zx2, 它 从 属于 约束 ;yz? = 1. 这 里 的 g(x) = 溃 1 27? 一 1 也 是 由 
R3 到 及 的 , 而 我 们 的 方法 告诉 我 们 去 寻找 一 个 从 属于 g = 0 的 下 一 cg 的 判别 
点 . 我 们 的 方程 组 是 
0 一 2czl = 0, 


1 一 2cxo2 = 0, 


0 — 2c7x3 = 0, 


3 


> 太一 1 


1 


第 一 个 说 c= 二 0 或 z1 =0 ,而 第 二 个 意味 着 c 不 能 为 0. 因此 zl = zs = 0, 而 第 
4 个 方程 表明 了 zs = 土 1. 

另 一 个 我 们 问题 的 例子 是 极 小 化 一 个 长 方 体 表面 面积 A = Q(zy 十 yz 十 22)， 
它 从 属于 固定 体积 的 约束 , zyz = Y. 定理 说 极 小 点 是 4 一 和 V 的 一 个 判别 点 , 其 
中 入 为 某 个 常数 , 从 而 令 此 函数 的 微分 为 0, 我 们 得 到 方程 


2(y 十 2) 一 AZz 三 0， 
2(z 十 2) 一 AZz = 三 0， 
2(Z 十 功 一 AZV = 0, 


连同 约束 条 件 
ryz 一 飞 ， 


前 三 个 方程 表示 x =y = z. 最 后 一 个 给 出 了 公共 值 V13. 
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*3.13 ”函数 相关 性 


大 体 上 说 , 这 个 问题 是 这 样 的 : 如 果 我 们 有 一 组 连续 函数 , 它们 都 定义 于 某 
个 开 集 4 上 , 我 们 如 何 能 够 说 出 是 否 它们 中 某 一 些 是 其 他 那些 的 函数 ? 举例 说 ， 
如 果 我 们 有 三 个 实 连续 函数 有 ,fo 和 fs, 我 们 如 何 能 说 出 它们 中 一 个 是 否 是 另 
外 两 个 的 函数 , 臂 如 fs 是 有 和 名 的 函数 , 它 意味 着 存在 一 个 二 元 函数 g(x,y) 
使 得 fa(t) = g( 有 1(t), 2()) 对 在 公共 定义 域 4 中 所 有 的 t 所 立 ? 如 果 发 生 这 种 
情形 , 我 们 说 户 函 数 相关 于 户 和 fs. 它 与 问 下 面 的 问题 几乎 是 完全 相同 的 : 什么 
时 候 映射 下:t 咏 < 及 ( 引 ,2( 引 ,fa(t) > 的 值 域 S 是 下 中 一 个 二 维 子 流 形 ? 然而 
这 些 问 题 中 有 值得 注意 的 差别 . 如 果 fs 函数 相关 于 户 和 fo, 则 FF 的 值 域 确实 
位 于 RR 的 一 个 二 维 子 流 形 上 面 , 即 9 的 图 像 上 . 但 是 不 能 保证 它 目 身 形 成 一 个 
二 维 子 流 形 . 例如 , 户 和 fs 都 会 同时 函数 相关 于 户 , f2 =gofi, 和 fs3=hofh， 
这 时 下 的 值 域 位 于 Rs 中 的 曲线 < s,g(s),h(s) > 上 , 它 是 个 一 维 子 流 形 . 从 相 
反 的 方向 说 , 可 以 玉 的 值 域 是 二 维 子 流 形 M 而 fs 并 非 函 数 依赖 于 fo 和 所 . 这 
种 情形 下 我 们 能 说 的 全 部 是 ,局 部 地 函数 {fii 中 的 一 个 是 另外 两 个 的 函数 , 这 
是 因为 局 部 地 M 是 个 曲面 贴 片 ; 这 里 采用 了 上 一 节 的 语言 , 但 是 如 果 在 弯曲 的 曲 
面 M 上 稍微 移 开 一 些 到 另 一 个 点 的 邻 域 , 我 们 可 能 会 不 得 不 解 出 这 些 函 数 中 的 
另 一 个 . 不 过 如 果 M = FF 的 值 域 是 一 个 二 维 流 形 的 子 集 , 那么 说 函数 {fi}i 是 
函数 相关 是 合 平 道理 的 , 这 让 我 们 去 考察 这 个 更 自然 的 概念 . 

如 果 我 们 假定 F =< fi,f2, fs > 为 连续 可 微 , 并 在 4 中 茶点 aq，dFo 的 秩 
为 3, 于 是 隐 函 数 定理 意味 着 F[A] 包含 了 民 中 点 F(a) 的 一 个 整个 的 球 . 因此 
对 M = FF 的 值 域 位 于 下 中 一 个 二 维 子 流 形 的 必要 条 件 是 dF 的 秩 处 处 小 于 
3. 我 们 将 看 到 , 事实 上 如 果 dF 的 秩 对 所 有 的 a 都 为 2, 则 M = 的 值 域 实质 
上 是 个 二 维 流 形 .( 我 们 在 后 面 将 要 解释 , 这 仍然 有 一 点 小 小 的 难点 .) 我 们 的 工具 
是 隐 函 数 定理 及 下 面 的 这 个 定理 , 即 了 的 秩 是 了 的 “下 半 连 续 ” 函数 ; 这 个 定理 
完全 可 以 出 现 得 更 早 些 . 


定理 13.1 设 V 和 W 为 有 限 维 向 量 空间 , 它 按 某 种 方式 被 赋 范 .于 太 对 
Hom(V,W) 中 任意 了, 存在 一 个 使 得 


IS 一 Tl <e 之 3 的 秩 > 了 的 秩 . 


证 明 设 了 有 零 空 间 N 和 值 域 R, 并 设 X 为 N 在 V 中 的 任意 一 个 补 空 
间 . 于 是 工 在 上 的 限制 是 到 RR 的 一 个 同 构 , 从 而 以 某 个 正 数 m 下 有 界 .( 由 
定理 4.2, 它 的 从 R 到 X 的 道 以 某 个 b 有 界 , 我 们 令 m = 1/b.) 于 是 如 采 
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js -TI| < m/2, 便 得 到 5 在 X 以 m/2 下 有 界 , 这 是 由 于 不 等 式 
T(z mllall 和 |S -TN < (yallal 


一 起 殖 涵 了 |lS(ajll > (m/2)liall. 特别 , S 是 X 上 的 单 射 , 故 5 的 秩 = d(S 的 值 
域 )> d(z) = d(R) = 了 的 秩 


我 们 现在 能 够 证 明 一 般 性 的 局 部 定理 了 . 


定理 13.2 设 V 和 WW 为 有 限 维 空间 ,7 是 小 于 W 的 维 数 的 一 个 整数 , 并 设 
玉 从 开 子 集 4CT 到 WW 的 一 个 连续 微分 映射 使 得 dF 的 秩 =7 对 所 有 4 中 
的 ”成立 . 于 是 A 中 每 个 7 有 一 个 邻 域 I 使 得 FT) 是 W 的 一 个 7 维 贴 及 寺 
流 形 . : 


证 明 对 4 中 一 个 男 定 的 7 设 公 和 了 分 别 为 drFv 的 零 空间 和 值 域 , 设 他 
为 Vi 在 V 中 的 一 个 补 空间 并 将 V 看 作 Vi x 记 . 于 是 下 成 为 一 个 二 元 函数 
R(e, 人) 而 且 如 果 Y=< QB >, 则 dF2, 6 是 记 到 Y 的 一 个 同 构 . 此 刻 我 们 已 
经 可 以 选取 分 解 W = Wi 田 Wo, 关于 它 F[4] 将 会 是 一 个 图 像 (局 部 地 ). 我 们 简 
单 地 选取 任何 一 个 直 和 分 解 W = Wi 田 Wo 使 得 Wo 是 Y= (dFxa,8> 的 值 域 ) 
的 补 空间 . 因此 Wi 可 以 是 Y 但 也 不 必 如 此 . 设 P 为 W 沿 Ws 到 Wi 的 射影 
由 于 YY 是 PP 的 零 空间 的 一 个 补 空间 , 我 们 便 知 道 P1Y 是 Y 到 Wi 的 同 构 . 特 
别 , Wi 是 7 维 的 , 并 且 

PodF.o8> 的 秩 = 二 7. 


另外 , 这 也 是 关键 之 处 , P 对 充分 靠近 < a,68 > 的 所 有 < £,7 > 是 一 个 从 
dF.e,n> 的 值 域 到 Wi 的 同 构 . 因为 上 面 的 秩 定 理 意味 着 在 < oa, > 的 某 个 邻 
域 有 PodFeyy 的 秩 > PodFxa,8> 的 秩 = 二 7 另 一 方面 , Po dFe,n> 的 值 域 
包含 在 PP 的 值 域 即 Wi 中 , 故 PodFe,n> 77. 因此 Po dFiew> 的 秩 = 对 
< a,8 > 附近 的 < > 成 立 , 并 且 由 假设 条 件 dF-ew> 的 秩 =7, 我 们 看 出 P 
在 任何 这 样 的 gdF-ey 的 值 域 上 都 是 一 个 同 构 . 

现 定义 互 :Wi x 4 一 Wi 为 映射 


<C,EnN> PD PoF(é,n)— 6. 


如 果 HL 二 Fo F(a, 8), 则 dH a,8> 一 大 9 dF py， 它 是 从 TY2 到 Wi 的 一 
个 同 构 . 因此 由 隐 函 数 定理 知道 存在 < ,ao,6 > 的 邻 域 工 x M x N 和 一 个 惟一 
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确定 的 连续 可 微 的 人 工 x M 到 NN 的 映射 G, 使 得 在 LxM 上 


H(C,é,G(¢, 8€)) = 


即 在 LxM 上 上 
C= PoF(t,G(C,é)). 


我 们 剩 下 来 的 论证 在 于 证 明 F(é,G(C,&)) 只 是 4 的 函数 . 我 们 先 对 上 面 方 
程 作 关 于 & 的 微分 , 得 到 


0= Po(dF! +dF’?oG)= PodFo<I1,dG” > 


像 上 面 所 注意 到 的 , P 在 dF.,n。 的 值 域 上 对 所 充分 靠近 < a,86>~~ 的 <&6n> 
是 一 个 同 构 , 并 且 如 果 我 们 假定 5 x M 也 被 取 成 充分 小 使 这 个 性 质 成 立 , 则 上 
面 的 方程 意味 着 对 所 有 < £6,n7>ELxM 有 


dF.en>o <I,dG’* >= 0. 
但 这 正 是 说 F(&,G(C, 台 ) 关于 的 偏 微分 恒 为 0, 从 而 
F(é,G(C, é)) 
是 一 个 只 含 5 的 连续 可 微 函 数 K: 
F(é,G(6,€)) = K(C). 
由 于 7 = G(C,é&),C = PoF(é,), 从 而 我 们 有 F(&,7) = K(Po 下 (6,D)) 或 者 
F=KoPon, 


而 且 它 在 M x N 中 满足 PoF(&,n) EL 的 这 些 点 < ,7 > 组 成 的 开 集 U 上 成 立 . 
如 果 我 们 把 W 想 成 是 WW x Wi, 那么 下 和 KK 是 有 序 函 数 侦 对 :FF =< F1',F* > 
和 天 =< 14k >, 了 是 映射 < Cv >ry 6 而 上 面 方程 的 第 二 个 分 量 便 是 


F2=koF!. 


因为 Fi[U] = Po FlV] = L, 上 面 方程 说 FIV] 是 从 工 到 W 的 映射 上 的 图 像 . 
此 外 , 因 工 是 7 维 向 量 空 间 Wi 的 开 子 集 , 从 而 FID] 是 WW = Wi x Ws 中 一 个 
r 维 贴 片 流 形 . 口 
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上 面 的 定理 包括 了 我 们 原来 对 函数 相关 性 所 提问 题 的 回答 


推论 13.1 设 互 ={Fji 为 定义 于 赋 范 空间 V 中 开 子 集 4 上 的 连续 可 徽 
实 画 数 的 m 联 组 , 又 假定 dF 在 A 上 的 秩 为 常数 7,7 小 于 m. 于 是 4 中 任意 
一 点 了 有 一 邻 域 DT 在 它 上 面 画 数 中 胃 一 7 个 函数 相关 于 剩 下 的 了 个 丁 数 . 


证 明 由 假设 ，d =< dj!,… ,df > 的 值 域 Y 是 R” 中 一 个 7 维 子 空 
间 . 因此 我 们 能 对 一 个 补 子 空间 W2 选取 标准 基 元 素 {5°} 使 其 中 m 一 7 个 为 
其 基 , 而 且 我 们 不 妨 对 函数 fi 重新 编号 使 得 它们 为 "1 ,… ,6". 于 是 R” 到 
Rr 二 (61,.… ,6") 上 的 射影 已 是 一 个 从 了 到 到 的 一 个 同 构 (由 于 Y 是 其 零 空 
间 的 补 ), 并 且 由 上 面 定理 知道 存在 YY 的 一 个 邻 域 U, 在 它 上 面 (I-P)of 是 PoF 
的 一 个 函数 k. 但 这 正好 是 说 < "号 ,… ,fm >= ko < 有 1,… ,f" >, 即 上 是 一 
个 取 值 (m 一 7) 联 组 的 函数 ,= 二 < kt!l,.… ,k™ >， 并 对 7 了 = 二 7 十 1,…,m,， f= 
kilo < fi,...,f ">. 一 


图 3.12 


在 本 节 前 面部 分 我 们 曾 提 到 , 在 下 结论 说 如 果 FF 是 从 V 的 开 子 集 4 到 W 
的 一 个 连续 可 微 映射 , 并 且 其 微分 具有 小 于 d(W) 的 常数 秩 7, 则 5S=F 的 值 域 
是 W 的 一 个 维 子 流 形 时 这 里 是 有 些 难 点 的 . 其 不 足 之 处 可 叙述 于 后 . XX 的 子 
流 形 5 的 定义 需要 在 S 的 每 个 点 上 有 一 个 在 X 中 的 邻 域 , 使 它 写 5 的 交集 是 
个 贴 片 . 在 我 们 前 面 的 情形 中 , 我 们 所 能 断定 的 是 如 果 8 是 3 中 的 点， 则 在 4 中 
8 = F(@) 对 某 个 a 成 立 , 而 且 ac 有 一 个 邻 域 U 其 在 下 下 的 像 是 个 贴 片 . 但 是 这 
个 像 可 以 不 是 8 在 5S 中 的 整个 邻 域 , 原因 是 S 可 以 向 自己 弯曲 回来 以 致 于 它 侵 
入 到 8 的 每 一 个 邻 域 中 . 例如 考虑 按 图 3.12 所 提出 的 那个 嵌入 在 R3 中 的 一 维 
Pr 此 曲线 在 zz 平面 开始 沿 着 z 轴 进 行 , 弯曲 过 来 , 当 它 到 达 zy 平面 时 , 它 开始 
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螺旋 地 趋向 zy 平面 中 的 原点 (从 zz 平面 进入 zy 平面 处 的 改变 点 是 个 奇 点 , 但 
我 们 可 以 将 其 光滑 化 ), 原点 并 不 是 具有 与 了 相交 出 一 个 一 维 贴 片 的 到 中 的 邻 
域 的 那 种 点 , 然而 整 条 曲线 是 (1,1) 在 连续 可 微 单 射 下 的 像 ， 

我 们 没有 任何 困难 地 将 了 考虑 为 一 个 一 维 流 形 , 但 是 联系 到 它 在 瑟 中 的 
赚 入 时 , 一 些 东 西 就 会 出 错 了 , 这 时 它 已 不 是 到 中 一 个 一 维 子 流 形 . 


*3.14 “一致 连续 性 和 取 函 数 为 值 的 映射 


在 下 一 章 我 们 将 看 到 , 一 个 在 有 限 维 向 量 空间 V 的 有 界 闭 子 集 上 定义 的 连 
续 函 数 下 必定 是 一 致 连续 的 . 这 意味 着 对 给 出 的 = 存在 一 个 5 使 得 


改 - 串 <6 = IF -FM <e 


对 F 定义 域 中 所 有 的 辣 量 € 和 成立. 

关键 之 处 在 于 5 只 依赖 于 而 不 是 像 普通 的 连续 性 那样 , 依赖 于 被 断言 具 
连续 性 的 那个 “ 锚 定 ”的 点 . 这 是 个 非常 重要 的 性 质 . 在 本 节 我 们 将 看 到 它 文 返 
着 一 类 定理 , 这 类 定理 中 一 个 点 映射 被 升级 为 一 个 取 函 数 为 值 的 映射 , 同时 扣 映 
射 的 性 质 覃 涵 了 取 函 数 为 值 的 映射 的 相应 性 质 . 这 些 定理 有 很 强 的 应 用 性 , 我 们 
将 在 第 15 节 和 第 六 章 第 1 节 看 到 这 些 . 我 们 在 这 里 立刻 要 给 出 的 一 个 应 用 是 天 
于 在 积分 符号 下 的 微分 定理 . 但 是 只 有 定理 14.3 会 在 本 书后 面 被 用 到 . 

首先 假设 F(&,n) 是 从 乘积 开 集 M x N 到 赋 范 线性 空间 XX 的 一 个 有 界 连 
续 函 数 . 使 7 固定 , 我 们 有 函数 f%(€) = FF(&,), 它 是 在 M 上 的 有 界 连 续 函 数 ， 
就 是 说 , 是 所 有 从 M 到 X 的 有 界 连续 函数 的 赋 范 线性 空间 了 = Be(JM, 半 ) 中 
的 一 个 元 素 . 这 个 函数 也 被 表示 为 下 (四 故 户 = 下 (四 . 我 们 假定 在 了 上 上 用 一 
致 范 数 : 


fnli = lap{llfn (EO) :€ €E M} = 1ub{l|F(E, DI : € € M}. 


定理 14.1 在 上 面 的 行文 中 , 如 果 玉 为 一 臻 连续, 则 映射 有 局 及 (或 品 
F(-,)) : N 一 了 为 连续 , 事实 上 为 一 致 连续 . 


“证明 对 给 出 的 e, 选取 5 使 得 
I <6n> <p> <5 3 FEED -FN <e 
取 二 & 并 重 写 上 式 右 端 , 我 人 有 
由 -可 < = 10) -fo(ON <e 
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对 所 有 & 成 立 . 因此 
“m=-v|<6 = 1- fll < e. 


我 们 已 经 证 明 如 果 一 个 二 元 函数 为 一 致 连续 则 用 一 般 对 偶 原 理 从 它 得 到 的 
映射 是 连续 的 . 许多 当知 的 事实 后 面 都 有 这 种 现 锭 . 例如 : 


推论 14.1 如 果 下 (x,y) 是 在 区 中 单位 正方 形 [0,1] x [0,1 上 的 一 个 一 臻 
连续 的 实 函 数 , 则 三 下 (7Z,y)dzr 是 Y 的 连续 函数 . 


证 明 映射 yb 让 F(z,y)dz 是 从 CE([0,1]) 到 尺 的 有 界线 性 映射 f 上 让 
与 从 [0,1] 到 c([0,1]) 的 连续 映射 y 路 下 (-,y) 的 复合 , 从 而 作为 连续 映射 的 复合 
仍 是 连续 的 . 口 


我 们 下 面 考虑 前 面 的 对 侦 性 诱导 映射 的 可 微 性 . 


定理 14.2 如 果 矿 是 从 赋 范 线性 空间 VXW 的 开 的 乘积 集合 M x N 到 赋 
范 线性 空间 瑟 的 一 个 有 界 连 续 映 射 , 又 如 果 dF2 6、 存在 , 并 且 是 M x N 上 
< Q,P > 的 有 界 一 致 连续 函数 , 则 p :7 下 (0) 是 从 及 到 了 = 外 COM,N) 的 
一 个 可 徽 映 射 , 并 且 [dps(m)](€) = GE<e 6y (7). 


证 明 对 给 出 的 e, 我 们 由 dF? 的 一 致 连续 性 选取 5, 使 得 对 所 有 € e M 
lp—vll <6 = daFxeor 一 daFxeoyrll<e 
定理 7.4 的 推论 则 表明 
nl| < 6 = IAFSe,g;, (7) -daFxeer( < ellol 


对 所 有 的 ce M, 所 有 B EN 以 及 所 有 使 从 8 到 B+” 的 线段 均 在 入 中 的 7 成 
立 . 固定 8, 并 将 上 面 不 等 式 的 右 端 重 写 . 这 里 是 此 证 明 的 中 心 部 分 . 首先 
AFe 8 (7) 一 F(é,B 十 7) 和 Fl{é, b) 
= [fe+n — fel(é) = [p(B +m) — p(B)](E) 
= [ApaO)j(6)， 


其 次 我 们 可 验证 如 果 ||dF2, | < 5, 对 于 < pv >E M x N， 则 由 公式 
[TD](&) = qdF26.8;(m) 定义 的 映射 了 是 Hom(W,Y) 中 一 个 元 素 , 其 范 数 最 多 为 
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b. 对 此 详细 的 验证 当 作 一 个 习题 留 给 读者 . 最 后 展示 的 那个 不 管 式 现在 具有 的 
形式 是 


nil < 6 = HApe(m) — TODHON g ellnll, 


从 而 
nl < 6 SS llAve(n) -= TOD < linll. 


这 准确 地 说 出 映射 p 在 8 可 微 且 dps = 也 : 


事实 上 映射 p 是 连续 可 微 的 , 这 可 由 校 上 面 方 式 的 稍 许 进一步 的 论证 看 出 
这 个 情况 极其 近似 于 定理 14.1 的 一 个 应 用 . 
关于 积分 符号 下 可 微 性 的 经 典 定理 是 上 面 定理 的 推论 我 们 给 出 一 个 简单 
的 情形 . 注意 , 如 果 7 是 个 实 变量 y, 则 上 面 对 dp 的 公式 可 以 用 弧 的 导数 表示 重 
写 : 
, _ OF 
[Pp (5)](é) = By \é b). 


推论 14.2 如 果 Ffz, 切 为 单位 正方 形 [0,1]x[0,1] 上 的 连续 实 函 数 , 并 且 如 
果 9F/Oy 存在 且 在 此 正方 形 上 是 一 个 一 致 连续 函数 , 则 及 F(z,y)dz 是 3 的 可 
徽 画 数 ， 其 导数 为 有 (8F/By)(zx,y)dz. 


证 明 映射 了 :yb 几 F(z,y)dz 是 一 个 复合 函数 : 从 CE([0,1]) 到 R 的 有 界 
线性 映射 fb 及 f(z)dz 复合 上 从 [0 到 CE([0,1]) 的 可 微 函数 p : y 呈正 (人 幼 ， 
因此 由 复合 函数 规则 它 是 可 微 的 . 于 是 定理 7.2 和 有 界线 性 映射 的 微分 是 自身 这 
一 事实 给 出 了 


T'(y) = / p(s)dz = / Bo) D 


现在 我 们 到 了 对 我 们 来 说 最 重要 的 情形 , 即 一 个 点 到 点 的 映射 由 复合 生成 
一 个 函数 到 函数 的 映射 的 情形 . 设 4 为 赋 范 线性 空间 V 中 开 集 , 5 为 一 任意 集 
合 并 设 a 为 从 5S 到 4 的 有 界 映射 的 集合 . 于 是 a 是 赋 范 线性 空间 %(5,V) 的 
子 集 这 里 的 好 (S,V) 是 8 到 V 在 一 致 范 数 下 的 所 有 有 界 函 数 集 . 函数 f ea 
为 a 的 内 点 当 且 仅 当 f 到 a 的 边界 的 距离 是 个 函数 5, 因为 这 显然 等 价 于 说 a 
名 含 了 在 好 (3,Y) 的 点 f 的 一 个 球 , 现 设 9 为 由 4 到 赋 范 线性 空间 W 的 任 一 
有 界 映 射 并 设 G :a 汪 8(S,W) 为 复合 上 g. 就 是 说 , h = G(f) 当 且 仅 当 f ea 
日 二 go f. 我 们 可 以 同时 考虑 G 的 连续 性 和 可 微 性 , 但 我 们 只 做 了 可 微 性 定 
理 
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定理 14.3 设 坊 数 g:4 一 WW 在 每 点 a € A 可 微 , 又 设 dga 有 是 a 的 一 个 有 
界 一 致 连续 函数 . 则 由 G(f) = gof 定义 的 映射 G :a 一 人 入 (5,W) 在 a 的 每 个 内 
点 了 可 微 , 并 且 dG : B(S,V) 一 外 (95 机) 对 所 有 sES 由 / 


[dG s (h)](s) = dgy(s) (hs)) 
定义 . 
证 明 对 给 出 的 s, 选取 5, 由 dg 的 一 致 连续 性 , 使 得 
la ~ Bll < = lldga ~ dgsll < &, 
然后 再 次 应 用 定理 7.4 的 推论 , 并 假定 从 a 到 a + 的 线段 在 4 中 , 则 结论 是 
le <6 > lAgalé) ~ dga lO < elléh. 


现在 选择 a 中 一 个 任意 的 固定 的 内 点 f, 并 选取 5 < 5 使 得 Bs(f) Ca. 于 是 对 
%B(S,V) 中 任意 h, 并 对 所 有 se 3 有 


alleo <6° =S llAgycs)(h(s)) — dgy(s) (h(s)N < ellh(s)ll. 


定义 映射 :名 (S,V) 、 鹃 (S,W) 为 区 (A)](s) = dgy(s)(h(s)). 于 是 上 面 所 展示 
的 不 等 式 可 重 写 为 


lhlloo < 5 3 1AGs(h) 一 TO。 se 


这 就 是 说 , AGy = 工 十 o. 因此 在 我 们 证 明了 T € Hom(%B(5,V), 吕 (5,W)) 后 就 
证 好 了 . 
首先 , 我 们 有 
(T(hi + h2))(s) = dgycs)((hi + hz)(s)) = dgpcs)(h1(s) + h2(s)) 
一 Q9f(s) (hi1(s)) 十 dg p(s) (h2(s)) 
= (T(h1))(s) + (T(h2))(s). 
因此 T(hi 十 hz) = TT(h1) 十 T(hz), 齐 性 相似 地 得 到 . 其 次 , 如 果 b 是 lldgal| 在 4 


上 的 一 个 界 , 则 和 |T(Plleo = lub{|T(R)(3)|:s€ 5S} < lub{lldgycall Ilh(s)| :ss € 
5S} < lihllwo. 因此 | 了 < 4b. 证 和 完 . 口 
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在 上 面 的 情形 中 , 如 果 g 从 AxU 到 W, 故 G(f) 是 由 h(t) = g(f( 划 给 
出 的 孙 数 h, 于 是 除了 定理 是 关于 dg' 而 非 dg 外 没有 任何 改变 . 另外 , 如 采 V 是 
乘积 空间 Vi x V2, 使 得 f 具有 形式 < fi, fo > 和 [G(f)](#) = 9g(f1(2), f(D),), 于 
是 关于 偏 微 分 的 规则 给 了 我 们 公式 


[dG yp (h)](t) = dgse) (hi(t)) + dgree (h2lt)). 


*3.15 ” 变 分 法 


变 分 法 的 问题 简单 地 说 是 某 种 类 型 的 判别 点 问题 , 但 是 在 应 用 条 件 dF。 = 0 
的 方式 有 一 个 独特 的 变化 . 我 们 用 证 明 它 的 标准 定理 中 的 一 个 来 解释 这 个 学 科 . 

由 于 要 解 定义 域 为 无 穷 维 向 量 空间 的 约束 极 大 值 问 题 ， 一 个 系统 的 讨论 要 
从 比 拉 格 朗 日 乘 子 定理 更 为 一 般 的 形式 出 发 . 但 是 就 我 们 的 目的 而 言 , 注意 到 如 
果 5S 是 闭 曲面 M +a, 则 已 在 5 上 的 限制 等 价 于 在 向 量 空间 M 上 的 一 个 新 函 
数 , 而 它 在 6=7+ae3 的 微分 显然 正好 是 dFs 在 M 上 的 限制 这 样 的 事实 就 
足够 了 . 要 求 8 对 约束 函数 是 个 判别 点 因而 只 不 过 是 要 求 dFs 在 M 上 为 零 

设 下 是 定义 于 W x W x R( 一 个 开 子 集 ) 上 的 一 致 连续 的 可 微 的 三 元 实 晴 
数 , 其 中 W 是 个 赋 范 线性 空间 . 给 出 闲 区 间 [中 € R, 并 设 Y 是 赋 范 线性 空间 
Ci([a,0],W), 它 由 f: [a,9] 二 W 并 取 由 有 为 fwo 十 中 f'w 的 光滑 弧 组 成 . 问题 
是 极 大 化 ( 非 线性 ) 泛 函 G(f) = 放 F(f(8),f'(),t)dt, 它 从 属于 约束 f(a) = a 和 
f(b) = 8. 就 是 说 , 我 们 只 考虑 W 中 具 固定 端点 a 和 8 的 光滑 弧 , 而 我 们 要 找 
那 条 使 此 积分 极 大 (或 极 小 ) 的 从 a 到 8 的 弧 . 现在 我 们 可 以 证 明 G 是 从 V( 的 
一 个 开 子 集 ) 到 R 的 一 个 连续 可 微 函 数 . 证 明 的 最 容易 方法 是 设 X 为 连续 弧 的 
窑 间 C([a, 外 ,W), 其 范 数 为 一 致 范 数 , 并 首先 考虑 更 一 般 的 从 关 x 关 到 民 的 泛 
函 K, 它 由 K(f,g) = 族 FF(f(t),g(t),t)dt 定义 . 由 定理 14.3 知 , 被 积 函 数 映射 
fg> FF(f(),g(),-) 从 莽 xXX 到 EC([a, 可 是 可 微 的 , 它 在 < f,9 > 的 微分 
在 <h,k > 的 取 值 为 函数 


dF pt),90t),t> (h(t)) + dF rp go (E(t)). 


因为 /> 族 f(t) 是 CEC 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 它 可 微 并 等 于 它 的 微分 . 因而 复 
合 函 数 规则 意味 着 K 可 微 且 


dK p09 (hyk) = / [FI (h(t)) + Fa(K(D)]dt 
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其 中 在 被 积 项 的 偏 微分 是 取 在 点 < f(t),9(t),t >. 现在 使 f' 存在 并 等 于 9 的 侦 
对 < 户 g9> 形 成 和 xX 中 一 个 闭 子 空间 , 它 同 构 于 V. 显然 它们 形成 一 个 子 空间 ， 
但 要 看 出 它 是 闭 的 则 需要 第 四 章 的 对 参数 弧 的 积分 理论 , 因为 它 依赖 于 表达 式 
f(t) = f(a) + f'(s)ds 和 作为 结果 的 范 数 不 等 式 ||f(t) -= Fallg (t 一 of. 
假定 有 这 些 结果 , 我 们 则 看 出 原来 的 泛 函 G 恰好 是 KK 在 此 子 空间 ( 同 构 于 )V 的 
限制 , 从 而 可 微 并 有 


dG s(h) = / ‘ap (ht)) + dF?(h'(t))ldt. 


这 个 微分 dGy 被 称 作 G 关 于 f 的 第 一 变 分 . : 

弧 了 的 固定 端点 a 和 8 转 而 决定 了 Y 中 一 个 闭 的 平面 P, 因为 赋值 映射 
(坐标 投影 )rz : f -> f(zx) 为 有 界 而 已 是 超 平面 ra = a 和 7。 = 6 的 交 . 由 于 P 
是 子 空间 M = {f EV : f(a) = f(b) = 0} 的 一 个 平移 , 我 们 具 约 束 的 极 大 值 方 
程 为 / 
dG :(h) = / [aF (h(t)) + dF* (h(t))]dt =0 


对 M 中 所 有 hh 成 立 . 

我 们 现在 到 了 用 变 分 法 特殊 技巧 的 时 刻 , 这 个 技巧 被 称 作 杜 布 瓦 - 雷 索 德 
(Du Bois-Reymond) 引 理 . 

为 简明 起 见 假设 W = RR 则 是 三 个 实 变量 的 函数 下 (xz,y, 台 , 偏 微 分 等 价 
于 普通 的 偏 导 数 , 而 我 们 的 判别 点 方程 是 


aGs(n) = |/ ( 完 -h+ 守 =0. 


如 果 我 们 用 分 部 积分 法 到 积分 中 的 第 一 项 , 并 记 住 h(a) = AD) = 0, 则 此 方程 成 
bf oF OF 
| ( 囊 -/ 可) 0 一 
其 中 9 = h'. 由 于 hh 是 除去 约束 h(a) = h(b) = 0 外 是 任意 的 连续 可 微 函 数 , 我 


们 看 到 9 是 除去 约束 户 g(bdt = 0 外 的 任意 连续 函数 . 这 就 是 说 , 名 -了 壬 正 
交 于 线性 泛 函 gr 放 g(t)dt 的 零 空间 N. 由 于 一 维 空间 N+ 显 见 是 常 值 函数 的 


中 ) 
b b 
/9=0 和 > / Cg=0, 
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我 们 的 条 件 变 成 了 
FF), = Bd), 70),s)ds +C. 


这 个 方程 特别 表明 其 左 端 的 函数 可 微 . 这 并 不 是 很 显 见 的 , 因为 我 们 只 假定 了 所 
为 连续 . 微分 此 方程, 我 们 最 后 得 出 的 结论 是 , f 为 映射 G 的 一 个 判别 点 当 且 仅 
当 它 是 微分 方程 

d OF 

$f), f(), ) -sd f(t),) 


的 解 . 称 此 方程 为 变 分 问题 的 欧 拉 方程. 这 是 对 未 知 函数 f 的 一 个 常 微分 方程 ; 
当 所 表示 的 导数 计算 出 来 后 , 它 上 共有 形式 

OF , OF OF 

DOr BW Or 


BF 
5 


如 果 W 不 是 及 我 们 用 分 部 积分 法 公式 的 一 般 形 式 (用 定理 6.3) 我 们 完 
全 准确 地 得 到 同样 的 结果 和 一 个 比 上 述 论 证 的 更 加 精妙 的 形式 .( 见 第 四 章 的 
习题 10.14 和 10.15.) 那 即 是 , 具 固定 端点 a 和 8 的 光滑 弧 f 是 映射 9 小 
户 天 (g(t),g'(t),t)dt 的 判别 点 当 且 仅 当 它 满足 欧 拉 微 分 方程 


d 2 1 
dF 0) ty = dE < (0 ty 


现在 这 是 一 个 向 量 值 的 方程 , 取 值 于 W*. 如 果 W 是 有 限 维 , 维 数 为 n, 则 选择 
基 可 使 W* 成 为 R”， 而 此 向 量 方程 等 价 于 n 个 纯 量 方程 


d OF 

GB), (Dd) = Ba: (Of),t), 
其 中 下 现在 是 一 个 2n + 1 实 变量 的 函数 

F(x,y,t) 一 F(T1,**: "Tn yl" , Yn, t). 


最 后 , 让 我 们 看 一 看 当 f 的 端点 不 固定 时 对 较 简单 的 变 分 问题 (W = R) 会 发 生 
什么 . 现在 判别 点 方程 是 dGy(h) = 0 对 V 中 所 有 h 成 立 , 并 且 当 我 们 分 部 积分 


时 它 成 为 
9 .证 + 三 (至 -各 芝 ) = 
By 1, JUANer dp 
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对 V 中 所 有 的 hh 成立. 本 质 上 我 们 能 按 上 面 那样 推理 , 但 更 为 精细 一 些 , 得 到 的 
结果 是 , 一 个 函数 f 为 判别 点 当 且 仅 当 它 满足 欧 拉 方程 


和 ( 吕 _OF _ 
dt \ Oy Or | 


尺 及 端点 条 件 
OF 


BF| _ OF 
DY 


一 站 Ov t=—b 


这 里 只 是 对 变 分 法 的 一 个 快速 浏览 , 感 兴趣 的 读者 可 进一步 查寻 关于 此 学 
科 的 专著 . 对 我 们 考虑 过 的 这 种 一 般 类 型 有 着 许 许多 多 问题 . 例如 , 我 们 可 以 既 
不 要 求 固定 也 不 要 求 完 全 自由 的 端点 但 是 要 有 隶属 于 约束 条 件 的 自由 度 . 我 们 
在 第 十 三 章 中 的 力学 的 变 分 方程 的 特殊 情形 将 着 手 这 个 问题 . 或 许 f 再 次 为 一 
个 或 更 多 变量 的 函数 但 积分 会 是 多 重 的 . 这 时 的 欧 拉 方程 成 为 一 组 未 知 函 数 f 
的 偏 微分 方程 . 最 后 , 对 判别 函数 是 这 个 积分 的 极 大 或 极 小 值 的 充分 条 件 仍 是 个 
问题 . 它 自然 涉及 到 对 泛 函 G 的 二 阶 微分 的 研究 , 或 者 像 在 这 门 学 科 中 所 称 的 
二 阶 变 分 的 研究 . 
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假设 V 和 WW 是 赋 范 线性 空间 , 4 是 V 的 开 子 集 , 而 FF : 4 一 W 为 连续 可 
微 映射 ,FF 的 一 阶 微分 是 从 4 到 Hom(V,W) 的 连续 映射 dF :7 mm dy. 现在 
我 们 要 研究 这 个 映射 在 点 a 的 可 微 性 . 按 假定 , 我 们 知道 说 dF 在 a 可 微 的 意 
思 是 什么 . 由 定义 d(dF)。 是 一 个 从 V 到 Hom(V,W) 的 有 界线 性 变换 T, 使 得 
A(dF)a(n) TU) = o(m). 就 是 说 , dFaty 一 dFa -了 (7) 是 Hom(V,W) 中 对 元 
分 小 的 了 其 范 数 小 于 ejinl| 的 一 个 元 素 . 我 们 令 Fo = d(df)a, 重 说 一 过 就 是 : 
QF = FF() 是 从 V 到 Hom(V,W) 的 一 个 线性 映射 . Fa(n) = dFa(m)() 
是 Hom(V,W) 的 一 个 元 素 , 而 中 本 (9)(6) 是 W 的 一 个 向 量 . 又 , 我 们 知道 d Fa 
等 价 于 一 个 有 界 双 线 性 映射 


w:VxVoW, 


其 定义 为 w(7,é) = dFa(m)(&)- 
向 量 中 (nm) 显 见 应 该 是 下 在 a 的 某 种 二 阶 导数 , 读者 甚至 会 猜 出 它 是 镍 
方向 和” 的 混合 导数 . 
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定理 16.1 如 果 玉 :4A 一 W 为 连续 可 微 且 二 阶 微分 民 乒 存在 则 对 
每 个 固定 的 EV 从 A 到 到 的 函数 DjF :YY 上 DjF(Y) 在 a 可 徽 , 而 且 
D,(DyF)(a) = (人 Fo) 

证 明 我 们 运用 在 4 赋值 的 上 映射 evj, : Hom(V,W) 一 WW, 其 定义 为 : 对 V 中 
固定 的 4, evy(T) = 了 (和 站. 它 是 一 个 有 界线 性 映射 . 于 是 


(DiF)(o) = da = evuldFa) = (evp odF)(o), 


微 . 因此 (D,(D,F))(a) = dD F)a(v) = dlevp odF)alrv) = (evp od(dF)a)(v) 
eval(P Fs)(0)] = (Fa(v)(p). 
读者 必定 想起 在 上 面 的 论证 过 程 中 , DyF 是 函数 (Dy 下 )("), 他 或 许 宁愿 使 
用 这 个 符号 , 计算 如 下 . 
D,((D,F)(Dla = d(DjF)()alrv) = dlevy odF.))aly) 
= [evyp o d(dF.))al(v) 
一 ev (dF, (v)). 


故 函数 D,F 是 复合 evj o dF. 因为 evj, 为 线性 并 且 d(dF)。 存在 , 故 它 在 a 可 
口 


如 果 定 义 域 空间 Y 是 笛 卡 几 空 间 R*, 则 (Ds; 下)(-) = (BF/azj)() 在 a 的 
可 微 性 由 定理 9.2 意味 着 二 阶 偏 导数 (82F/azi8zji)(a) 的 存在 性 , 并 且 让 了 和 
固定 , 我 们 则 有 


De(DpF)= De 要 br ) 一 证 xp 元 
~ © /6 
- 2 (030773 (天))= Dh es IDzi 


因此 ， 


推论 16.1 如 果 在 上 面 定理 中 『 = 到 ， 则 四 Fa 的 存在 性 意味 着 所 有 二 阶 
偏 导 数 (82F/6ziBzji)(a) 的 存在 性 并 且 


O2F 
2 mr 人 中 四 
dad“ Fa (b,ce) = Do(DeF)(a) = 2 bic; Br Or (a). 


另外 , 从 上 面 的 思考 以 及 定理 9.3 我 们 也 有 如 下 结论 : 
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定理 16.2 如 采 V = 式 ”， 且 如 果 所 有 二 阶 偏 导数 (92 /6zipzi)(a) 存在 并 
在 开 集 4 上 连续 , 则 二 阶 微分 中 Fa 在 4 上 存在 且 连 续 . 


证 明 从 定理 9.3 我 们 直接 有 每 个 一 阶 偏 导 数 (8F/9zx;(') 可 微 . 但 9F/68x; = 
evs; odF, 那么 此 定理 是 下 面 一 般 原 理 的 推论 . 口 


引 理 16.1 如 果 {Si}t 是 在 向 量 空间 WW 上 线性 映射 的 有 限 组 ， 使 得 
9 = 二 < Si1,… ,Sk > 可 弟 ， 则 映射 下 :4 一 页 在 a 可 微 当 且 仅 当 Sio 玉 在 
Q 对 所 有 的 1 可 徽 . 


证 明 由 定理 8.1 和 6.2 知 这 是 由 于 Sc 政和 下 = S$-1oSoF 可 微 口 

这 些 考量 明显 地 可 推广 到 任意 个 数 的 微分 . 因此 , 如 果 Fy:y 咏 四 包 在 
a 可 微 , 则 对 固定 的 5 和 c, 赋值 Fy(b,c) 在 a 可 微 , 并 且 公 式 
O2F 


TIOT: 


(De(DsF)() = EF (b,c) = 2 ho B76 () 


表明 (对 特别 选取 的 六 和 ec) 所 有 的 二 阶 侦 寻 人 00 人 在 Q 可 微 , 并 且 有 


(DuD.DsP)(a) = Due((D。 Dy F)() )la= 》 0 dh le a). 


1,7,k 


反之 , 如 果 所 有 三 阶 偏 导 存 在 并 在 4 上 连续 , 则 出 定理 9.3 知 二 阶 偏 导 在 4 
上 可 微 ,于 是 由 引 理 知 她 丽 ) 可 微 , 这 是 因为 (09F/8xi02;)(') = evai,8i>0 dR) 
像 读 者 记得 的 那样 , 在 处 理 高 阶 导 数 时 862FV/8riazj = 8 F/p8zijiozci 具有 极 
端 重 要 性 , 我 们 在 这 里 也 非常 需要 这 个 相同 的 定理 . 
定理 16.3 二 阶 微分 是 它 两 个 变量 的 对 称 函 数 : 
(d Fa 人 = (dF,(é€))(n). 


”证 明 由 d(dF)s 的 定义 , 对 给 出 的 6, 存在 5 使 得 当 |Inl| < 5 IIA(dF)a(m) - 
ddPjsG < nll. 自然 ,人 (dF)a(m) = dFa4o 一 dFs. 如 果 我 们 以 n+《 将 换 写 
下 同一 不 等 式 , 则 这 两 个 不 等 式 左 端 中 两 个 变换 的 差 是 


(da 一 dFornte) 一 dF,(—O), 
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而 三 角 不 等 式 表明 
adFsss — dFatntc) = EF (ON < elinll + lin + CI) < 2edInll + lc), 


其 中 假定 了 n 和 n+ & 的 范 数 最 多 为 5， 我 们 取 lc < 8/3, |Inl| < 25/3. 如 
果 让 ¢ 固定 并 令 了 = (0) 和 G( = FE ~ FE + 人, 则 此 不 等 式 成 为 
laGs sy 一 了 Ti < 2e(jinl| 十 cD), 并 且 由 于 它 只 要 |Inl| < 26/3 就 成 立 , 故我 们 可 应 
用 定理 7.4 的 推论 , 得 到 在 假设 和 ”+& 的 范 数 最 多 为 25/3 时 有 上 AGa+n(€) 一 
Te < 2e(ol| 十 上 Da 的 结果 . 因此 如 果 mn, ¢ 和 & 的 范 数 都 是 最 多 为 5/3 时 ， 
此 不 等 式 成 立 . 如 果 现 在 令 ¢ = --n, 我 们 有 : 


< el( 


AGotn = AR 有 一 AP = AFs4n — AP,, 


那么 AGa4n(6) = Fla+n+6) -F(a+) -F(at+é) +F(a). 这 个 n 和 & 的 
甘 数 被 称 作 下 在 a 的 二 阶 差分 , 以 A?F(n,é&) 表示 . 注意 它 是 对 & 和 1 对称 的 . 
我 们 最 后 的 那个 不 等 式 现在 可 以 重 写 为 


A? Fo(n,é€) — (d Fa) < 4ellnlllléll. 
调换 7 和 & 并 用 A?F 的 对 称 性 , 我 们 看 到 
|(@ Fo (7m))(é) — (a Fa(é)) ES 8ellnllliéll, 


其 中 假定 了 和 & 的 范 数 最 多 为 5/3. 现在 由 通常 的 齐 性 论证 知道 这 个 不 等 式 对 
所 有 的 7 和 & 都 成 立 . 最 后 , 因为 是 任意 的 , 故 顽 端 为 0. 局 


读者 必 会 记得 在 初等 微 积 分 中 ,一 个 函数 f 的 一 个 判别 点 aq 即 f'(a) = 0 
如 果 有 f"(a) 存在 且 非 零 , 则 它 是 一 个 相对 极 值 点 . 事实 上 , 如 果 f"(a) < 0, 则 
f 在 a 有 个 相对 极 大 值 , 这 是 因为 1”(a) < 0 表明 f' 在 a 的 一 个 邻 域 中 递 降 , 因 
而 f 的 图 像 在 a 的 邻 域 中 四 向 下 . 类 似 地 , 如 果 fr(a) = 0 而 f"(a)>0 则 f 在 
a 有 一 个 相对 极 小 值 . 如 果 f"(a) = 0 则 无 定论 ， 

如 果 f 是 定义 于 有 限 维 向 量 空间 V 中 开 集 4 上 的 实 函数 , 又 如 果 ae 4 是 
f 的 一 个 判别 点 并 且 如 果 fs 存在 , 而 且 是 Hom(V,V*) 中 的 一 个 非 异 元 素 , 我 
们 则 可 以 对 于 f 在 a 附近 的 行为 得 出 相似 的 结论 , 差别 仅 在 于 现在 有 更 为 丰富 
的 各 种 可 能 性 . 读者 大 概 已 经 对 从 到 到 有 的 函数 会 发 生 什 么 情况 有 些 热 悉 了 . 
a 会 是 一 个 相对 极 大 点 (f 图 像 上 的 一 个 “ 帽 ”点 ), 一 个 相对 极 小 点 , 或 是 一 个 
像 图 3.13 中 显示 的 鞍点 , 这 是 一 个 平移 了 的 函数 Af。 的 图 像 . 但 是 应 该 认识 到 


rt 
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对 于 鞍 形 曲面 的 这 个 定位 , 新 的 轴 必 须 选 成 图 中 所 显示 的 那样 的 轴 . 用 Af。 代 
蔡 f 等 于 假定 了 0 是 判别 点 且 f(0) = 0. 注意 , 如 果 0 是 个 鞍点 , 则 有 两 个 余子 
空间 , 即 图 3.13 中 的 坐标 轴 , 使 得 当 f 限制 于 其 中 一 条 时 , 0 为 的 相对 极 大 点 ， 
而 限制 在 另 一 条 时 为 相对 极 小 点. 


图 3.13 


我 们 现在 将 研究 一 般 的 情形 并 发 现 它 恰似 二 维 的 情形 , 但 要 除去 鞍点 的 情 
形 , 这 时 使 此 判别 点 为 极 大 点 的 子 空间 的 维 数 可 以 是 从 1 到 n -1 中 任 一 个 数 
(其 中 d(V) = n). 另外 , 此 维 数 恰好 是 二 次 型 q(6) = w(5 5 = fa(&, 自 在 标准 
法 正 交 基 表示 下 一 1 的 个 数 . : 

那么 我 们 的 假设 条 件 是 f 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 V 上 一 个 开 子 集 4 上 的 
连续 可 微 的 实 函 数 , ae 4 是 f 的 一 个 判别 点 (df = 0), 并 且 映 射 ffo:V 二 VV 
存在 且 非 异 . 最 后 的 这 个 假设 等 价 于 假定 双 线性 形式 w(&,7) = fa(&,7) 关于 VV 
中 任 一 基 有 一 个 非 异 的 矩阵 . 我 们 现在 用 第 二 章 定理 7.1 选取 一 个 w 法 正 交 基 
{Qs}?; 回想 这 表明 了 如 果 i 关 7 则 w(ai,0;) = 0, 但 对 i = 1,… ,p,w(Qi,0i) 三 1 
时 = p+1 ,nw(Qi Qi) = 一 1 因为 矩阵 二 = w(asi, oa5) 非 开 ， w(aiy ai)y 永 不 
为 零 : 如 果 wai,ai) = 0 则 整个 第 i 列 都 是 0, 那么 列 空间 具 维 数 < n 一 1, 从 而 
此 矩阵 为 奇异 . 

我 们 可 以 用 基 同 构 p 将 Rn 替换 掉 V( 即 用 fov 替换 有 ), 故 可 假定 V = RR”， 
标准 基 为 w 法 正 交 , 具有 w (2,9) = DY 7iyi 一 pyr1 Xiyi- 由 于 


， OF 
w(6i,607) = dfa(6’,0) = DeiDsif la) = Br Or 


82f18z? 二 1 对 i 二 p 十 1,…,n,62f/8z? = 一 1. 由 于 p 可 以 有 从 0 到 nn 的 任何 
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值 , 故 有 ? + 1 种 可 能 性 . 我 们 首先 证 明 如 果 p = n, 则 a 是 f 的 一 个 相对 极 小 . 
这 时 称 二 次 型 g 为 正定 的 , 这 是 因为 g(x) =w(z,z) 对 任意 非 零 z 是 正 的 . 我 们 
也 说 双 线 型 w(x,y) = dfo(z,y) 是 正定 的 , 而 以 第 五 章 的 话说 , 即 w 是 个 内 积 
( 纯 量 积 ). | 


定理 16.4 设 f 有 是 定义 在 R 中 开 子 集 4 上 的 连续 可 微 实 函数 , 设 aQe4 
是 『 的 一 个 判别 点 , 在 此 点 df 存在 且 正 定 . 则 f 在 a 有 一 个 相对 极 小 值 . 


证 明 像 前 面 一 样 , 我 们 假设 标准 基 {6i}? 是 w 法 正 交 的 . 由 中 j 的 定义 ， 
对 给 出 的 s, 存在 5 使 得 只 要 |lyll < 5 便 有 


(dfatry (2) — dfa(¥)) — d foal, | < ellzl| llyll. 


现 有 dfs = 0, 这 是 由 于 a 是 f 的 一 个 判别 点 , 另外 中 fa(z,9) = 并 ?zy 这 是 
因为 {6]? 为 w 法 正 交 . 因此 , 如 果 我 们 在 民 上 使 用 2 - 范 数 , 并 令 y = tz, 我 
们 则 有 

dfa ria (1) — tlzll?| < etllzll. 
又 ,如果 h(t) = f(a + tf) 则 jn(s) = fstsa(z)， 而 这 个 不 等 式 便 说 的 是 


(1 一 etllzl < p(t < (1+e)tlzll. 积分 并 记 住 h(1) 一 h(0) = f(a+2) = f(0)= 
Afa(z), 我 们 有 当 |lzl| < 65, 出 


(3) lo < Afelw) < (BE ) ll. 


这 证 明 不 但 a 是 个 相对 极 小 点 而 且 只 要 z 充分 地 小 , Afa 就 在 两 个 非常 菲 近 的 
抛物 体 之 间 . 口 


上 面 的 论证 对 一 般 情形 同样 可 行 得 通 . 如 采 


为 二 阶 微分 的 二 次 型 , 且 zl = 27 22, 则 在 上 面 不 等 式 中 换 去 绝对 值 内 的 ||z|l 
为 q(x), 我 们 得 到 现在 的 


to) = sel lw) < LO + le 
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>a 一 E)zf 一 y、(l 十 a] < AfalT) 
1 Dp 二 1 


1 nn 
< 5 > 十 E)z2? 一 >》 (1 一 3 . 


1 六 十 1 


这 表明 Af。 当 lzll < 6 时 位 于 两 个 相同 类 型 的 非常 靠近 的 二 次 曲面 之 间 . 
如 果 1<psgsn--1 和 a=0, 则 了 在 子 空间 VW = L(6'}) 上 有 一 个 相对 极 小 ， 
而 在 补 空间 他 = L({6:}2y1) 上 有 个 相对 极 大 . 

按照 我 们 在 2.7 节 末 的 评注 , 我 们 能 写 全 一 个 二 元 变量 函数 的 判别 点 类 型 而 
没有 进行 法 正 交 化 , 这 只 要 观察 ( 非 异 的 ) 形式 dj 的 矩阵 的 行列 式 就 可 以 了 . 
此 行列 式 是 


tiit22 一 (t12) 一 


玉 于 -的 ) 
Ox? Ox3 3zl0zz/ 
如 果 它 是 正 的 , 则 a 或 是 相对 极 小 或 相对 极 大 . 我 们 可 以 说 出 到 底 是 哪 一 个 , 这 
只 要 沿 着 一 条 单个 直线 , 譬如 zi 轴 去 观察 f. 因此 如 果 人 < 0, 那么 是 个 相 
对 极 大 点 . 另 一 方面 , 如 果 上 面 的 表达 式 为 负 , a 则 是 个 鞍点 . 

对 变 分 法 重要 之 处 是 当 定义 域 空间 被 换 为 我 们 将 在 下 一 章 研究 的 一 般 类 型 
的 空间 时 能 保持 定理 16.4 不 变 ; 这 个 一 般 性 的 空间 被 称 为 巴 拿 赫 空间 这 时 假 
设 条 件 是 a 为 的 一 个 判别 点 , 9(5) = 中 大 (6 正定 , 以 及 内 积 范 数 9 ( 见 第 
五 章 ) 等 价 于 Y 上 给 定 的 范 数 . 此 证 明 真 正 地 保持 了 不 变 . 


*3.17 ”高 阶 微分 ; 泰勒 公式 


我 们 已 经 看 到 如 果 V 和 W 为 赋 范 线性 空间 , 并 且 如 果 FF 为 从 中 开 
集 4 到 W 的 可 微 映射 , 则 它 的 微分 dF = dF.) 是 从 4 到 Hom(V,W) 的 
映射 。， 如 果 这 个 映射 在 4 上 可 微 , 则 它 的 微分 ddF) = d(dF)(.) 是 从 4 到 
Hom(V, Hom(V,W)) 的 一 个 映射 . 我 们 记得 , Hom(V, Hom(V,W)) 中 一 个 元 素 由 
对 偶 性 等 价 于 从 Vx W 到 W 的 双 线性 映射 , 而 如 果 我 们 将 所 有 这 些 双 线性 映 
射 的 空间 以 Hom?(V,W) 表示 , 则 d(dF) 可 以 考虑 成 从 4 到 Hom (V,W) 的 映 
射 我 们 写成 d(dF) = EF 并 称 此 映射 为 的 二 阶 微分 . 在 16 节 中 我 们 看 到 
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过 Fa(&,n) = De(DnF)(@), 并 且 如 果 V = R”, 则 
d Falb,c) = DoDeF(a) = 》 bicjs—a— 本 Ga 


高 阶 微分 以 相同 的 方式 定义 . 如 果 
LF:A— Hom’(V,W) 


在 4 上 可 微 , 则 它 的 微分 dd2F) = dF 是 从 4 到 Hom(V, Hom?(V,W)) = 
Hom*(V,W), 这 是 从 一 VxVxV 到 WW 的 所 有 三 重 线 性 映射 的 空间 . 
归纳 地 继续 下 去 , 我 们 得 到 了 FF 在 4 上 的 等 n 阶 微分 的 概念 , 它 是 从 4 到 
Hom(V, Hom"-!(V,W)) = Hom"(V,W) 的 一 个 映射 , 后 者 是 从 V" 到 W 的 所 有 
的 n 重 线性 映射 . 妈 玉 是 Hom?(V,W) 中 对 称 元 素 的 定理 可 归纳 地 推广 去 证 明 
dr*Fs 是 Hom"(V,W) 的 一 个 对 称 元 . 我 们 略 去 此 证 明 . / 

关于 二 阶 导数 用 混合 方向 导数 赋值 的 定理 也 可 归纳 地 推广 , 给 出 了 


16 , De F(aQ) 一 Q F(t1,…: , En) 
因为 从 左边 的 项 开始 , 我 们 有 : 


De (De ,De F)()la = d(De,,:*: , De, F())al&i) 
= d(d™™ F.)(é2,.*: ,én))aléi) 
= dlev-e ens oO FL) )a(&) 
= [ev ez,... n> od(d” Fi.))al(éi) 
= ev xé2,. ,n> (Gd Falé1)) 
= (d" Fa(é1))(€2,.** ,én) 
= Fo(k, ,én). 


如 果 V = R", 则 关于 偏 导数 的 结论 归纳 地 推广 到 按 相 同方 式 证 明王 在 4 
上 有 直到 m 阶 连续 微分 当 且 仅 当 所 有 m 阶 偏 导数 97F/0zxi ,Di 存在 并 
在 4 上 连续 , 并 有 
一 OmF 


1 a 1 一 21 。。。 im vv 
Goal(c ,Cc ) 3 CC Br .Oz (©) 
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我 们 现在 考虑 下 沿 直线 m aa 二 切 的 行为 , 自然 这 里 的 a 和 7 是 固定 的 . 
如 果 A(t) = F(a 十 二), 我 们 则 可 归纳 地 证 明 


WMA/dt’ = (Dj F(a 十 切 ). 


由 定理 7.2 我 们 知道 这 对 ; = 1 是 对 的 , 现 假定 它 对 j= m 为 真 , 那么 由 同一 定 
理 我 们 有 


dm+IA dmAN m 


= Dm F(a + tn). 
现在 假设 已 是 实 的 (W = 民 . 我 们 则 有 泰勒 公式 : 
A(t) = A(O0) + tNX(0) 十 … 十 Xm(0) 十 i Ct) 
其 中 大 在 0 和 1 之 间 , 取 上 = 1 并 用 上 面 的 进行 替换 , 我 们 有 


_ 1 m 1 m 二 1 
F(a+n) = F(a) + DF(Q) + .+ Dn F(a)+ Cm + mr Do” F(a 十 kn), 


它 是 在 赋 范 线性 空间 背景 下 的 一 般 泰勒 公式 . 用 微分 表示 , 它 是 


F(a +)=F(o) + dFa(n) + .+ —id"Fa(m,.. 


di 


rm “Forpn(n, “ ,n). 


如 果 了 = R", 则 DyG = ?yi0G/60zi, 故 泰勒 展 式 中 的 通 项 为 


1 /EE oY 1 OmF 
ml (二 F(a) 一 pr] z > "Yim Ori OTa ORi. (a). 
如 果 m 二 n = 2, 并 且 如 用 记号 z =< x,y >,3 = 二 < s,t>, 则 
F 
“DiF(a ) 一 二 ; | 2 py 
土 面 的 描述 在 逻辑 上 是 简单 的 , 但 它 效率 不 高 ， 因为 它 重复 了 相同 的 项 ; 譬如 像 
yiy2 (OF/Or1072) 和 yay (O° F/Or2071). 我 们 最 后 对 感 兴 趣 的 读者 描述 一 下 对 
此 极 繁 复 的 情形 的 现代 “多 重 指标 ”的 记号 . 


(a) 十 2st 一 一 一 OF 
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证 住 我 们 在 考虑 的 是 下 站 和 人 下 的 有 m 项 , 而 已 有 7 个 变量 . 

对 任意 的 n 联 组 k= 二 < 后， ,kn >, 其 中 上 ; 为 非 负 整数 , 我 们 定义 |k| 为 
> ki, 并 对 zx € R", 我 们 令 zk = _ 和. 我 们 也 令 有 到 = 所 1...4,, 或 者 更 
好 地 , 如 果 D;F = 90F/62x;, 我 们 令 


DeF = Di D2... Dhn Fp = FP. 


最 后 , 令 kk! = 和!1.… knl, 并 且 如 果 p > |k|, 我 们 令 (%) = PVR 一 |k])!. 于 是 
F 的 泰勒 展 式 的 第 m 项 为 / 


>， ( ) DrF(a)z*, 
RR|=m z 
这 的 确 是 属于 记号 法 的 胜利 . 

对 于 能 广泛 应 用 而 言 , 一 般 的 泰勒 公式 显得 过 于 繁琐 了 ; 它 主要 是 具有 理论 
上 的 价值 . -我们 实际 计算 泰勒 展开 式 是 用 其 他 手段 求 出 来 的 ， 知 像 符 一 个 多 项 式 
(或 笑 级 数 ) 代入 一 个 笑 级 数 . 例如 ， 
(TZ+Y) z+) 


sin(z +y)= (z+Yy)— 了 5 


一 个 从 4 到 WW 的 具有 一 直到 上 的 所 有 阶 的 连续 微分 的 映射 被 称 作 是 4 
上 的 类 C* 中 的 元 . 所 有 这 种 映射 的 汇集 被 记 为 C*(A,W) 或 (A,W), 显 见 ， 
C (4, 丈 ) 是 个 向 量 空间 (归纳 ). 另外 , 可 以 归纳 证 明 C* 映射 的 复合 仍然 属于 类 
C* 本 身 . 这 有 赖 于 了 解 到 复合 下 oG 的 m 阶 微分 的 一 般 形式 是 个 有 限 和 , 而 它 
的 每 项 是 由 书 dp ,dmF,G,dG,… ,dmG 中 选 出 的 一 些 函数 的 复合 . 

在 这 些 计 算 中 涉及 到 多 元 函数 , 对 每 个 这 种 函数 的 处 理 最 简单 的 是 当 作 一 
个 单一 的 n 联 组 变量 的 函数 并 应 用 定理 8.1 的 明显 推论 , 即 如 果 G1,… ,G" 属 
类 Ck, 则 G =< Gi,…,G"? > 也 是 , 且 dG =< d*G!,…,d*G" >. 作为 复合 的 
特殊 情形 , 我 们 得 出 结论 说 , C* 映射 的 积 仍 是 C* 类 的 . 

我 们 将 在 下 一 章 看 到 , p : T 上 了 是 HomV (如 果 V 为 巴 拿 赫 空间 ) 中 
可 道 元 素 组 成 的 开 集 上 的 可 微 映 射 ， 并 且 dy(n(H) = -TT HT. 由 于 
< 59, 万 ,了 >r 5 一 17T 因而 具有 了 连续 的 偏 微 分 , 我 们 可 以 继续 , 并 用 另 一 个 
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归纳 法 证 明了 yp 对 每 个 大 属 类 C*, 并 且 dniny( 醒 ,… ,Hm) 是 T71, Hi,… ,Hm 
的 微分 的 有 限 积 的 有 限 和 . 于 是 可 以 得 出 , 为 一 个 C* 函数 G 隐 式 定义 的 函数 一 
仍 是 类 C* 的 , 这 是 因为 它 的 微分 像 在 隐 函 数 定理 中 的 计算 那样 , 是 那些 类 C*-! 
的 映射 的 复合 . 

称 一 个 对 所 有 属于 类 C 的 映射 下 为 属于 类 Cee 的 , 并 且 从 我 们 上 面 的 
评注 得 出 Cee 映射 族 在 所 有 我 们 在 微 积分 中 遇 到 过 的 运算 下 是 封闭 的 结论 . 如 
果 FF 的 定义 域 是 Rr* 中 的 开 集 4, 则 Fe E%(A,W) 当 且 仅 当 下 所 有 的 偏 导数 
存在 并 在 A 上 连续 . 
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在 这 一 章 里 我 们 要 研究 一 个 赋 范 线性 空间 V 的 子 集 的 两 个 性 质 , 它们 与 这 
样 的 事情 有 关 : 即 按 某 种 意义 说 所 有 应 该 存在 的 点 确实 存在 . 这 些 概念 大 体 上 与 
V 的 代数 结构 无 关 , 因而 我 们 将 在 它们 自己 的 最 自然 的 架构 即 度量 空间 之 下 研 
究 它 们 . 这 两 个 性 质 中 较 强 的 那个 紧 性 有 助 于 向 我 们 解释 为 什么 有 限 维 空间 的 
理论 是 如 此 简单 和 令 人 满意 的 . 那个 较 弱 的 性 质 即 完备 性 是 与 一 些 重要 的 无 穷 
维 赋 范 线性 空间 所 共享 的 性 质 , 它 让 我 们 能 以 几乎 满意 的 方式 来 处 理 这 些 空间 . 

正 是 这 些 性 质 把 微 积分 从 主要 是 一 种 形式 的 理论 中 拯救 出 来 . 它们 允许 我 
们 以 极限 过 程 去 定义 各 种 至 关 重要 的 要 素 , 例如 可 归功 于 它们 的 有 无 穷 级 数 具 
有 和 , 连续 实 函数 达到 极 大 值 以 及 定 积分 的 存在 . 对 于 实数 系 自身 , 紧 性 等 价 于 
上 确 界 性 质 , 在 第 三 章 我 们 的 微 学 理论 构造 中 它 已 经 是 一 个 绝对 实质 性 的 工具 
了 . 

在 第 8 节 到 第 10 节 中 我 们 要 把 完备 性 应 用 到 微 积 分 上 . 这 几 节 中 最 前 面 专 
门 讲 了 由 宪 级 数 定义 的 函数 的 存在 性 和 可 微 性 , 并 且 由 于 我 们 要 把 矫 级 数 算 入 
一 个 算 子 了 中 , 我 们 将 趁 此 机 会 引进 并 展开 巴 拿 赫 代数 的 概念 . 然后 我 们 将 证 
明 压 缩 映射 不 动 点 定理 , 它 是 我 们 在 第 三 章 中 隐 函 数 定理 的 未 完成 证 明 的 缺失 
成 分 , 而 它 还 是 第 六 章 的 常 微分 方程 的 基本 存在 性 和 惟一 性 定理 的 基础 . 第 10 
节 中 我 们 将 证 明 将 线性 映射 拓展 到 一 个 完备 赋 范 线性 空间 的 简单 定理 并 用 它 去 
构造 参数 弧 的 黎 曼 积分 . 
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在 前 一 章 我 们 偶尔 处 理 过 在 定义 域 为 一 赋 范 线性 空间 V 中 任 一 子 集 4 的 
情形 中 的 收敛 性 和 连续 性 的 问题 . 在 这 样 的 讨论 中 , Y 的 代数 结构 衰减 为 一 个 背 
景 ,V 的 向 量 运算 仅仅 用 来 产生 一 个 组 合 la 一 8, 它 被 解释 为 从 a 到 8 的 距离 . 
如 果 我 们 从 那些 对 收 全 性 和 连续 性 论证 的 本 质 性 的 各 种 情况 中 进行 提炼 , 我 们 
则 发 现 我 们 需要 一 个 空间 4 和 一 个 清 数 p:4xA4A 一 民 称 p(xz,y) 为 人 7X 到 y 
的 距离 ,使 得 

“(1) p(z,9) > 0, 如 果 zy, 而 p(x,7) 二 0; 

(2) p(x,y) = p(y,7X) 对 所 有 zx,y € A 成 并. 

(3) p(7,z) < p(z,y) 十 p(y,z) 对 所 有 2,y,z € A 成 并. 
任何 一 个 集合 4 连同 一 个 从 4 x 4 到 展 的 这 样 一 个 消 数 p 被 称 作 一 个 度量 空 
间 ; 函数 p 是 其 度量 . 显然 赋 范 线性 空间 在 范 数 度量 p(a, 8) = lla 8j| 下 是 个 度 
量 空间 , 一 个 度量 空间 的 任意 子 集 B 在 p 1B xB 下 自身 也 是 个 度量 空间 . 如 
果 我 们 从 一 个 具有 好 的 直观 的 空间 , 壁 如 像 在 其 中 一 个 标准 范 数 下 的 R* 开始 者 
手 ， 选取 一 个 怪 模 怪 样 的 子 集 B, 显 见 那样 一 个 度量 空间 是 个 非 党 奇怪 的 东西 ， 
可 能 不 会 有 差不多 我 们 能 想到 的 任何 性 质 . 

实际 上 度量 空间 经 常 作为 在 范 数 度量 下 的 赋 范 线性 空间 的 子 集 出 现 ,但 它们 
也 有 其 他 的 来 源 . 甚至 在 赋 范 线性 空间 的 范围 中 ， 也 会 使 用 不 同 于 范 数 度量 的 其 
他 度量 . 举例 来 说 , 5S 是 R? 中 一 个 二 维 球面 , 臂 如 5 = {z : 1 x? = 1}, p(x,y) 
为 从 z 到 的 大 图 距离 . 或 者 , 更 一 般 地 , S 是 由 中 任意 一 个 光滑 的 二 维 曲 面 , 
而 p(x,y) 是 联结 z 和 yy 在 S 中 的 最 短 曲 线 的 长 度 . 

在 本 章 我 们 只 要 合适 就 对 论证 采用 度量 空间 的 背景 , 所 以 同学 们 要 对 此 更 
一 般 却 非常 直观 的 概念 变 得 熟悉 起 来 . 我 们 从 以 度量 的 语言 重新 创造 基本 定义 
开始 . 因为 纯 量 向 量 的 二 分 法 在 这 个 背景 下 不 再 是 个 因素 , 我 们 将 抛弃 我 们 的 约 
定 , 即 点 用 希腊 字母 表示 或 用 黑体 罗马 字母 表示 , 而 不 管 在 哪里 均 使 用 我 们 想 使 
用 的 字母 . 


定义 1.1 如 果 久 和 YY 是 度量 空间 , 则 ff: 针 一 Y 在 a€E 久 连续 是 说 如 果 
对 每 个 E, 存在 一 个 6 使 得 / 


p(x,a) <6 > plf(7),f(0)) < &. 


这 里 我 对 不 同 的 空间 度量 使 用 了 相同 的 记号 “o", 正如 同 早先 对 范 数 符号 的 
模糊 用 法 一 样 . 
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定义 1.2 在 p 的 半径 7 的 ( 开 ) 球 B,(p), 简单 地 说 , 是 从 p 到 其 距离 小 于 7 
的 点 的 集会 : 
Br(p) = {7 : p(x,p) < 7 


定义 1.3 一 个 了 予 集 A CX 为 开 是 说 4 中 每 个 点 都 是 某 个 包含 在 A 中 的 球 
的 中 心 , 即 如 采 
(Yp € A)(3r™°)(Br(p) C 4). 


引 理 1.1 每 个 球 均 为 开 ; 事实 上 , 如 果 g € B.(p), 5 二 7 一 p(p,9g), 则 Bs(g) C 


B.(p). 
证 明 这 等 于 三 角 不 等 式 . 因为 , 如 果 z € Bs(g), 则 p(x,q) < 65, 并且 p(x,p) < 
p(x,q) + p(g,p) < 6 十 p(p,9) =7, 故而 x € Bi(p). 因此 Bs(q) C Br(p)- 口 


引 理 1.2 如 果 取 p 国定 , 则 p(D,Z) 是 2 的 连续 函数 . 


证 明 第 三 章 引 理 3.1 的 一 个 符号 对 符号 的 释 意 表明 |p(p,7x) 一 pU, 引 | < 
p(x,y), 故 p(p,z) 实际 上 是 个 具 常 数 1 的 利 普 希 次 孙 数 . 口 


定理 1.1 度量 空间 S 的 所 有 开 子 集 的 族 窜 具有 下 列 性 质 : 
(1) 任意 开 集 的 汇集 的 并 为 开 ; 即 如 果 {Ai :i EIT}C, 则 UierAi eg 区 
(2) 两 个 开 集 的 交 为 开 ; 即 如 果 A, B,E 妆 则 ANBE. 
(3) SG,V €. 


证 明 这 些 性 质 可 立刻 由 定义 得 到 ， 因 此 任意 在 Ui4; 的 点 p 必 在 某 个 4; 
中 , 而 且 因 为 4A; 为 开 , p 的 某 个 球 因此 必 是 4; 的 一 个 子 集 , 从 而 也 是 更 大 的 集 


合 Ui4; 的 子 集 . 口 
推论 1.1 一 个 集会 为 开 当 且 仅 当 它 是 开 球 的 并 . 
证 明 由 开 集 的 定义 、 上 面 的 引 理 、 定 理 的 性 质 (1) 得 出 . 口 


任意 一 个 集合 4 的 所 有 开 子 集 的 并 由 (1) 是 4 的 一 个 开 子 集 , 因而 是 4 的 
最 大 的 开 子 集 . 称 它 为 4 的 内 部 ,以 4int 表示 . 显 见 ,p 在 4int 中 当 且 仅 当 p 的 
甚 个 球 是 4 的 子 集 , 把 4int 形象 地 作为 所 有 在 4 中 球 的 并 是 有 益 的 . 


定义 1.4 如 果 A' 为 开 则 称 4 是 闭 的 . 
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上 面 的 定理 和 德 摩根 法 则 (0.11 节 ) 于 是 产生 了 对 于 闭 集合 的 性 质 的 互补 集 


人 
= 


定理 1.2 (1) 任 一 族 闭 集 的 交集 是 闭 的 
(2) 两 个 闭 集 的 并 为 同 集 . 
(3) C 和 VV 都 是 团 的 . 


证 明 例如 , 假定 {B; : i € 1} 是 一 族 闭 集合 . 则 对 每 个 i, 补 集 Bi 为 开 , 故 
UiB' 由 前 面 的 定理 为 开 ， 又 由 德 摩根 法 则 ( 见 0.11 节 ), UiB! = (NiBi) .因此 
MiB; 是 一 个 开 集 的 补 集 因 而 为 闭 . : 口 


继续 我 们 “互补 式 ” 的 阐述 . 我 们 定义 一 个 任意 集 4 的 闭 包 4 为 包含 4 的 
所 有 闭 集 的 交集 , 于 是 由 上 面 的 (1) 知 , 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 .… 德 摩根 法 则 加 
. 涵 了 重要 的 等 式 
(A)’ 一 (4 


因为 五 是 4 的 一 个 闭 的 超 集 当 且 仅 当 它 的 补 集 U = 灭 是 44 的 一 个 开 子 集 . 由 
德 摩根 法 则 , 所 有 这 些 集合 FF 的 交集 的 补 集 是 所 有 这 些 集合 7 的 并 集 . 那 就 是 
说 , 4 的 补 集 是 (4 ) 

此 等 式 产生 了 闭 包 的 直接 的 特征 摘 述 : 


引 理 1.3 一 个 点 了 在 4 中 当 且 仅 当 在 D 的 每 个 球 都 与 4 相交 . 


证 明 点 p 不 在 下 中 当 且 仅 当 p 是 4' 的 内 点 , 就 是 说 , 当 且 仅 当 在 p 的 某 个 
球 不 与 4 相交 . 这 个 等 价 关系 最 外 面 的 两 端的 否定 给 出 了 引 理 国 


定义 1.5 任意 子 集 4 的 边 综 84 是 其 闭 包 与 其 内 部 的 差 集合 . 因此 有 
A=A- An. 


因为 4 一 B= 4An B', 我 们 有 对 称 的 特征 描述 04 = 4n(4) 从 而 94 = 
0(A'); 义 ,， : 
p € 84 当 且 仅 当 在 p 的 球 既 与 4 相交 也 与 4' 相交 . 
例题 1.1 球 B,(a) 是 开 集 . 在 赋 范 线性 空间 中 B.(a) 的 闭 包 是 在 a 的 半径 


r 的 闭 球 {€ : p(&,a) < r}. 它 可 从 引 理 1.3 容易 看 出 . 于 是 边缘 9Br(a) 是 在 a 
的 半径 > 的 球面 {€ : p(E,a) = 7}. 如 果 把 这 曲面 上 某 些 但 不 是 全 部 的 点 添加 到 


* 216 . 第 四 章 紧 性 和 完备 性 


开 球 上 , 我 们 便 得 到 一 个 既 非 开 也 非 团 的 集合 . 同学 们 应 该 预料 到 他 所 过 到 的 一 
个 随意 的 集合 会 是 个 既 非 开 又 非 闭 的 集合 . 


由 下 面 的 引 理 知 连续 函数 提供 了 开 集 和 闭 集 的 重要 来 源 . 


3| 理 1.4 如 果 久 和 六 为 度量 空间 , f 是 从 大 到 YY 的 连续 映射 , 则 只 要 4 
是 了 中 开 集 , f [A] 便 是 久 中 开 集 . / 


证 明 如 果 pe f-![4], 则 f(p) e 4, 并 且 因 为 4 为 开 , 某 个 球 Be(f(p)) 便 
是 4 的 一 个 子 集 . 但 是 f 在 p 点 的 连续 正好 是 说 , 存在 一 个 5 使 得 f[Bs(p)] C 
B.(f(p)). 特别 , f[Bs(p)] C 4 从 而 Bs(p) C 广 ![4]. 因此 对 每 个 pe 广 [4, 有 
一 个 关于 .p 的 球 被 含 在 广 :[L4] 中 , 这 就 是 说 此 集合 为 开 . 口 


由 于 /1[4] = (f-![A4])', 我 们 也 有 下 面 的 推论 


推论 1.2 如 果 久 YY 连续, 则 只 要 C 是 Y 中 闭 集 , 1-![C] 便 是 义 中 逆 
集 . | / 


把 这 两 个 结果 的 顺序 前 后 颠倒 也 成 立 . 作为 运用 此 引 理 的 例题 , 考虑 对 一 固 
定 的 we 由 6 = p(é,a) 定义 的 连续 函数 有 : 闫 一 民 集合 (-7,7), [0,7] 和 
{r} 分 别 为 及 的 开 , 闭 和 闭 的 子 集 . 因此 它们 在 f 下 的 逆 像 , 即 球 Br-(a), 闭 球 
{e: p(&,a) 乏 r} 和 球面 {& : p(&,a) = 了 } 分 别 为 式 中 的 开 , 闭 和 用 的 集合 . 特别 
直接 证 明 B,(a) 为 开 集 的 三 角 不 等 式 的 论证 方式 现在 被 看 出 已 没有 必要 再 借助 
于 三 角 不 等 式 论证 以 证 明 距 离 函数 的 连续 性 了 ( 引 理 1.2). 

但 是 在 向 前 的 方向 上 , 说 连续 函数 把 闭 集 带 到 闭 集 是 不 对 的 . 例如 , 如 果 f: 
R -及 是 反正 切 函 数 , 则 /四 = f 的 值 域 = (7/2,7/2), 它 不 是 一 个 RR 的 闭 子 
集 . 读者 可 能 会 感觉 这 个 例子 有 蒙骗 之 处 , 因为 我 们 只 预计 一 个 闭 集 的 f - 像 应 
在 f 值 域 这 个 度量 空间 中 是 个 闭 子 集 . 那 他 可 以 考虑 从 RR 到 其 值 域 [-1,1] 的 
f(z) = 2z/(1 + 22). 正 整数 集 Z+ 是 RR 的 闭 子 集 , 但 f[Z1] = {2n/(1 二 2)}?， 
在 [-1,1] 中 不 闭 , 因为 0 显然 在 其 闭 包 中 . 

定义 两 个 非 空 集 4 和 B 之 间距 离 p(4, B) 为 glb{p(a,b):aE 4 和 be B}). 如 
果 4 和 B 相交 则 此 距离 为 0. 如 果 4 和 B 不 交 , 此 距离 仍然 可 能 为 0. 例如 ,平面 
中 一 个 圆 的 内 部 和 外 部 为 不 交 的 开 集 ,它们 相距 为 0. > 轴 和 函数 f(z) = 1/z( 的 
图 像 ) 为 不 交 的 闭 集 ,它们 相距 也 为 0. 像 我 们 早先 曾 评注 的 , 一 个 集合 为 闭 当 且 
仅 当 不 在 4 中 的 每 个 点 距 4 一 个 正 的 距离 . 更 一 般 地 , 对 任何 集合 4, 一 点 2p 在 
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4 中 当 且 仅 当 p(p, 4) = 0. 
我 们 在 下 面 列 出 一 个 赋 范 线性 空间 中 两 个 子 集 间 距离 的 性 质 . 
(1) 在 平移 下 距离 不 变 :p(A, B) = p(A+7Y,B+7Y) 
(因为 ||(a+Y) 一 (8+ 和 = lla -86))). 
(2) p(kA, kB) = |k|p(A, B)( 因 为 ||ka — £61 = |k| lla — Bb)). 
(3) 如 果 六 是 个 子 空间 , 当 通过 N 中 一 个 向 量 平 移 B 时 则 从 B 到 NN 的 距 
离 不 变 :p(N, B) = p( 和 N, B+n), 如 果 mnEN (因为 N+7= NN). 
(4) 如 果 T € Hom(V,W), 则 p(T[4],T[B]) < IITl|p(4, B). 
(因为 ||T(a) 一 T(B)N < IT lle ~ 8 


引 理 1.5 如 果 入 是 个 真 闭 子 空间 , 0 < e < 1, 则 存在 a 使 得 lal|= 二 1 县 
pla, N)>1—e. 


证 明 选取 任 一 8 4 N. 于 是 p(8,N) > 0( 因 为 入 为 团 ), 从 而 存在 一 个 
7 € N, 使 得 
[8 —nl| < p(B8, N)/1—e 


[由 p(8,N) 的 定义 ]. 令 a= (8 一 /8 一 川 . 则 jal|=1 而 


pla, N) = p(B — 1, N)/NB — n= p(B, N)/INB — 
> p(B, N)(1 ~ é)/p(B, N)=1-—&, 


这 由 (2) 和 (3) 以 及 的 定义 得 到 9 


读者 可 能 会 感到 我 们 应 该 能 够 改进 这 个 引 理 . 的 确 , 我 们 所 必须 做 的 一 切 是 
选择 N 中 最 靠近 8 的 点 , 故 可 得 到 ||6 - 川 = p(6,N), 它 最 终 给 出 一 个 向 量 a 
使 jlal| = 1 而 ola, N) = 1. 但 是 这 是 我 们 的 直观 感觉 让 我 们 看 走 了 眼 : 如 果 N 
是 无 穷 维 的 , 就 可 能 不 会 有 一 个 最 近 的 点 凡 例如 , 如 同 我 们 将 在 第 五 章 的 习题 
看 到 的 , 如 果 Y 是 空间 ec([-1,1), 范 数 为 2 范 数目 f= (三 , P2)22, 并 且 如 果 NN 
是 V 中 那样 的 函数 g 的 集合 , 其 中 让 g = 0, 则 入 是 个 闭 子 空间 , 对 它 我 们 不 能 
找到 这 样 一 个 “最 好 ”的 点 a. 但 是 如 果 N 是 有 限 维 的 , 我 们 总 能 找到 这 样 一 个 
点 , 而 且 如 果 Y 是 个 希 尔 伯 特 空间 ( 见 第 五 章 ) 我 们 也 能 找到 . ? 


习题 
1.1 写 出 引 理 1.2 的 证 明 . 
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1.2 证 明定 理 1.1 的 (2) 和 (3). 
1.3 证 明定 理 1.2 的 (2). 
1.4 说 一 系列 开 集 的 交 仍 是 开 集 , 这 是 不 对 的 . 在 及 中 找 个 反例 . 
1.5 证 明 引 理 1.4 的 推论 . 
1.6 证 明 p € 4 当 且 仅 当 p(p,4) = 0. 
1.7 设 X 和 了 为 度量 空间 , 设 f :外 一 Y 具有 性 质 : 只 要 B 在 Y 中 为 开 则 f-!1[B] 在 
中 为 开 . 证 明 f 为 连续 . 
1.8 证 明 p(z, 4) = plz, 4). 
1.9 证 明 p(z, 4) 是 > 的 连续 函数 .( 事 实 上 它 是 利 普 希 欧 连续 的 .) 
1.10 创建 各 种 度量 空间 S( 选 取 及 ”中 子 集 ), 它们 各 具 下 列 性 质 : 
(1) S 有 nn 个 点 . 
(2) S 为 无 限 集 且 当 xz 关 Yy 时 p(x,y) 之 1. 
(3) 9 有 一 个 球 Bi(a), 使 得 闭 球 {z : p(x,a) < 1} 与 Bi(a) 的 闭 包 不 是 一 回 事 . 
1.11 让 明 在 一 个 赋 范 线性 空间 中 一 个 闭 球 是 其 相应 开 球 的 闭 包 . 
1.12 证 明 如 果 f: 革 一 Y 和 g:Y 一 2 为 连续 (其 中 X 7Y 和 2 是 度量 空间 ), 则 gof 也 
如 此 . z 
1.13 设 生 和 Y 为 度量 空间 . 定义 在 2 = X x Y 上 的 乘积 度量 的 概念 ， 定义 2 上 的 1 度 
量 p! 和 一 致 度量 po。( 证 明 它 们 是 度量 ). 这 些 定义 类 比 于 赋 范 线性 空间 的 习 积 空间 上 
的 1 - 范 数 和 一 致 范 数 , 并 证 明 按 你 在 前 面 的 定义 , 它们 每 一 个 都 是 滋 积 度量 . 
1.14 在 Z= 革 xY 上 对 2 - 度量 做 同样 的 事 . 
1.15 设 X 和 YY 为 度量 空间 , 并 设 V 为 赋 范 线性 空间 . 设 f:X 一 及 和 9g:Y 一 V 为 连 
续 映 射 . 证 明 
<zry>D fr)f(y) 
是 从 革 xY 到 VV 的 连续 映射 


*4.2 ”拓扑 


如 果 X 为 一 个 任意 集合 , 而 $ 是 X 中 满足 定理 1.1 中 从 (1) 到 (3) 性 质 的 
任 一 族 子 集合 , 则 称 $ 是 X 上 的 一 个 拓 提 . 定理 1.1 断言 说 一 个 度量 空间 X 的 
开 子 集 形成 了 X 上 的 一 个 拓扑 . 接着 发 生 的 内 部 , 闭 集 , 和 闭 包 的 定义 是 纯粹 拓 
扑 的 , 这 个 意思 是 说 它们 只 依赖 于 拓扑 $, 定理 1.2 和 等 式 (加 )' = (4')im 也 是 如 
此 . 研究 由 于 拓扑 的 存在 而 得 到 的 结果 被 称 为 一 般 拓扑 学 . 
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另 一 方面 , 早先 所 给 出 的 球 和 连续 性 的 定义 是 度量 定义 , 因此 属于 度量 空间 
理论 的 部 分 . 于 是 , 在 度量 空间 中 , 我 们 不 仅 有 拓扑 , 还 有 我 们 的 连续 性 的 < 定义 
和 球 , 和 闭 包 与 内 部 的 球面 特征 . 

现在 被 告 之 虽然 连续 性 和 收敛 性 由 度量 的 方式 定义 它们 , 也 有 纯 拓 扑 的 特 
征 从 而 是 拓扑 思想 , 可 能 会 使 读者 感到 惊讶 . 如 果 一 个 人 记 住 在 度量 空间 中 一 个 
开 集 不 是 别 的 而 只 是 球 的 并 , 那么 上 面 的 事实 是 容易 被 弄 明 白 的 . 我 们 有 : 

f 在 p 连续 当 且 仅 当 对 每 个 包含 f(p) 的 开 集 4 存在 一 个 包含 p 的 开 集 召 
使 得 jLB] C 4. 

这 个 涉及 一 个 单个 点 p 周围 行为 的 局 部 条 件 用 邻 域 的 概念 提出 来 更 为 流畅 
一 个 集合 4 是 点 p 的 一 个 邻 域 是 说 如 果 pe A4™. 于 是 我 们 有 : 

f 在 点 p 连续 当 且 仅 当 对 f(p) 的 每 个 邻 域 N, 广 [MY] 是 p 的 一 个 邻 域 

最 后 , 有 一 个 整体 连续 性 的 干净 漂亮 的 拓扑 特性 描述 . 假设 9 和 52 为 拓 
扑 空间 . 于 是 f : Si 一 52( 处 处 ) 连续 当 且 仅 当 只 要 4 为 开 则 广 - [4] 为 开 . 又 ， 
为 连续 当 且 仅 当 只 要 B 为 闭 则 广 ![B] 为 闭 . 由 于 引 理 1.4, 这 些 条 件 并 不 令 人 
吃惊 
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除了 转向 度量 空间 理论 的 更 为 广泛 的 观点 之 外 , 我 们 也 要 在 我 们 的 这 套 工 
具 中 添 进 序列 收敛 性 的 概念 , 读者 大 概 还 能 从 他 从 前 所 碰 到 的 微 积分 中 想起 它 
来 . 为 什么 度量 空间 理论 较 一 般 拓扑 学 更 简单 和 更 直观 的 主要 理由 之 一 在 于 , 老 
不 多 所 有 度量 式 的 论证 都 可 以 借用 序列 收敛 表述 ; 而 在 本 章 我 们 将 持之以恒 地 
使 用 它 , 较 之 于 其 他 的 选择 更 偏好 了 它 , 并 以 此 部 分 地 弥补 先前 对 此 工具 的 忽视 . 


定义 3.1 我 们 说 无 穷 序列 {Zn} 收敛 于 点 a 是 指 如 果 对 每 个 e 存在 一 个 入 
使 得 
n>N = p(rn,a) <E. 


我 们 也 说 当 n 趋向 无 穷 时 zn 趋向 a, 并 称 a 为 此 序列 的 极限 . 我 们 用 符号 
写成 当 人 00, zn 二 a, 或 者 limn_oozn = a. 从 形式 上 看 , 这 个 定义 实际 上 等 
同 于 我 们 早先 的 函数 收敛 性 的 定义 , 这 时 有 着 平行 的 定理 , 我 们 在 一 种 情况 下 使 
用 的 论证 一 般 几 乎 逐 字 逐 句 地 在 另 一 种 情形 成 立 . 第 三 章 的 引 理 1.1 的 证 明 可 
以 稍稍 变动 一 下 给 出 了 下 面 的 结 采 . 
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引 理 3.1 如 果 {&} 和 {mi} 为 典范 线性 空间 中 的 两 个 序列 , 则 
ft; > a 和 nn 67> +h a+t+pb. 


”主要 的 差别 在 于 我 们 现在 要 选取 N 为 max{ 和 Ni,N2} 以 替代 选取 6 为 
min{61,62}. 相似 地 ， 


引 理 3.2 如 果 在 TY 中 5i 一 人 而 在 及 中 zi; 一 a, 则 | Titi 一 QQ 


像 从 前 那样 , 此 定义 开始 于 三 个 量词 , (Ye)(3N)(Yn). 用 球 的 词 和 “几乎 所 有 
的 m 的 概念 重新 将 定义 措 词 我 们 能 够 得 到 多 少 更 符合 语言 习惯 的 形式 . 我 们 说 
P(n) 对 几乎 所 有 的 n 为 直接 的 是 除去 有 限 个 数 外 如 果 P(n) 对 所 有 的 n 为 真 ， 
或 者 等 价 地 , 如 (3N)(Yn>>)P(m). 于 是 我 们 看 到 

limzx, 二 a 当 且 仅 当 在 a 的 每 个 球 包含 了 几乎 所 有 的 zn. 

下 面 的 序列 式 特征 描述 给 出 了 大 概 是 最 直观 的 看 待 闭 包 和 闭 集 概念 的 方式 . 


定理 3.1 点 z 在 集会 4 的 闭 包 A 中 当 且 仅 当 存在 4 中 收 化 于 的 序列 
{Tn}. 
因此 一 个 集合 4 为 闭 当 且 仅 当 在 4 中 的 每 个 收敛 序列 的 极限 在 A 中 . 


证 明 如 果 {zn} C 4 并 且 zn 一, 则 在 z 的 每 个 球 包含 了 几乎 每 个 zw 因 
而 特别 地 相交 于 4. 因此 由 引 理 1.3, ze A. 反之 , 如 果 ze 4, 在 z 的 每 个 球 与 
4 都 相交 , 从 而 我 们 可 以 在 Bin(z) n 4 中 选任 意 点 当 作 rn 以 构造 一 个 4 中 收 
敛 于 z 的 序列 . 由 于 4 为 闭 当 且 仅 当 4 = 4, 那么 , 定理 的 第 二 个 陈述 可 由 第 一 
个 得 出 . 品 


也 有 一 个 连续 性 的 序列 特征 描述 , 它 大 大 有 助 于 以 一 种 灵活 的 方式 运用 连 
续 性 概念 . 设 X 和 了 为 度量 空间 . f 为 XX 到 Y 的 任意 函数 ， 


定理 3.2 函数 在 a 连续 当 且 仅 当 , 对 关中 任意 序列 {Zn}, 如 采 Zn 一 0 
则 f(xn) 一 f(a). 


证 明 首先 假设 f 在 a 连续 , 并 设 {zn} 为 任意 收敛 于 a 的 序列 . 于 是 对 给 
出 的 任意 s, 存在 一 个 6 使 得 


p(x,a) <6 SS pc f(a)) <E 
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这 是 f 在 a 的 连续 性 的 意思 ; 对 此 6 存在 一 个 N, 由 于 zn 一 a, 便 有 
n>N = prn,a) < 0. 


结合 这 两 个 强 涵 式 , 我 们 看 到 ,对 给 出 的 我 们 找到 了 N, 使 得 m > N > 
p(f (zn), f(a)) < <. 这 即 是 f(xn) 一 f(a). 


现 假定 f 在 a 不 连续 ， 在 考虑 这 样 一 个 否定 词 时 , 重要 之 处 在 于 把 隐 含 
的 全 称 量词 弄 成 明晰 ， 因 此 形式 上 , 我 们 假定 了 ~ (Ysj(36)(Yzj(p(lz,a) < 6 全 
p(f(z), f(a)) < e)， 那 就 是 说 (3s)(Y6)(az)(olz,a) < 6 & p(f(z), f(a)) > 6). 
这 种 符号 表示 在 读者 还 没有 计算 逻辑 否定 的 实践 时 并 不 是 必要 的 ; 有 经 验 的 思 
考 者 不 需要 形式 计算 , 赁 直觉 就 能 找到 正确 的 否定 ， 无 论 如 何 , 我 们 现在 有 一 
个 固定 的 <, 并 对 每 个 形 如 1/n 的 6 可 以 设 x。 为 一 个 相应 的 z， 于 是 我 们 有 
p(znya) <1/n 和 p(f(zxn), f(a)) >e 对 所 有 mn 成 立 . 第 一 个 不 等 式 表明 zn 一 a， 
而 第 二 个 表明 f(xn) f(a). 因此 如 果 f 在 a 不 连续 则 序列 条 件 就 不 被 满足 . 口 


上 述 论证 的 类 型 被 极其 频繁 使 用 ， 几乎 等 于 在 适当 场合 的 自动 证 明 程 序 . 
壁 如 说 , 我 们 要 证 明 (Vz)(3y)(vz)P(z,y,z). 由 归 诺 法 , 我 们 假定 此 不 大, 故 有 
(3zx)(YVy)(3z) ~ P(xz,y,z). 因此 , 不 去 使 用 所 有 的 数 y 而 代 之 以 让 y 通过 某 收 敛 
于 0 的 序列 , 如 像 {1/n}), 且 对 每 个 这 样 的 y 选取 一 个 对 应 的 z 或 zn. 我 们 结束 
于 ~ P(x, 二 ,zn) 对 给 出 的 > 和 所 有 的 成 立 , 从 而 以 序列 式 的 论证 结束 证 明 . 

读者 应 记 起 在 一 个 向 量 空 间 V 上 两 个 范 数 p,q 等 价 当 且 仅 当 恒 同上 映射 所 心 
为 从 <Vp> 到 <Vq> 和 <Vg> 到 <V,p> 是 连续 的 . 借助 于 上 面 的 是 
理 我 们 现在 有 : : 


定理 3.3 范 数 p 和 gq 等 价 当 且 仅 当 它 们 产生 出 完全 相同 的 收敛 序列 . 


我 们 早先 曾 论 证 说 , 在 两 个 赋 范 线性 空间 的 积 空间 V x W 上 的 范 数 应 该 等 
价 于 < a,é > jh = jial| ++j， 现在 关于 这 个 和 范 数 显然 可 以 看 出 , 一 个 序 
列 < anytn >EV x W 收敛 于 < a,é > 当 且 仅 当 在 VV 中 Qn 一 a 上 且 在 W 中 
tn 二 &. 我 们 现在 (再 次 由 定理 3.2) 看 出 了 : 


定理 3.4 VxW 上 的 一 个 乘积 范 数 是 任何 一 个 具有 下 面 性 质 的 范 数 : 在 
VxW 中 <<Qn,&n> 汪 <Q,E > 当 且 仅 当 在 太 中 on 一 Q 而 在 到 中 导 一 线 
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习题 
3.1 证 明 一 个 度量 空间 中 的 收敛 序列 有 一 个 惟一 的 极限 . 就 是 说 , 证 明 如 果 zn 一 a 和 
rn 二 b, 则 a = 5. 
3.2 证 明 在 度量 空间 中 zn 一 x 当 且 仅 当 在 及 中 pznzZ) 一 0. 
3.3 证 明 如 果 在 及 中 zn 一 a 且 对 所 有 n, xz»>>0 则 a 之 0. 
3.4 证 明 如 果 在 及 中 zw 一 0 且 对 所 有 nn 有 |yn| 世 zn, 则 wn 一 00. 
3.5 给 出 引 理 3.1 和 3.2 的 详细 的 (e, N) 证 明 . 


3.6 应 用 定理 3.2 证 明 , 如 果 X 为 度量 空间 , Y 为 赋 范 线性 空间 , 而 已 和 G 是 从 久 到 V 
的 连续 映射 , 则 已 + G 连续 . 叙述 并 证 明 对 乘积 FG 的 相似 定理 

3.7 应 用 定理 3.2 证 明 在 复合 下 连续 性 被 保持 

3.8 证 明 在 一 度量 空间 中 一 个 点 的 序列 (的 值 域 ) 一 般 来 说 不 是 个 闭 集 . 证 明 它们 也 可 以 是 
个 闭 集 

3.9 在 一 个 赋 范 线性 空间 中 一 个 开 球 的 闭 包 包含 了 相应 闭 球 的 这 个 事实 实际 上 在 引 理 3.2 
和 定理 3.1 的 基础 上 说 来 是 微不足道 的 小 事 . 证 明 其 确 是 如 此 


3.10 寺 接 证 明 , 如 果 在 六 = WV x 僻 上 使 用 极 大 范 数 ‖| < ae > 上 = maxtllall,ltl}, 则 在 
Y 上 
< an en > 一 <Q)D > 


成 立 当 且 仅 当 
在 VV 上 an 一 a 和 在 V 上 一 . 


3.11 证 明 如 果 在 R? 上 | || 是 个 递增 范 数 ( 见 第 三 章 的 定理 4.4 后 面 的 评注 ), 则 
p(< T1,Y1 >, < T2,Y2 >) 一 | < p(X1, 72), p(Y1, Y2) ~ | 


是 两 个 度量 空间 X 和 YY 的 积 空 间 关 x Y 上 的 一 个 度量 


3.12 在 上 一 个 习题 中 证 明 在 XxY 中 < Tnyn > HI< TY 当 且 仅 当 在 入 中 Zn 一 ”化 
而 在 Y 中 yn 二 y. 这 个 性 质 或 许 是 我 们 对 一 个 乘积 度量 的 最 低 要 求 . 


3.13 定义 一 个 乘积 度量 如 上 个 习题 , 用 定理 3.2 证 明 
<f,g>:S— XxY 


连续 当 且 仅 当 ff:5 一 了 莽 和 9 :5 一 站 都 连续 . 


3.14 设 X,Y 和 2 为 度量 空间 , 并 设 了 : X xY 一 2 为 一 映射 使 得 f(z,y) 分 别 对 每 个 变 
量 连续 ， 又 假设 对 z 的 连续 性 在 y 上 是 一 致 的 . 那 就 是 说 , 对 给 出 的 。 和 zo, 存在 一 
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个 6 使 得 对 每 个 y 的 值 都 有 
p(x, xT0) <6 > plf(x,y), f(x,y)) < e. 


证 明了 在 了 基 xY 上 连续 . 


3.15 在 闭 单位 正方 形 [0,1]x[0,1] 上 定义 函数 f 为 

f(0,0) = 0, 如 果 < z,y > 关 < 0,0 >, 则 f(z,y) = [a 
于 是 对 每 个 固定 的 y 值 ,f 作为 z 的 函数 是 连续 的 , 反之 也 如 此 . 但 是 试 证 明 f 在 原 
点 是 不 连续 的 . 那 就 是 说 , 找 出 一 个 在 平面 上 收敛 于 < 0,0 > 的 序列 < xn, yn > 使 得 
f(zxn, yn) 不 收 仿 于 0. 这 个 例子 表明 一 个 二 元 函数 的 连续 性 是 一 个 比分 别 对 每 个 变 元 
连续 更 强 的 性 质 . 


4.4 列 花 性 


读者 应 大 体 上 熟悉 子 序列 的 概念 . 一 个 序列 {zw} 的 一 个 子 序列 是 个 新 的 序 
列 {yn), 它 是 由 选择 项 zx， 中 无 穷 多 个 但 不 是 全 部 , 并 将 它们 按 所 选 的 指数 编号 . 
因此 如 果 ni 是 第 一 个 被 选 的 n,n2 是 其 次 的 ， 等 等 ， 并 且 如 果 令 Ym 一 Lnm) 我 
们 便 得 到 子 序列 


{Vy1, Yy2, , Ym, } 一 {ZniyZnay… ,Tnp 


或 者 
{ym}m = {zn bm- 


严格 地 说 , 对 所 选 指 标 ”集合 的 编号 是 个 从 Z+ 到 Z+ 的 序列 m my mm 它 保 持 
了 顺序 : Nm+1 > Nm 对 所 有 m 成 并 . 而 子 序列 mM PP Tn 是 序列 NP Tn 与 选择 
序列 的 复合 . 

为 了 避免 下 标的 下 标 , 我 们 可 使 用 n(m) 来 代替 nm. 在 这 两 种 情形 的 任 一 
种 中 , 我 们 依 习惯 采取 不 其 认真 的 态度 : 这 同一 符号 mn’ 当 我 们 写 出 xn 时 人 它 是 
一 个 整数 值 变量 , 而 当 我 们 写 出 n(m) 或 nm 时 则 当 作 选择 函数 , 这 是 标准 的 记 
号 糊涂 之 一 , 我 们 在 初等 微 积 分 中 已 经 忍受 过 了 , 这 是 因为 治 好 它 比 继续 得 病 更 
坏 . 我 们 能 这 样 说 : 设 f 是 一 个 序列 , 即 一 个 从 Z+ 到 有 的 一 个 函数 . 于 是 了 的 
一 个 子 序 列 是 一 个 复合 fo09, 其 中 9 是 从 Z+ 到 Z+ 的 映射 使 得 对 所 有 的 m 有 
g(m + 1) > g(m). 
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如 果 你 已 经 掌握 了 子 序列 的 思想 , 你 便 应 该 能 够 看 出 任何 一 个 0 和 1 构成 
的 无 穷 序 列 , 譬如 {0, 1,0,0,1,0,0,0,1,…} 都 可 以 作为 子 序列 从 {0,1,0,1,0,…， 
[1 十 (一 1)"]/2,…} 中 得 到 |. 

如 果 zn 一 a, 则 应 该 清楚 , 每 个 子 序列 也 收 鳃 于 a. 我 们 把 此 细节 留 给 读者 
作为 习题 ， 另 一 方面 , 如 果 序 列 {zw} 不 收敛 于 a, 则 有 一 个 s, 使 得 对 每 个 N 有 
某 个 较 大 的 n, 在 此 p(zn,a) > e. 现在 我 们 可 以 对 每 个 入 选取 一 个 n, 并 留意 让 
nN+1 > nn, 因而 选取 了 一 个 子 序列 , 它 的 所 有 的 项 离开 a 的 距离 至 少 为 e. 因 
此 (我 们 刚刚 选 出 的 ) 这 个 序列 没有 收 伍 于 a 的 子 序 列 . 于 是 , 如 果 {zn} 不 收敛 于 
a, 则 它 有 一 个 子 序列 , 这 个 子 序列 没有 ( 子 ) 子 序列 收 鳃 于 a. 由 此 有 


引 理 4.1 如 果 序 列 {zn} 和 点 a 使 得 {Tn} 的 每 个 子 序 列 有 它 自 身 的 收敛 
于 a 的 子 序 列 , 则 Xn 一 a. 


这 是 一 个 不 合 常理 , 未 必 使 人 有 深刻 印象 的 引 理 , 但 我 们 将 用 它 去 证 明 一 个 
最 重要 的 定理 (定理 4.2). 


定义 4.1 度量 空间 的 一 个 子 集 4 为 ( 序 ) 列 紧 的 是 说 , 如 果 4 中 每 个 序列 都 
有 一 个 子 序列 收敛 于 4 中 一 个 所 . 


这 里 可 以 说 , 我 们 无 中 生 有 地 创造 出 了 收敛 性 人 们 会 期 待 一 个 紧 集 具有 非 
常 强 的 性 质 , 或 许 会 怀疑 并 不 存在 很 多 的 这 种 集合 . 然而 我 们 马上 就 会 看 到 , R” 
中 每 个 有 界 闭 集 都 是 紧 的 , 并 且 它 是 在 有 限 维 空间 的 理论 中 我 们 最 经 常 使 用 的 
概念 . 在 无 穷 维 空间 中 列 紧 性 是 一 个 极 少 有 的 现象 , 但 是 当 它 确 实 存在 时 便 非常 
重要 , 正如 我 们 将 在 第 六 章 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 的 简短 浏览 中 看 到 这 一 点 . 

我 们 从 几 个 简单 而 重要 的 一 般 结 果 开 始 . 


引 理 4.2 如 果 4 是 度量 空间 8S 的 一 个 列 紧 子 集 , 则 4 是 闭 和 有 委 的 . 


证 明 假设 {zn} Cc 4A 且 zn 一 b. 由 4 的 紧 性 存在 一 个 子 序 列 {znGj 收敛 
于 点 ae 4. 但 一 个 收敛 序列 的 子 序列 收敛 于 同一 极限 . 因此 , a = 65 从 而 be 4. 
故 4 为 闭 . 

这 里 有 界 性 意味 着 位 于 在 一 给 定点 b 的 某 个 球 内 . 如 果 4 不 是 有 界 的 , 那么 
对 每 个 n 存在 一 点 zw E 4 使 得 p(zn,5) > n. 由 紧 性 , 子 序列 {znj 收 伍 于 一 
点 a € A, 而 且 plzn) 上 一 po 电 . 这 显然 与 p(Tn(2),b) > n(i) 21 矛盾 . 口 


连续 函数 把 紧 集 带 到 紧 集 . 下 面 结果 的 证 明 留 给 读者 作 习题 
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定理 4.1 如 果 有 连续 , 4 为 它 的 定义 域 中 一 个 列 基 子 集 , 则 f[4] 是 列 其 的. 


一 个 非 空 紧 集 4 C 及 包含 了 极 大 和 极 小 元 素 . 这 是 因为 nb4 是 4 中 一 个 
序列 的 极限 , 因 4 为 闭 从 而 属于 4 本 身 . 结合 这 个 事实 和 上 面 的 定理 , 我 们 得 到 
下 面 熟悉 的 推论 . 


推论 4.1 如 果 f 为 连续 实 函 数 且 dom(f) 为 非 空 和 列 紧 , 则 f 有 界 并 取得 
极 大 和 极 小 值 . 


下 面 非常 有 用 的 结果 与 上 面 的 定理 有 关 . 
定理 4.2 如 果 f 连续 并 为 双 射 , 而 且 dom(j) 为 列 其 , 则 三 连续 . 


证 明 我 们 必须 证 明 如 果 在 f 的 值 域 中 y, 一 y, 并 且 如 果 zn = 广 (yn), X= 
f-1(y), 则 zn 一 z， 只 要 证 明 每 个 子 序列 {znciyhi 自身 有 一 个 收敛 于 z 的 子 序 
列 就 可 以 了 ( 引 理 4.1). 但 由 于 dom( 有 ) 为 紧 , 故 存在 子 序列 {znci(j))1; 收 侠 于 茶 
z, 而 f 的 连续 性 蕴涵 f(z2) = limy_ yoo (Tn(i0))) = limy-yo0yn(i(7)) 三 和 

= f-1(y) = x. 这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 因此 广 - 连续 


我 们 现在 着 手 解决 证 明 R* 中 有 界 闭 集 为 紧 的 问题 . 我 们 首先 证 明 对 屎 月 
身 它 成 立 , 然后 对 R" 给 出 一 个 归纳 的 论证 . 

称 一 个 序列 {zn} 是 递增 的 是 说 对 所 有 n 如果 zn < zn+1. 如 果 对 所 有 郊 有 
zn < Zn+l 则 说 它 是 严格 递增 的 . 递 降序 列 和 严格 递 降序 列 的 概念 是 显然 的 . 一 
个 或 是 递增 或 是 递 降 的 序列 被 称 作 单调 的 . 这 些 概念 的 意义 在 于 下 面 的 两 个 引 
理 . 


引 理 4.3 及 中 一 个 有 和 界 单 调 序 列 为 收敛 的 . 


证 明 假设 {zx,} 递增 旦 上 有 界 . 设 ! 为 其 值 域 的 上 确 界 . 那 就 是 说 , zn < ! 
对 所 有 nn 成立, 但 对 每 个 e,!1 一 e 不 是 一 个 上 界 , 故 对 某 个 N 有 1-e < znN. 于 是 


n>N=> iI-e<rNn 人 <rn < 
从 而 lz 一 中 < <. 即 当 n 二 00 时 zn 一 1. 口 
引 理 4.4 屎 中 任 一 序列 都 有 一 个 单调 的 子 序列 . 


证 明 称 zn 为 一 个 恬 项 是 说 如 果 它 大 于 或 等 于 所 有 它 后 面 的 项 . 如 采 有 无 
穷 多 个 峰 项 , 它们 则 显然 形成 了 一 个 递 降 子 序列 . 另 一 方面 , 如 果 只 有 有 限 个 峰 
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项 , 则 有 最 后 一 个 zn.( 或 者 根本 就 没有 ), 那么 每 个 后 面 的 项 都 严格 小 于 某 个 其 
他 仍 在 更 后 面 的 项 . 我 们 选取 任意 大 于 To. 的 任意 NT), 而 后 再 选 n2 之 91 使 
Zn < zn 等 等 . 因此 这 时 我 们 选 出 了 一 个 严格 递增 的 子 序列 . 因此 我 们 已 经 证 
明了 民 中 任 一 序列 {zm} 或 者 有 一 个 递 降 的 子 序列 或 者 一 个 严格 递增 的 子 序 
列 |. 口 


将 这 两 个 引 理 合 在 一 起 , 我 们 有 : 


定理 4.3 民 中 每 个 有 界 序列 有 一 个 收 伍 的 子 序列 . 现在 我 们 可 以 用 归纳 法 
推广 到 RR". 


定理 4.4 R" 中 每 个 有 界 序列 都 有 一 个 收敛 的 子 序列 (使 用 任 一 个 乘积 范 
数 , 受 如 || | 小， 


证 明 前 面 一 个 定理 是 n = 1 的 情形 . 那么 假设 定理 对 n - 1 为 真 , 并 设 
{zmT}n 为 了 中 一 个 有 界 序列 . 设想 Rr 为 R*- x 殿 我们 有 zz 三 < 2 zm >， 
而 {gymjw 在 R"*-! 中 有 界 , 这 是 因为 如 果 zx =< yy,z >, 则 ||zlli = |lylli 十 || 之 
yll1， 因 此 由 归纳 假设 , 有 一 个 子 序列 {ys; 收敛 于 R"~! 中 某 个 y， 由 于 
{zntj)} 在 到 中 有 界 , 故 它 有 一 个 子 序列 {zn(i(p))}p 收敛 于 民 中 某 个 z， 当然 ， 
相应 的 子 子 序列 {y"(iP)}, 依然 收 化 于 Rr-! 中 的 y, 从 而 {fznGttp)jp 收敛 于 
R" = R"-!1 x 民 中 的 2 =<9y,z>， 这 是 因为 它 的 两 个 分 量 序列 现在 各 自 收敛 于 
y 和 z. 我 们 因此 找到 了 一 个 收 伍 的 {2"} 的 子 序列 . 口 


定理 4.5 如 果 4 为 到 中 的 有 界 闭 子 集 , 则 4 为 列 紧 (在 任何 一 个 范 数 下 ). 


证 明 如 宁 {Zn} C A, 则 由 定理 4.4 存在 一 个 子 序 列 {Tn(i) 上 收敛 于 民 中 
某 个 x, 并 且 因 为 4 为 闭 集 ,z 在 4 中 .于 是 4 为 紧 ， 品 


我 们 现在 来 填补 上 一 章 中 几 个 少数 缺口 中 的 一 个 . 
定理 4.6 Rn 中 所 有 的 范 数 都 等 价 . 


证 明 只 要 证 明 任 一 范 数 || 等 价 于 | 上 小 就 足够 了 . 令 a = max{j|6 溃 })?, 我 
们 有 


zl = 


n 
Ti0 
1 


故我 们 要 证 的 不 等 式 中 的 一 个 是 平凡 的 . 我 们 也 有 | lzl| llyi| | < llz 一 yl| < 


Li 
< Izalle < allzlh 
1 
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allz 一 yh, 故 ||lzl| 是 R* 上 相对 于 | 由 的 连续 函数 .现在 单位 1 - 范 数 球面 
5 = {z:llzll:=1 是 闭 和 有 界 的 , 故而 紧 (在 1 - 范 数 下 ). 连续 函数 ||z|| 在 这 
个 紧 集 S 上 的 限制 有 一 个 极 小 值 m, 而 且 m 不 为 零 , 这 是 因为 S 不 包含 等 问 量 . 
我 们 因而 在 S$ 上 有 jz > ml|zih, 故而 按 齐 性 , 在 R* 上 有 ||z|| > me 总 之 
我 们 已 经 找到 了 正常 数 a 和 m 使 得 m|| i < 中 中 al| 口 


与 坐标 同 构 复合 , 我 们 看 出 在 任何 一 个 有 限 维 向 量 空间 上 的 所 有 范 数 都 是 
等 价 的 . 


推论 4.2 如 果 M 是 赋 范 线性 空间 V 中 一 个 有 限 维 子 空间 , 则 JM 是 VV 的 
闭 子 空间 . 


证 明 假设 {6} Cc M 且 6 二 a EV. 我们 必须 证 明 a 在 M 中 .现在 {én 
是 M 中 的 一 个 有 界 子 集 , 而 它 在 M 中 的 闭 包 由 定理 是 列 暴 的 . 因此 某 个 子 序 列 


收敛 于 M 中 一 个 点 86 但 同样 也 收敛 于 a 改 a 一 BE AM 口 
习题 
4.1 用 归纳 法 证 明 , 如 果 f : Z+ 一 Z+ 使 得 对 所 有 n 有 f(n 十 1) > f(n), 则 对 所 有 n 有 
fn) 之 7. 


4.2 仔细 地 证 明 如 果 当 n 二 co 时 zn 二 a, 则 当 m 一 oo 时 zaon) 一 a 对 任意 子 序列 成 
立 . 在 这 个 证 明 中 上 一 个 习题 是 有 用 的 . 


44. 二 证 明 如 果 {zn} 是 及 中 的 一 个 递增 序列 (对 所 有 nN，Xn+1 之 Tn), 并 且 如 果 {zn} 中 有 


4.4 对 于 陈述 : 如 果 序 列 {zn} 不 收敛 于 a, 则 存在 一 个 e 和 一 个 子 序列 {zn(m)}m 使 得 对 
所 有 m 有 p(zntm,a) > 6, 给 出 一 个 更 仔细 的 论断 . 


4.5 找 出 及 中 一 个 没有 收敛 子 序列 的 序列 
4.6 找 出 及 中 一 个 不 收敛 的 序列 使 得 收敛 子 序列 的 极限 点 集 恰 好 由 数 1 组 成 . 
4.7 证 明 在 [0,1] 中 有 一 个 序列 {zx} 使 得 对 任意 y € [0,1] 存在 一 个 子 序列 rn 收敛 于 
y. 
4.8 证 明 在 一 个 度量 空间 X 中 一 个 序列 {zn} 的 收敛 子 序列 的 极限 的 集合 是 X 的 闭 子 集 
4.9 证 明定 理 4.1. 
4.10 证 明 两 个 列 紧 度 量 空间 的 笛 卡 儿 积 是 列 紧 的 (其 证 明 本 质 上 同 于 正文 中 的 .) 
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4.11 称 一 个 度量 空间 是 有 界 紧 的 是 说 , 如 果 每 个 闭 的 有 界 集 是 列 紧 的 . 证 明 两 个 有 界 紧 的 度 
量 空间 的 笛 卡 儿 积 仍 是 有 界 紧 的 (使 用 壁 如 在 习 积 空间 上 的 最 大 度量 ). 


4.12 证 明 一 个 赋 范 线性 空间 中 两 个 列 紧 子 集 的 和 4 十 B 仍 是 列 紧 的 . 

4.13 证 明 一 个 闭 集 和 一 个 紧 集 的 和 4 十 互 为 闭 . 

4.14 用 RR 中 的 例子 证 明 两 个 闭 集 的 和 不 必 是 闭 的 . 

4.15 设 {C%} 为 列 紧 度 量 空间 S$ 中 非 空 闭 子 集 的 道 降序 列 (对 所 有 n，Cn+t1 C Cn). 证 明 
门 Cn 非 空 . : 

4.16 给 出 一 个 度量 空间 中 非 空 闭 子 集 的 递 降序 列 {Cn} 使 得 站 2 Cn = @ 的 例子 . 

4.17 假设 度量 空间 8 具 如 后 性 质 , 即 9 的 每 个 非 空 闭 子 集 的 递 降序 列 {Ca} 有 非 空 交集 
证 明 5 必 是 列 紧 的 
[提示 : 给 出 任意 序列 {zi} C S, 并 设 Cn 为 {Xi : i 之 n} 的 财 包 . | 

4.18 设 4 为 一 个 nlsV 的 列 紧 子 集 , 并 设 从 4 中 点 到 原点 画 出 的 所 有 线段 得 到 的 集合 为 
B( 就 是 说 ， 

B={ta:aeEA 和 te [0,1]}). 
证 明 B 为 紧 . 

4.19 把 一 个 紧 性 的 论断 用 在 引 理 1.5, 证 明 如 果 N 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 V 的 真 闭 子 空 

间 , 则 存在 Y 中 a 使 得 llall = pla, NN)=1. 
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:一 致 ' 这 个 词 在 数学 中 常常 用 作 一 个 定性 的 形容 词 . 粗略 地 说 , 它 关 系 到 一 
个 “点 ” 性 质 P(y), 它 对 一 个 区 域 4 中 每 个 点 y 可 能 成 立 也 可 能 不 成 立 , 而 它 的 
定义 涉及 一 个 存在 量词 . 对 P(y) 的 一 个 典型 形式 是 (Yc)(3d)8Q(y,c,d)， 因 此 ,如 
果 Ply) 是 'f 在 y 为 连续 ' 则 P(y) 有 形式 (Ye)(36)Q(y,e,6)， 此 性 质 在 4 上 成 
立 是 说 对 4 中 所 有 的 y 成 立 , 就 是 说 , 如 条 


(vy )[(Yo) (34d)Q(y,c, oO). 


一 般 来 说 , 这 里 的 d 同时 依赖 于 y 和 c; 如 果 y 或 c 两 者 之 一 被 改变 , 则 相应 的 d 
会 不 得 不 变化 . 因此 在 连续 性 定义 中 的 5 同时 依赖 于 s 和 那个 在 其 中 断言 有 连 
续 性 的 点 y. 称 这 个 性 质 在 4 上 一 致 地 或 对 y 一 致 地 成 立 是 说 如 果 可 以 找到 一 
个 与 y 无 关 的 值 d( 但 仍 与 c 相关 ). 因此 这 性 质 对 y 一 致 地 成 立 是 说 , 如 采 


(YO(3D) (vy (Yc di 
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此 性 质 的 一 致 性 是 以 量词 (Yys“) 和 (3d) 的 反 顺 序 来 表达 的 . 因此 f 在 4 上 大 
一 致 连续 的 是 说 如 果 


(Ye)j(36)(Yy,zs )[p(y,2) <6 一 pz))<el， 


现在 5 与 我 们 断言 在 那里 有 连续 性 的 点 无 关 , 但 当然 仍旧 依赖 于 e， 

我 们 在 上 一 章 第 14 节 中 看 到 当 连 续 性 的 点 条 件 一 致 地 成 立时 它 是 多 么 更 
加 强大 有 力 . 在 本 节 后 面部 分 我 们 将 讨论 一 些 其 他 的 一 致 性 概念 , 并 且 我 们 将 看 
到 , 如 果 点 性 质 成 立 的 区 域 是 列 紧 的 , 则 此 点 性 质 常 常 草 洱 了 一 致 性 质 . 

我 们 在 上 面 已 考查 过 的 形式 的 叙述 形式 清楚 地 表明 了 一 致 性 和 非 一 致 性 之 
间 的 不 同 特征 . 但 在 写 出 一 个 论证 时 , 我 们 一 般 会 按照 我 们 更 为 符合 语言 习惯 
的 用 法 , 省 去 了 内 部 的 全 称 量 词 . 例如 , 一 个 函数 序列 {fn} C W“ 逐 点 收敛 于 
f :4 一 W 是 说 ,如果 它 在 4 中 每 点 p 收敛 于 f, 那 就 是 , 如 果 对 4 中 每 筷 p 和 
每 个 6, 存在 一 个 N 使 得 对 每 个 4 中 的 p， 


n>N = p(fn(p),f(p)) < e. 


当 p(&,n) = 上 一 吕 , 说 p(frn(p),f(p)) < 8 对 所 有 Pp 成立 与 说 fn 一 捉 %w Ee 走 
一 样 的 . 因此 一 致 地 户 二 f 当 且 仅 当下 fi 一 川 c 一 0; 这 就 是 为 什么 称 jc 为 
一 致 范 数 的 理由 . | 

逐 点 的 收敛 性 并 不 意味 一 致 收敛 性 . 因此 , f(z) = x? 在 4 = (0,1) 上 逐 操 
收敛 于 零 函 数 但 不 是 一 致 收 令 . 

在 4 上 的 连续 性 也 不 表明 是 一 致 连续 的 . 涵 数 ftz) = 1/z 在 4=(0,1) 连 
续 但 不 是 一 致 连续 . 然而 紧 性 改变 了 后 面 的 这 种 情 江 . 


定理 5.1 如 果 了 在 A 上 连续 , 并且 4 为 紧 集 , 则 了 在 4 上 一 致 连续 . 
证 明 这 是 我 们 的 “自动 的 ”否定 证 明之 一 . 一 致 连续 性 (UC) 是 性 质 
(Ye>0°)(36>°) (vzx, ye ) p(x,y) <6 = pl(f(z), f(y)) < al 


因此 , ~UCe (3e)(v6)(3z,)[p(z,9y) <5 和 p(f(z),f(y)) > a 取 6= ,从 而 有 

对 应 的 Xn, yn. 因此 对 所 有 n 有 p(xn, Yn) < 1/n 和 p(f (Tn), f(yn)) 之 & 其 中 < 为 

一 个 固定 的 函数 . 现在 {zn} 由 4 的 紧 性 有 一 个 收敛 的 子 序 列 , 譬如 znG) 一 7. 
pzn) FnG)) SPp(F(zna) AD) + plf OF), fF Yni))) 2 0, 


它 与 p(f (zn(j)), f(yn(j))) >e 矛盾. 由 否定 完成 了 证 明 . 口 
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但 是 4 的 紧 性 不 是 自动 地 把 4 上 函数 序列 的 逐 点 收 化 性 转换 为 一 致 收敛 
性 . 由 图 4.1 展示 的 图 像 定义 的 “分 段 线性 函数 户 : [0,1] 履 [0,1] 在 紧 区 域 
0, 1] 上 逐 点 收敛 于 零 , 但 此 收敛 性 不 是 一 致 的 (参看 习题 5.4). 


l 


图 4.1 


我 们 在 前 面 曾 指出 一 对 不 交 的 闭 集 间 的 距离 可 能 为 等. 但 是 如 采 其 中 一 个 
闭 集 是 紧 的 , 则 此 距离 必 为 正 . : 


定理 5.2 如 果 4 和 C 为 不 变 非 空 闭 集 , 且 其 中 之 一 为 归 , 则 p(A,C)> 0. 
证 明 用 自动 的 归 诬 法 证 明 , 并 将 其 留 给 读者 . 口 


这 个 结果 又 是 一 个 一 致 性 条 件 .说 一 个 集合 4 与 一 个 闭 集 C 不 交 就 是 说 
(Yzs4)(3r>0) (B-(zne=g2). 说 p(4,C0C) > 0 就 是 说 (3r>0)(Yzs4) … 

作为 列 紧 性 的 最 后 一 个 结果 , 我 们 将 建立 一 个 非常 有 威力 的 性 质 , 在 一 般 拓 
扑 学 中 将 此 性 质 作为 紧 性 的 定义 . 但 是 我 们 首先 需要 做 一 些 预备 性 的 工作 . 如 
果 4 是 度量 空间 5 中 的 一 个 子 集 , 4 的 7 邻 域 B-[4] 可 以 简单 地 说 成 是 4 中 所 
有 点 的 半径 为 ” 的 球 的 并 : 


B.[A] = U{Br(a):a€ A} = {7: (3a®A) (p(x,a) <7)}. 


一 个 子 集 4 CS 是 7 - 稠 于 5 的 是 说 如 果 S C B.[4], 即 如 果 5 的 每 个 点 到 4 
中 某 个 点 比 r 更 近 . 

度量 空间 S 的 一 个 子 集 4 是 稠 于 5S 的 是 说 如 果 4 = 3. 这 与 说 对 于 每 个 
S 中 点 p, 存在 4 中 任意 靠近 p 的 点 是 一 样 的 . 所 有 有 理 数 的 集合 Q 是 实数 系 
RR 的 稠 子 集 , 这 是 因为 任意 一 个 无 理 实数 z 可 以 被 有 理 数 任意 地 徘 近 . 由 于 我 们 
用 十 进 制 记号 做 算术 , 故 习 惯 上 用 使 用 小 数 近似 , 于 是 如 果 0<z<1 且 z 的 小 
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数 展开 为 x = ”an/10", 其 中 每 个 on 是 0 < an < 10 的 整数 , 则 Dt an/10" 
是 个 与 > 相差 小 于 10-N 的 有 理 数 . 注意 , 4 是 B 的 稠 子 集 当 且 仅 当 4 对 所 有 
正 数 > 在 互 中 为 >- 笛 的 . 

称 一 个 集合 B 是 完全 有 界 的 是 说 如 果 对 每 个 正 数 > 存在 一 个 有 限 集 它 > - 
稠 于 B. 因此 对 每 个 正 7, 集合 B 可 以 被 有 限 个 半径 为 7 的 球 履 资 . 例如 , n 一 1 
个 数 {i/n}"-! 是 (1/n) - 稠 于 开 区 间 (0,1), 这 对 所 有 n 都 对 , 故 (0,1) 是 完全 有 
界 的 . 

像 下 面 引 理 表明 的 那样 , 完全 有 界 性 是 比 有 界 性 要 强 很 多 的 性 质 . 


引 理 5.1 如 果 赋 范 线性 空间 V 是 无 限 维 的 , 则 它 的 闭 单位 球 B1 = {6 : 
上 < 1} 不 能 被 有 限 个 半径 为 志 的 球 所 利益 ， 


证 明 因为 V 不 是 有 限 维 的 , 所 以 我 们 能 够 选取 一 个 序列 {an} 使 得 对 每 个 
n an yi 不 在 {Qi1,… ,an] 线性 张 成 的 Mi 中 , 由 于 Mi 财 于 V (定理 4.6 的 推论 )， 
我 们 可 以 应 用 引 理 1.5 找 出 Mi 中 一 个 向 量 & 使 得 | 上 é&nl| = 1 而 plén, Mn-1) > 
2/3 对 所 有 n > 1 成 立 . 取 = aay/llaal, 我 们 便 有 了 一 个 序列 {&%} C Bi 使 得 
当 m 关 n 时 
én 一 名 > 5 


没有 一 个 半径 为 ;的 球 能 够 包含 多 于 一 个 的 &, 引 理 得 证 . 口 


举 个 具体 的 例子 . 设 V 为 C([0,1), fn 为 图 4.2 所 措 画 的 “ 峰 ” 函数 , 其 中 在 
底部 的 三 个 点 是 1/(2n + 2),1/(2n + D, 和 1/2n. 于 是 fn+i 与 户 * 不 相交 ” (部 
fntifn = 0), 并 且 我 们 对 所 有 n 有 fnllw=1 以 及 ||fn -fmlo = 1. 当 n zm. 
因此 没有 半径 为 1/2 的 球 可 以 包含 多 于 一 个 的 这 种 函数 户 , 故 在 V 中 的 单位 财 


] 
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球 不 能 锌 有限 个 半径 为 1/2 的 球 米 蔓 . 
5| 理 5.2 每 个 列 基 集 4 是 完全 有 罩 的 ， 


证 明 如 果 4 不 是 完全 有 界 的 , 则 存在 一 个 > 使 得 没有 一 个 有 限 子 集 正在 
4 中 为 + - 稠 的 . 我 们 于 是 可 以 归纳 定义 一 个 序列 {pn} 使 pi 为 4 中 任意 一 个 
点 , pz 为 一 个 不 在 B.(pi) 中 的 任 一 点 , pn 为 不 在 Bi[U"! pi] = UP: B,(pi) 中 
的 任 一 点 . 于 是 {pn} 是 4 中 一 个 序列 使 得 p(pi,p;) > mi 也 但 这 样 的 序列 没 
有 收敛 的 子 序列 . 因此 , 如 果 4 不 是 完全 有 界 的 则 4 便 不 是 列 紧 的 , 这 证 明了 引 
理 ， 口 


推论 5.1 一 个 赋 范 线性 空间 是 有 限 维 的 当 且 仅 当 和 的 闭 单 位 球 是 列 基 的 ， 


证 明 推论 的 一 个 方向 的 证 明 由 定理 4.4 得 到 , 而 另 一 个 方向 由 上 面 两 个 引 
理 得 到 |. 口 


引 理 5.3 假设 4 为 列 紧 而 {Bi :i ET 为 4 的 一 个 开 窗 盖 ( 即 {Ei;} 是 一 
族 开 集 且 A C UiE;). 于 是 存在 一 个 > 0 使 得 对 每 个 4 中 点 p, 球 Bi(p) 被 包 
含 在 某 个 五 ) 中 . 


证 明 否则 , 对 每 个 > 存在 4 中 一 个 点 p 使 得 吾 .(p) 不 是 任何 一 个 E; 的 子 
集 . 取 > = 1/m, 得 到 相应 的 序列 {pn}. 因此 Bijn(pn) 不 是 任何 一 个 B; 的 子 集 . 
由 于 4 为 列 紧 , 故 {pn} 有 个 收敛 的 子 序列 , 当 mm 一 co 时 pn(m) 了 了 Pp. 由 于 {EB;} 
覆盖 了 4, 某 个 忆 ; 包含 p, 于 是 对 某 个 ec > 0 有 pe(p) C EB;( 这 是 由 于 为 开 
集 ). 取 m 足够 大 使 得 1/m < e/2 且 p(pn(m),p) < e/2, 我 们 有 


Bi jn(m) (pn(m)) C Be(p) C b;, 


与 Bijn(pn) 不 是 任 一 个 E; 的 子 集 这 个 事实 矛盾 . 引 理 因此 而 得 证 . 口 
定理 5.3 如 果 信 是 列 紧 集 4 的 一 个 开 履 盖 , 则 存在 罕 的 一 个 有 限 子 族 复 盖 
了 4. 


证 明 由 刚刚 得 到 的 引 理 知道 ,存在 一 个 + > 0 使 得 对 4 中 每 个 p, 球 
B,(p) 完全 在 $ 的 某 个 集合 内 , 再 由 第 一 个 引 理 , 在 4 中 存在 p1,… ,pn 使 得 
A C UnB(p;)， 取 全 中 相应 的 Bi, 使 Br(pi) C Fi,i = 1,……,n,， 显然 我 们 有 
A CUnE,. 口 
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在 一 般 拓扑 学 中 , 一 个 集合 4 使 得 4 的 每 个 开 覆 盖 都 包含 了 一 个 有 限 履 兽 
被 称 作 紧 集合 或 说 具有 海 涅 - 波 雷 尔 性 质 . 上 面 定理 说 , 在 一 个 度量 空间 中 每 个 
列 紧 集 是 紧 的 . 我 们 在 下 面 将 看 到 相反 的 列 狂 关系 也 成 立 ， 让 这 两 个 概念 事实 一 
在 度量 空间 中 是 等 价 的 . 


定理 5.4 如 果 4 是 紧 度量 空间 , 则 4 是 列 紧 的 . 


证 明 设 {xn} 为 4 中 任 一 序列 , 设 和 是 那些 开 球 B 的 一 个 汇集 , 其 中 每 个 
B 只 包含 有 限 个 zi;. 倘若 多 覆盖 了 4, 则 由 紧 性 , 4 被 中 有 限 多 个 球 的 并 虱 
盖 , 这 显然 意味 着 整个 4 只 包含 了 有 限 多 个 zi, 这 与 {zi} 是 个 无 穷 序列 相 矛 大 . 
因此 省 没有 覆盖 4, 故 存在 4 中 一 个 点 z, 使 得 在 z 的 每 个 球 包含 了 无 穷 多 个 
这 些 zi. 更 准确 地 说 , 在 > 的 每 个 球 包含 了 对 无 穷 多 个 指标 的 zi. 现在 可 以 放 
心地 留 给 读者 去 看 出 {zn} 中 有 个 子 序 列 收 剑 于 >: 口 


习 远 


5.1 证 明 户 (z) = zx” 在 (0,1) 上 不 是 一 致 收敛 的 . 
5.2 证 明 f(z) = 1/z 在 (0,1) 上 不 是 一 致 连续 的 . 
5.3 定义 一 个 函数 及 : 六 xY 一 Y 在 第 一 个 变量 上 对 第 二 个 变量 是 一 致 利 普 希 区 的 概念 . 


5.4 设 5 为 一 个 列 紧 度量 空间 , 并 设 { 包 } 是 S$ 上 连续 实 函 数 的 一 个 序列 , 它 逐 点 地 递 降 
到 0( 即 {所 (p)} 是 有 R 中 的 递 降序 列 且 当 n 一 oo 时 所 (p) 一 0). 证 明 此 收敛 性 是 一 
致 的 .( 用 习题 4.15 试 一 试 .) 


5.5 借助 于 本 节 定 理 5.1 运用 足够 而 又 较 弱 的 假设 条 件 重 新 叙述 第 三 章 的 定理 15.1 和 15.2 
的 推论 . 


5.6 证 明定 理 5.2. 


5.7 证 明 如 果 4 是 赋 范 线性 空间 集合 X 的 一 个 7 - 称 子 集 , 并 且 如 果 B 是 集合 YCV 
中 一 个 s - 筒子 集 , 则 4 十 巨 是 和 +Y 中 的 (r + s) - 笛子 集 . 最 后 得 到 Y 的 两 个 元 
全 有 界 子 集 的 和 是 完全 有 界 的 结论 . 

5.8 假设 n 个 点 {pi;}? 在 一 个 度量 空间 X 中 为 > - 笛 . 设 4 为 关 的 任 一 子 集 . 证 明 4 
中 有 一 个 最 多 为 n 个 点 的 子 集 , 它 27 - 笛 于 4. 最 后 得 到 一 个 完全 有 界 度 量 空 间 的 任 
何 子 集 本 身 也 是 完全 有 界 的 结论 . 

5.9 证 明 两 个 完全 有 界 度量 空间 的 笛 卡 儿 积 是 完全 有 界 的 . 


5.10 证 明 如 果 一 个 度量 空间 X 有 一 个 完全 有 界 的 稠 子 集 4, 则 六 为 完全 有 界 . 
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5.11 证 明 如 果 两 个 从 度量 空间 多 到 度量 空间 Y 的 连续 映射 和 9 在 X 的 一 个 稠 子 集 上 
相等 , 则 它们 处 处 相等 . | 

5.12 以 涉及 球 的 存在 性 的 显 式 定 量 形式 写 出 集合 {4;} 的 内 点 集 覆 盖 度 量 空间 4 的 陈述 
然后 证 明 引 理 5.3 的 结论 是 另 一 个 一 致 性 断言 . 

5.13 在 定理 5.3 的 基础 上 重新 证 明 在 一 个 紧 的 定义 域 上 的 一 个 连续 函数 是 有 界 的 这 个 定理 . 

5.14 由 定理 5.3 重新 证 明 在 一 个 紧 的 定义 域 上 的 连续 函数 为 一 致 连续 这 个 定理 . 


4.6 ”等 度 连续 性 


我 们 将 要 做 的 是 在 无 穷 维 背景 下 对 列 紧 性 的 应 用 , 它 涉 及 到 等 度 连 续 的 函 
数 族 的 概念 。 如 果 4 和 B 是 度量 空间 , 则 称 一 个 子 集 售 C B44 在 4 中 po 为 等 
度 连续 的 是 说 , 如 采 六 的 所 有 函数 在 po 连续 而 且 如 果 对 给 出 的 s, 存在 一 个 6 
对 它们 全 部 都 适用 , 就 是 说 , 使 得 对 六 中 每 个 f 都 有 


plp,po) <0 SS pl(f(p), po)) <E 


族 襄 是 一 致 等 度 连续 的 是 说 如 果 6 也 与 po 无 关 , 从 而 只 依赖 于 s. 我 们 的 量词 
串 因 此 是 (Ve)(36)(Yp, qe“)(vfe5). 

例如 , 给 出 m > 0, 设 襄 为 从 (0,1) 到 (0,1) 的 函数 汇集 , 使 得 f' 存在 且 在 
(0,1) 上 |f'| < m. 于 是 由 普通 的 中 值 定理 知 |f(z) 一 f(y)| < mlz -yl. 因此 对 给 
出 的 任意 <, 我 们 可 以 取 56 = ef/m 并 对 所 有 z,y € (0,1) 和 所 有 fe 六 有 


zr-y<o = |f(z)- f(W| <e. 
这 个 汇集 六 从 而 为 一 致 等 度 连续 . 


定理 6.1 如 果 4 和 号 为 完全 有 界 的 度量 空间 , 并 且 如 果 信 是 B4 中 一 个 
一 致 等 度 连续 的 子 族 , 则 宫 在 一 致 度量 下 为 完全 有 和 界 . 


证 明 给 出 s > 0, 选取 6 使 得 对 所 有 f €E 人 疙 和 所 有 pi,p2 € A 有 p(pi,p2) < 
5 一 p(f(p1),f(p2)) < ef/4. 设 D 为 4 中 一 个 有 限 子 集 , 它 6 - 稠 于 4, 并 设 上 上 
为 B 中 一 个 有 限 子 集 , 它 (s/4) - 稠 于 B. 设 G 为 D 到 中 的 所 有 函数 的 集合 
E?.G 自然 是 有 限 的 ; 事实 上 , #G = 人, 其 中 m= #D,n = #E. 最 后 对 每 个 
9 € G 让 4 为 所 有 了 葡 数 f € 六 使 得 对 每 个 pE D 有 


p(f (Pp), 9(p)) < e/4 
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的 集合 . 我 们 断言 这 些 $, 覆盖 了 $3, 而 且 每 个 go 的 直径 最 多 为 e. 由 此 我 们 将 
得 到 一 个 六 的 有 限 s - 笛子 集 , 这 只 须 从 每 个 非 空 的 g 中 选取 一 个 函数 就 可 以 
做 到 , 从 而 使 定理 得 证 . 

要 证 明 每 个 f € 语 在 某 个 $8。 中 , 我 们 简单 地 构造 一 个 适当 的 g. 对 每 个 D 
中 的 p 存在 B 中 的 一 个 9 它 与 f(p) 的 距离 小 于 e/4. 如 果 我 们 对 D 中 每 个 p 
选取 一 个 在 五 中 这 样 的 g, 则 有 了 一 个 G 中 的 函数 9 使 得 f € $$。. 

我 们 必须 做 的 最 后 一 件 事 是 证 明 如 果 户 六 ego, 则 p( 岂 9) < .由 于 p(h,9) < 
=/4 p(f,9) < e/4 在 D 上 者 成立, 则 对 每 个 peD 得 到 


p(f(p), h(p)) < ef2. 
于 是 对 任意 p'€ 4 我 们 只 须 选 取 p € D 使 得 p(p',p) < 6, 从 而 我 们 有 
p(f (Pp'),h(p')) < p(f(p'), fp)) + p(f (Pp), h(p)) + pl(h(p), h(p’)) 


<e/4+e/2+ée/4=&. 口 


上 面 的 证 明 是 个 数学 论证 的 好 例子 , 它 十 分 初等 但 艰难 . 在 提 及 数学 推理 
时 ,高 级 , 和 困难 , 这 两 个 词 绝 不 等 价 


4.7 ”完备 性 


如 果 当 n 一 co 时 zn 二 a, 则 这 些 项 zi, 当 n 变 大 时 显然 相互 变 得 靠近 . 另 
一 方面 , 如 果 {zxn} 是 当 n 一 ce 时 它们 的 项 可 以 相互 靠 得 任 意 近 的 一 个 序列 , 则 
{zn} 显然 应 该 收敛 于 一 个 极限 , 但 也 可 能 不 是 ; 这 个 期 竺 的 极限 点 可 以 不 在 此 
空间 如果 一 个 度量 空间 3 使 得 每 个 应 该 收敛 的 每 个 序列 实际 上 都 收敛 , 我 们 
则 说 S 是 完备 的 . 我 们 现在 使 此 概念 变 得 准确 清晰 . 


定义 7.1 称 {zn} 是 个 柯 西 序列 是 说 如 果 对 每 个 & 存在 一 个 NN 使 得 
m>N 和 n>N = prm rn) <eE. 
引 理 7.1 如 果 {zn} 收 伊 ， 则 {zn} 是 柯 西 序列 . 


证 明 对 给 出 的 s, 我 们 选取 N 使 得 n> NN > p(zn,a) < ef/2, 其 中 为 此 序 
列 的 极限 . 那么 , 如 果 m 和 n 同时 都 大 于 n, 我 们 便 有 


p(Tm; Tn) < p(Tm,a) + pla, Tn) <E/2+e/2=&. 口 
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引 理 7.2 如 果 {zn} 是 柯 丁 的 , 并 且 如 果 有 一 个 子 序 列 收敛 , 则 {zn} 自身 
也 , 收 伍 . 


证 明 假定 当 i oo 时 zu 一 a 给 出 8, 我们 取 使 得 mn > N 
p(xn; Tm) < E. 因为 当 i 一 oo 时 zr) 一 4, 我们 可 以 选 一 个 i 使 得 n(i)>NN 及 
p(znda) < 上 . 因此 如 果 m > NN, 我 们 则 有 


p(Tm, a) < p(Tm, Tn(i)) 十 p(Tn(i), a) < 2e, 
故 Xm 一 a. 口 


目 然 ， 实际 上 如 果 m,n > N= p(Tm,Tn) < 85， 并 且 如 果 Tn 一 QQ 则 对 任意 
m > N，p(zma) < &. 为 什么 ? : 


引 | 理 7.3 如 果 4 和 B 为 度量 空间 , 并 且 如 果 工 是 从 A 到 昌 的 利 普 希 英 映 
射 , 则 工 将 4 中 的 柯 西 序列 带 到 B 中 的 柯 西 序列 . 特别 , 如 果 有 和 4 和 B 为 同 范 线 
性 空间 并 且 工 是 Hom(A,B) 中 元 素 时 , 这 是 正确 的 . 


证 明 设 {zw} 为 4 中 一 个 柯 西 序列 , 并 令 yn = T(zn). 给 出 ,选取 使 得 
m,n > N 坟 p(zmyzn) <e/C, 其 中 C 是 TT 的 一 个 利 普 希 次 常数 . 于 是 


m,n >N= pym yn) = p(T(Tm), T(Tn)) < Cp(zm,Tn) <Ce/C=e. 0D 


这 个 引 理 有 如 下 的 实质 性 推广 . 


定理 7.1 如 果 A 和 B 为 度量 空间 , {Zn} 为 4 中 的 柯 西 序列 , 而 下 :4 一 卫 
为 一 致 连续 , 则 {E(zn)} 在 中 是 柯 西 的 . 


证 明 证 明 作 为 习题 留 下 . 口 


同学 们 应 努力 获取 对 这 些 引 理 真实 性 的 良好 直觉, 依照 此 感觉 这 些 技 术 性 
证 明 变 得 多 多 少 少 有 些 显 而 另 类. 


宗 义 7.2 一 个 度量 空间 4 是 完备 的 是 说 如 果 4 中 的 每 个 柯 西 序列 都 收敛 
于 4 中 的 一 个 极限 . 称 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 为 一 个 巴 拿 赫 空 间 ， 


我 们 现在 要 列举 一 些 重要 的 巴 拿 赫 空间 的 例子 . 在 每 种 情形 给 出 一 个 证 明 
是 必要 的 , 故 将 这 些 例 子 写成 一 些 定理 . 


定理 7.2 民有 是 完备 的 . 


证 明 设 {za} 在 及 中 为 柯 西 的 . 于 是 {zn} 有 界 (为 什么 ?), 故 由 定理 4.3, 它 
有 一个 收 合 的 于 序列. 引 理 7.2 则 意味 着 {zn} 是 收敛 的 D 


定理 7.3 如 果 4 是 个 完备 的 度量 空间 , 并 且 如 果 了 二 从 人 到 度量 空间 B 
的 连续 双 射 映射 , 使 得 1-!1 为 利 普 希 英 连 续 , 则 BB 为 元 备 . 特别 , 如 果 VV 及 个 巴 
拿 赫 空间 , 并 且 了 了 在 Hom(V,W) 可 这, 则 W 为 巴 拿 赫 空间. 


证 明 假设 {ya} 是 B 中 的 一 个 柯 西 序列 , 并 令 对 所 有 的 i, zi = f-1(yi). 于 
是 由 引 理 7.3, {z;} 在 4 中 为 柯 西 的 , 故 收敛 于 4 中 的 某 个 z, 这 是 因为 4 为 完 
备 的 缘故 . 但 是 因为 f 连续 , 所 以 yn = f(zn) > f(z). 因此 B 中 每 个 柯 西 序列 
都 收敛 , 从 而 B 为 完备 i 


巴 拿 替 空间 的 断言 是 个 特殊 情形 , 因为 了 的 可 逆 性 意味 着 了 ”存在 且 在 
Hom(W,V) 中 , 从 而 是 个 利 普 希 欧 映射 ， 


推论 7.1 如 果 刀 和 9 在 了 上 为 等 价 范 数 , 而 且 <Vp> 为 完备 , 则 <V,gq> 
也 ,Xp 此. 


定理 7.4 如 果 训 和 为 巴 拿 炎 空间 , 则 Vx 也 是 . 


证 明 如 果 {< ,mm >} 是 柯 西 的 , 则 {tn} 和 {mn} 中 的 每 一 个 也 是 柯 西 的 
(因为 投射 r; 有 界 , 故 由 引 理 7.3 可 知 ). 于 是 名 二 a 和 mn 乙 BP, 其 中 EV 和 
8 ce WV. 因此 在 Vx 中 < 和 7n > <a,b >.( 见 定理 3.4.) 口 


推论 7.2 如 果 {Vi}? 为 巴 拿 赫 空间 , 则 [=i Vi 也 有 
推论 7.3 每 个 有 限 维 向 量 空间 都 是 巴 拿 赫 空 间 . (在 任意 范 数 下 .) 


证 明 由 定理 7.2 和 上 面 的 推论 1 知 Rr 为 完备 (譬如 说 在 1 范 数 下 ). 然后 
我 们 在 了 上 选择 一 组 基 并 赋 以 1 范 数 , 再 应 用 定理 7.3 的 推论 把 它 过 渡 到 其 他 
任何 一 个 范 数 上 . 口 


定理 7.5 设 人 为 巴 拿 赫 空间 , 4 为 任意 集 ,并 设 B(A,W) 为 从 和 A 到 到 的 
所 有 有 界 映 射 构成 的 向 量 空间 , 其 范 数 为 一 致 范 数 | 有 oo = lub{l|f (oa) :ae A}. 
于 是 好 (4, 厂 ) 为 巴 拿 赫 空间 . 
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证 明 设 { 访 } 为 柯 西 序列 并 取 任 意 a € 4.， 因为 |f(a) - fn(lo) < 
fn 一 fml|w, 故 {fn(a)} 在 W 中 是 柯 西 的 , 从 而 收 伍 .定义 9g:4 一 作为 
9(a) = limfn(a), 对 4 中 每 个 a 成立. 我 们 必须 证 明 g 为 有 界 且 户 一 9. 

给 出 =, 我 们 选取 NN 使 得 m,n > 六 之 |jm 一 六 | < <e. 


jn(o) — g(o)N = lim lfm(a) 一 户 (a) < <. 


拉 一 DO 


于 是 ， 如 采 mm > N, 则 jfm(a) -9 过 < 对 所 有 a € 4 成 立 从 而 
| 一 2。 入 cs. 这 表明 和 和 户 -9 都 属于 外 (4 全), 所 以 


9 = fm — (fm — g) € 外 (4 W), 


定理 7.6 如 果 V 是 赋 范 线性 空间 , W 是 个 巴 拿 赤 空间 , 则 Hom(V,W) 是 个 
巴 拿 末 空间 . 


其 证 明 方法 等 同 于 前 一 个 定理 的 , 故 将 其 留 作 习题 . 这 里 的 有 界 性 的 意思 不 
一 样 , 但 以 本 质 上 一 样 的 方式 加 以 使 用 . 需要 建立 一 个 附加 的 事实 , 即 那个 极限 
映射 (对 应 于 上 面 定理 中 的 g) 是 线性 的 . 


定理 7.7 完备 度量 空间 的 闭 子 集 是 完备 的 . 任何 度量 空间 的 完备 子 集 是 闭 


证 明 此 证 明 留 给 读者 0D 


由 定理 7.7 知道 , 一 个 完备 的 度量 空间 是 绝对 闭 的 , 它 的 意思 是 说 不 管 我 们 
如 何 把 4 扩张 到 一 个 更 大 的 度量 空间 B, 4 总 是 B 的 闭 子 集 . 实际 上 , 这 个 性 
质 等 价 于 完备 性 , 因为 如 果 4 不 是 完备 的 , 那么 度量 空间 理论 中 一 个 非常 重要 的 
构造 表明 4 可 以 被 完备 化 . 那 就 是 说 , 我 们 可 以 构造 一 个 包含 4 的 完备 度量 空 
间 B. 现在 如 果 4 不 完备 , 则 4 在 互 中 的 闭 包 不 同 于 4 且 是 完备 的 , 因而 4 不 
是 绝对 闭 的 . 

对 一 个 度量 空间 的 完备 化 构造 可 参看 习 题 7.21~7.23. 一 个 赋 范 线性 空间 的 
完备 化 当然 是 个 巴 拿 赫 空间 . / 


定理 7.8 在 定理 7.5 的 背景 下 , 设 4 为 度量 空间 ， Cl[4, WI) 为 从 A 到 W 
的 连续 函数 的 空间 , 并 令 


BE(AW) = 站 (4 W) NE(A, W). 


4.7 完备 性 .239 ， 
于 是 BC 是 人 的 闭 于 集 . 


证 明 假设 {fn} C BE HE |fn 一 9||。 一 0 9E B. 我 们 必须 证 明 9 是 连续 
的 . 这 是 经 常 使 用 的 “向 上 , 在 上 , 向 下 ”(“up, over, and down”) 论证 法 的 应 用 , 它 
图 示 地 被 标 出 在 图 4.3 中 . 


图 4.3 


给 出 s, 我 们 首先 选任 意 使 fn, 一 glloo。 < s/3 的 n. 现 考虑 任意 a€ 4. 因为 
fn 在 a 连续 , 故 存在 一 个 6 使 得 


p(z;0) < 6 > fn(z) — fn(o) < e/3. 
于 是 
p(s0) < 6 1g(z) = go < lolz) = fa oN + fn(z) 一 大 (al 
+ — go) < /3+e/3+e/3=. 
因此 对 每 个 ae 4,9 为 连续 , 从 而 ge BE 


这 个 重要 的 经 典 结果 习惯 上 是 这 样 叙述 的 :连续 画 数 的 一 致 收敛 序列 的 极限 
是 连续 的 ， 
注 上 面 的 证 明 要 更 广 一 点 . 我 们 实际 证 明 的 是 如 果 fn 一 f 是 一 致 的 , 并 
且 如 果 每 个 f, 在 4 连续 , 则 f 在 a 连续 
推论 7.4 BE(A,W) 为 已 拿 赫 空 间 ， 


定理 7.9 如 果 4 为 列 紧 度 量 空间 , 则 4 为 完备 . 
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证 明 4 中 一 个 柯 西 序列 有 一 个 收敛 于 4 中 一 个 极限 的 子 序列 , 因此 由 引 理 
7.2 它 目 己 也 收 合 于 此 极限 . 故 4 为 完备 0D 


在 第 5 节 中 我 们 证 明 过 一 个 紧 集 也 是 个 完全 有 界 集 . 相反 地 可 以 证 明 一 个 
完备 的 , 完全 有 界 的 集合 4 是 列 紧 的 , 故 这 两 个 性 质 合 在 一 起 等 价 于 紧 性 . 

关键 的 事实 是 如 果 4 是 完全 有 界 的 , 则 4 中 的 每 个 序列 有 一 个 柯 西 子 序列 . 
如 果 4 为 完备 , 此 柯 西子 序列 将 收敛 于 4 的 一 个 点 . 因此 完全 有 界 性 和 完备 性 
合 起 来 等 价 于 紧 性 这 个 事实 直接 从 下 面 的 引 理 得 到 . 


引 理 7.4 如 有 果 4 为 完全 有 和 罩 , 则 4 中 每 个 序列 都 有 一 个 柯 西子 序列 . 


证 明 设 {pm} 为 4 中 任 一 序列 .由 于 4 可 由 有 限 个 半径 1 的 球 履 盖 , 这 样 的 
球 中 至 少 有 一 个 含有 无 穷 多 个 {pn} 中 的 点 . 更 准确 地 说 , 存在 一 个 无 限 集 Mi C 
Zt+ 使 得 集合 {pm :me Mi} 在 单个 的 半径 1 的 球 内 . 假设 Mi,… ,Mn C ZT 已 
被 定义 使 得 Mi C Mi,i = 1,…,n 一 1, 且 Mi 为 无 限 集 . 而 {pm :me Mi} 是 
一 个 半径 1/i 的 球 的 子 集 , i = 1,… ,n. 由 于 4 被 有 限 个 族 半径 为 1/n 十 1 的 球 
覆盖 , 故 至 少 有 一 个 去 覆盖 的 球 含 有 {pm :me Mn} 中 的 无 穷 多 个 点 . 更 准确 地 
说 , 存在 一 个 无 限 集 Mn41 C Mn 使 得 {pm : m e Mn+1} 是 半径 1/(n +1) 的 球 
的 一 个 子 集 . 我 们 因而 定义 了 一 个 无 穷 序 列 {Mn}, 其 中 每 个 Mn。 是 Z” 的 子 集 
并 具有 上 面 的 性 质 . 

现 选 mi e Mi, m2 € M2 使 ms > mi, 并且 更 一 般 地 , 选 mt € Mn+l 
使 mn+l > mn， 那么 子 序列 {pm }n 是 柯 西 的 . 因为 给 出 ce, 我 们 可 选 ”使 
1/n < ef/2. 于 是 i,j > n> mi,mj € Mn 沪 p(pmi;pm;) < 2(1/n) <e. 这 证 明了 
引 理 , 而 我 们 的 定理 是 个 推论 . 口 


定理 7.10 一 个 度量 空间 S 是 列 紧 的 当 且 仅 当 5S 为 完全 有 界 和 完备 的 . 


接 下 来 的 三 节 将 致力 于 完备 性 对 微 积 分 的 应 用 , 但 在 着 手 这 些 极其 重要 的 
事 之 前 我 们 应 该 讲 几 句 关于 无 穷 级 数 的 话 . 像 在 普通 微 积分 那样 , 如 果 {&%} 是 
在 一 赋 范 线性 空间 Y 中 的 一 个 序列 , 我 们 说 级 数 2 6 收敛 并 有 和 a, 且 记 为 
yo ti = a 指 的 是 如 果 部 分 和 的 序列 收敛 于 a. 这 表明 当 n 一 oo 时 on 一 0 其 
中 对 每 个 n, on 等 于 有 限 和 > 1 6. 我 们 说 亲 5 绝 对 收敛 是 指 如 果 范 数 的 级 数 
||&| 在 及 中 收敛 . 除非 每 个 绝对 收敛 的 级 数 真 的 收敛 , 否则 这 是 在 瀑 用 术语 ， 
而 这 个 概念 的 重要 性 来 自 下 面 的 定理 . 


4.7 完备 性 241 ， 


定理 7.11 如 果 了 是 个 巴 拿 赫 空间, 则 了 中 每 个 绝对 收 化 的 级 数 是 收敛 的 . 


证 明 设 于 & 绝 对 收敛 . 这 意味 着 2 | 和 | 在 了 中 收 颌 ， 即 序 列 {sn} 在 RR 
中 收敛 , 其 中 sn = 221 | 如 有 果 m < n, 则 


llon ~ omll = 3 &il| < 3 | 人 | = sn 一 sm. 
7 十 1 1 十 1 
因为 {s;} 在 民 中 为 柯 西 序列 , 此 不 等 式 表 明 {0;} 在 V 中 也 是 柯 西 序列 , 并 且 因 
为 V 是 完备 的 , 从 而 {on} 在 V 中 收敛 . 那 就 是 说 > & 在 V 中 收 合 . 口 


读者 被 要 求 在 一 个 习题 中 证 明 , 相反 地 , 如 果 一 个 赋 范 线性 空间 V 满足 每 
个 绝对 收敛 的 级 数 收敛 , 则 V 为 完备 . 这 个 性 质 因 而 描绘 了 巴 拿 赫 空 间 的 特征 . 

我 们 将 常常 使 用 上 面 这 个 定理 . 目前 我 们 仅 说 明 一 个 推论 , 即 经 典 的 魏 尔 斯 
特 拉 斯 比较 判别 法 


推论 7.5 如 果 {fn} 是 具有 公共 定义 域 的 有 界 实 (或 WW - 值 的 , 其 中 全 为 某 
个 巴 拿 灰 空间 ) 函数 的 序列 , 并 且 如 果 存 在 一 个 正常 数 的 序列 {Mn} 使 得 并 Mn 
收 伍 和 |jle 乏 Mn 对 每 个 nn 成 立 , 则 2 fn 一 致 收敛 ， 


证 明 此 假定 蕴涵 了 交 |ljalle 收敛 , 故 由 定理 , 在 巴 拿 赫 空间 区 (4, 丈 ) 中 
5 fn 收敛 . 但 各 (4,W) 中 的 收敛 性 是 一 致 收敛 性 ， 口 


习题 
7.1 证 明度 量 空间 中 的 柯 西 序列 是 个 有 界 集 . 


7.2 设 V 是 赋 范 线性 空间 . 证 明 V 中 两 个 柯 西 序列 的 和 仍 是 柯 西 的 


7.3 证 明 如 果 {tn} 在 Y 中 为 柯 西 序列 , {an} 为 及 中 的 柯 西 序列 , 则 {anén} 也 是 中 
的 柯 西 序列 


7.4 证 明 如 果 {é&4} 是 在 一 个 赋 范 线性 空间 V 中 的 柯 西 序列 , 则 {jn} 是 及 中 的 柯 西 序 
列 .. 


7.5 证 明 如 果 {za} 和 {yn} 为 两 个 在 度量 空间 S 中 的 柯 西 序列 , 则 {p(zn,yn)} 是 及 中 
的 柯 西 序列 
7.6 证 明 在 引 理 7.2 的 证 明 后 面 所 作 的 那 段 陈述 . 


7.7 有 理 数 系 是 一 个 不 完备 的 度量 空间 . 展示 一 个 有 理 数 的 柯 西 序列 它 不 收敛 于 一 个 有 理 
数 以 证 明 此 论断 . 
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7.8 证 明定 理 7.1. 

7.9 由 定理 7.1 推导 出 定理 7.3 的 一 个 加 强 形式 ， 
7.10 模仿 定理 7.5 的 证 明 , 写 出 定理 7.6 的 一 个 仔细 的 证 明 . 
7.11 证 明定 理 7.7. 


7.12 设 度量 空间 XX 有 一 个 稠 子 集 了 使 得 了 中 的 每 个 柯 西 序列 在 和 关 中 收敛 . 证 明 X 为 完 
备 . 


7.13 证 明 在 一 个 典范 线性 空间 V 中 所 有 柯 西 序列 的 集合 W 自身 也 是 个 向 量 空间 , 并 在 W 
上 可 用 p({é&n) = liml|é%l| 定义 一 个 半 范 数 p.( 由 正文 中 的 察 材 和 前 面 的 问题 将 此 拼 
资 出 来 .) 


7.14 继续 上 面 的 习题 , 对 每 个 &《 EV 让 &° 为 所 有 项 均 是 & 的 常 值 序列 , 证 明 0 :6 只 二 是 
V 到 W 内 的 一 个 等 距 线 性 单 射 , 并 且 9[V] 在 上 面 习 题 中 的 半 范 数 下 稠 于 W. 


7.15 下 一 步 证 明 在 9[V] 中 的 每 个 柯 西 序列 在 W 中 收敛 . 将 第 三 章 的 习题 4.18 和 本 章 的 
习题 7.12~7.14 集中 一 起 得 出 结论 说 , 如 果 NN 是 W 中 的 零 柯 西 序列 的 集合 , 则 W/N 
是 个 巴 拿 赫 空 间 , 而 上 cr 6 是 从 VV 到 WI/N 的 一 个 稀 子 空间 的 一 个 等 距 线性 单 射 
这 构成 赋 范 线性 空间 V 的 标准 完备 化 . / 


7.16 我 们 现在 描述 一 个 构造 度量 空间 5 的 完备 化 的 非 标准 的 方法 . 选取 5 中 某 个 点 po, 并 
设 V 为 9$ 上 所 有 满足 f(po) = 0 和 /为 利 普 希 欧 函 数 的 所 有 实 函 数 的 集合 . 对 
f eV 定义 上 | 为 了 的 最 小 利 普 希 欧 常数 ， 即 


| = lub{|f(p) — fl(q)|/p(p, 9)}. 


证 明 在 此 范 数 下 V 是 个 赋 范 线性 空间 .(V 实际 是 完备 的 , 但 我 们 不 需要 用 它 .| 


7.17 继续 上 面 习 题 . 我 们 知道 , 由 定理 7.6V 上 的 所 有 有 界线 性 泛 函 的 空间 即 对 偶 空 间 V* 
是 完备 的 . 我 们 现在 要 证 明 5 可 以 等 距 地 嵌入 到 V* 中 ; 于 是 作为 V 的 子 集 5 的 闭 包 
将 是 所 想 要 的 5 的 完备 化 . 对 每 个 pe 3, 设 2 :7 一 及 为 “在 2 的 赋值 那 就 是 说 
bp(F) = f(p). 证 明 bp € V "和 且 | 一 bo < p(p, a). 


7.18 为 了 得 出 映射 6 : p ry 9， 是 个 等 距 映 射 的 结论 ( 即 保 距 的 ), 我 们 必须 证 明 相反 的 不 等 式 
lo 一 0]| > p(p, 9). 要 做 到 这 点 , 选取 p 并 考虑 特定 的 蚂 数 f(x) = PP, 2) 一 p(p,po). 
证 明 在 Y 中 且 省 州 = 1( 由 本 章 早先 的 引 理 得 出 ). 现在 应 用 ||9。 一 bo|| 的 定义 并 最 
后 有 结论 说 9 是 一 个 从 5S 到 V* 内 的 等 距 单 射 . 于 是 9[s] 是 我 们 所 构造 的 完备 化 . 

7.19 证 明 如 果 一 个 赋 范 线性 空间 V 有 性 质 即 每 个 绝对 收敛 的 级 数 收敛 , 则 Y 为 完备 .( 设 
{Qn} 为 一 柯 西 序列 . 证 明 有 一 子 序列 {an;ji 使 得 如 果 各 = an 一 an 则 | < 
2 一 . 结论 是 子 序列 收敛 , 从 而 完成 证 明 .) 


4.8 巴 拿 转 代数 初探 ' 243 . 


7.20 上 面 的 习题 对 Y 为 完备 性 给 出 了 一 个 非常 有 用 的 制定 准则 ， 用 它 证 明 如 果 Y 为 巴 
拿 赫 空间 ，N 为 财 子 空间 , 则 V/N 为 巴 拿 赫 空间 (对 V/N 上 的 范 数 见 第 三 章 的 习题 
4.14). . | z 


7.21 证 明 无 穷 小 量 的 一 致 收敛 级 数 (这 些 无 穷 小 量 有 相同 的 定义 域 ) 的 和 是 个 无 穷 小 量 . 
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当 我 们 在 上 一 章 在 考虑 隐 函 数 定理 和 反 函 数 定理 时 , 我 们 看 到 如 果 知 道 了 
一 个 变换 了 有 一 道 了 -5 则 只 要 | -了 || 足够 小 5S 也 有 道 , 以 及 映射 T 瞩 了- 
在 所 有 可 逆 元 组 成 的 开 集 上 为 连续 这 样 的 事实 是 多 么 地 有 用 . 当 所 考虑 的 空间 
是 有 限 维 时 , 这 些 事实 可 以 由 从 HomV 到 有 R 的 行列 式 函数 T ， A(T) 的 连续 性 
得 出 . 也 有 可 能 用 T 的 上 界 和 下 界 以 及 它 的 紧密 近似 5 来 直接 论证 从 而 得 出 这 
些 事实 但 是 最 自然 , 最 优美 以 及 (在 巴 拿 赫 空间 情形 中 ) 最 简单 的 用 来 证 明 这 
些 事实 的 方式 是 证 明 , 如 果 Y 是 巴 拿 赫 空 间 且 T 在 Homy 中 有 小 于 1 的 范 数 ， 
则 几何 级 数 并 ce T” 的 和 是 工 - T 的 道 , 这 恰 如 在 初等 微 积 分 中 那样 . 但 在 做 这 
个 论证 中 , 是 个 线性 变换 这 个 事实 没有 起 什么 重要 作用 , 我 们 暂且 离 题 去 探索 
一 下 这 个 情形 

让 我 们 概括 一 下 当 Y 是 巴 拿 赫 空 间 时 HomV 的 范 数 与 代数 性 质 . 首先 , 我 
们 知道 HomV 也 是 巴 拿 赫 空间 , 其 次 , 它 是 个 代数 . 那 就 是 说 , 它 具 有 一 个 可 结 
合 的 乘法 运算 (复合 ), 此 运算 按 下 述 法 则 与 线性 运算 相关 联 : 


S(TI+T)= STi + ST,, 
(91 + S52)T = S1T + S27, 
c(ST) = (eS)T = S(eT). 
最 后 , 乘法 与 范 数 的 关联 是 
isTH 和 SHH 和 中 下 =1. 


这 一 系列 的 性 质 完全 构成 了 对 巴 拿 赫 代数 的 公理 . 

对 于 函数 的 某 些 性 质 我 们 可 以 用 忘掉 它们 是 函数 而 只 把 它们 想 成 是 一 个 回 
量 空间 的 元 素 的 办 法 , 便 能 把 这 些 性 质 看 得 最 清楚 ; 恰 如 这 种 情况 一 梯 , 现在 也 
可 以 最 终 证 明 , 对 于 在 HomV 中 变换 的 某 些 性 质 当 我 们 起 掉 线性 变换 的 复 来 性 
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质 仅 仅 把 它 考 虑 为 一 个 抽象 的 巴 拿 赫 代数 4 中 一 个 元 素 时 我 们 可 以 最 简单 地 处 
理 这 些 性 质 . 

我 们 可 以 在 一 个 巴 拿 赫 代数 中 做 而 不 能 在 巴 拿 赫 空间 做 的 最 重要 的 简单 事 
情 便 是 考虑 寿 级 数 . 下 面 的 定理 表明 , 几何 级 数 像 在 初等 微 积分 中 那样 , 在 这 里 
特别 地 起 着 一 个 中 心 的 作用 . 由 于 我 们 不 把 4 中 的 元 素 想 成 为 变换 , 我 们 将 以 
小 写 的 字母 表示 它们 ;e 是 4 中 的 单位 元 . 


定理 8.1 如 果 4 是 个 巴 拿 丈 代数 ， 并且 如 果 zz 在 4 中 的 范 数 ， 小 于 1， 则 | 
e 一 2 可逆, 且 其 逆 为 用 xz 上 家 示 的 几何 级 数 的 和 : 


(e— 27x) -> 
又 ,le 一 (e 一 z)- 直 <r/(1 一 7), 其 中 二]Izll 


证 明 因为 |z"|| < zj? =r", 所 以 级 数 于 x? 当 zl| < 1 时 绝对 收 全 ,这 只 
要 与 普通 的 几何 级 数 沁 r" 比较 便 知 . 因此 它 收敛 , 且 如 果 y = 学 9 xz”, 则 


(e 一 Z)1 = Jim (e — 7) Sz = lim(e — 2"1)=&, 
0 
这 里 由 于 有 jzlP+1 < rm"t! 一 0 的 缘故 . 此 即 y = (e 7) . 最 后 ， 


le — (e— z)-!| = 


OL OO 、 
< >_r"=r/(l 7). 口 
1 


定理 8.2 在 巴 拿 炎 代数 A 中 可 着 元 的 集合 mn 为 开 集 且 上 映射 Z 一 ZL 为 到 
n 的 连续 映射 . 事实 上 , 如 果 y-!1 存在 ,mm 三 | 下 则 (y 一 有 只 要 ||hll < 1/m 
便 存 在 , 而 且 ||(y 一 有 一 gy 世上 hI|/(1 一 ml|al]). 


证 明 令 x=y'h. 于 是 (y 一 hh) = yle 一 7), 其 中 zl = |ly7 有 hl < mall, 故 
由 前 一 个 定理 知 y 一 可 道 ,而且 在 || 加 < 1/m 假定 下 (y 一 有 )-! = (ez)-1y-1. 
于 是 也 有 
yo (y—h)- glle- (em2z) lm, 


由 上 面 定理 中 最 后 一 个 不 等 式 知 它 被 
mr/(1 —7) < mall/(1 — mllall) 
界 于 上 . 口 
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推论 8.1 如 果 了 和 全 为 巴 拿 赫 空间 , 则 Hom(V,W) 中 的 可 北 元 构成 一 个 
开 集 , 且 上 映射 了 必 了 -在 此 区 域 上 连续 . 


证 明 假设 T-! 存在 , 令 m = IT- 才 于 是 如 果 | 一 51 < LAm, 我 们 有 
fT 一 了 了 -19S IT 由 II 人-=-S<t 故 7T-19=T 一 (人 -TS) 是 HomV 中 的 可 
道 元 . 因此 S = T(T-15) 可 道 且 S-1 = (T-1S)-17-1. 至 于 Sm 5-1 的 连续 性 
留 给 读者 去 证 明 . 口 


我 们 在 上 面 看 到 从 巴 拿 赫 代数 4 中 的 单位 开 球 B1(0) 到 4 的 映射 z 局 
(e - z)-! 是 几何 吞 级 数 的 和 . 我 们 还 可 以 用 收敛 震级 数 去 定义 许多 其 他 的 映射 
而 几乎 不 需 太 费劲 . 


”定理 8.3 设 4 为 巴 拿 赫 代数 . 设 序列 {fanj C A 和正 数 65 使 得 序列 {an||0”} 
为 有 界 . 于 是 yanzn 在 4 中 的 球 Bs(0) 中 对 工 收 敛 ， 并 且 如 采 0<s<0, 则 此 
级 数 在 Bs(0) 上 一 致 收敛 . 


证 明 令 7 = s/6, 并 设 为 序列 {lanlli"} 的 一 个 界 . 在 球 Bs(0) 上 我 们 有 
janz"|| < llanllsn = jlanll6"r" < br"， 因 而 此 级 数 用 几何 级 数 5>7",r<1 比 
较 , 知 其 在 此 球 上 一 致 收 全 . 口 


我 们 最 感 兴 趣 的 级 数 都 具有 实 系数 ， 由 于 向 量 > 和 纯 量 t 的 积 是 代数 积 
(te)z, 故 这 些 级 数 在 我 们 上 面 的 讨论 之 中 . 除了 处 理 上 面 的 几何 级 数 外 , 我 们 特 
别 对 指数 函数 ez = 总 z"/nl 感 兴趣 . 初等 微 积分 中 通常 的 比较 论证 表明 在 这 
里 一 样 容易 得 出 此 级 数 对 4 中 每 个 x 均 收 全 而 且 在 任意 的 球 上 一 致 收 合 . 

自然 要 考虑 这 些 收敛 级 数 定义 的 从 4 到 4 的 映射 的 可 微 性 , 我 们 从 关于 一 
个 序列 极限 的 可 微 性 的 基本 定理 开始 , 在 下 面 陈 述 这 些 基 础 性 的 东西 ， 


定理 8.4 设 {F"} 为 赋 范 线性 空间 『 中 一 个 球 B 到 赋 范 空间 W 的 映射 的 
序列 , 使 得 Fn 在 B 上 逐 点 收敛 于 映射 ,并 使 得 {dFg"} 对 每 个 a 收敛 并 于 a 
是 一 致 的 . 则 下 在 B 上 可 徽 , 而 且 dFs = limF3 对 B 中 每 个 成立. 


证 明 固定 8 并 令 T=limrf3. 由 {dF"} 的 一 致 收敛 性 , 对 给 出 的 6, 存在 一 
个 N 使 得 lldFn -dFNI| < 对 所 有 n> N 和 所 有 ae 也 成 并 于 是 从 微分 的 
中 值 定 理 得 到 


(AFS(é) — AFS (€)) — (dF8(é) — dF3 (EN < 2ellél 
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对 所 有 n > NN 和 所 有 使 6 十 Ee B 的 成 立 . 让 n 一 co 并 重新 编组 , 我 们 有 
(AR — T(0)) ~ (AFN(é) ~ dF (AO) < 2elll 
对 所 有 这 样 的 & 成 立 . 但 是 由 dF 的 定义 , 存在 一 个 5 使 得 当 8 <5 有 
IAF3 (€) — dr (|| < elléil. 
将 最 后 的 这 两 个 不 等 式 合并 , 我 们 看 出 
上 <6 => lAFs(é) — T(ON < 3elléll. 
因此 下 在 8 可 微 且 dFs = 了 口 
后 面 留 下 的 证 明 被 当 作 一 组 习题 


引 理 8.1 巴 拿 赫 代数 4 上 的 乘法 是 可 徽 的 (从 4x4 到 4). 如 果 设 Dp 为 此 
来 法 函数 , 则 p(x,y) 二 zy, 于 二 


dpxa,b> (TY) = ay + xb. 


引 理 8.2 设 4 是 一 个 交换 的 巴 拿 赫 代数 , 并 设 pp 是 单项 式 注 数 p(X) = azx". 
且 p 处 处 可 微 且 dpy(z) = mayn 一 2. : 


“3| 理 8.3 如 果 人 fanllr")} 是 及 中 的 有 界 序列 , 则 {nllanlls"} 对 0<s<r 有 
界 , 因而 洒 nanz"-!1 在 A 中 比 球 Br(0) 更 小 的 任意 球 上 一 致 收敛 


定理 8.5 如 果 4 是 个 交换 的 巴 拿 赫 代 数 , 且 {on} C A 使 {llanllr"} 在 了 要 中 
有 界 , 则 FE(z) 二 50 anz" 在 4 中 球 B.(0) 上 有 定义 并 可 微 , 而 且 


oo 
一 (> ran “ 荆 . 
1 


自然 称 元 nany"-! 为 在 y 的 导数 并 以 屎 (9) 表示 , 虽然 它 不 合 于 我 
们 的 规则 即 导数 作为 差 商 的 极限 所 得 到 的 向 量 . 上 面 定 理 的 值得 注意 的 方面 是 ， 
对 于 此 类 从 4 的 开 子 集 到 4 的 可 微 映射 而 言 , 线性 变换 dFy 是 乘 以 4 中 的 一 
个 元 :dFy(7) = FF(y): x. z | 
特别 , 指数 函数 exp(z) = ez = 并 0 z"/n! 是 自己 的 导数 ,因为 21 nz” /mn 
= yc zm/m!, 并 且 由 这 个 事实 (见习 题 ) 或 从 对 所 考虑 的 这 个 级 数 的 直接 代数 
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处 理 , 我 们 可 以 推导 出 指数 法 则 e*1Y = ez*ey. 但 是 请 记 住 , 这 是 在 交换 巴 拿 替代 
数 上 . 函数 z 呈 ez = >0 x?/nl 可 以 在 任何 巴 拿 赫 代 数 4 上 被 容易 地 定义 , 然 
而 当 4 是 非 交 换 时 它 就 几乎 不 是 那么 令 人 愉快 了 .但 是 有 一 件 我 们 总 是 能 做 的 ， 
并 常 第 因此 而 扭转 了 局 面 的 事 , 即 把 此 指数 映射 限制 到 4 的 一 个 可 交换 的 子 代 
数 上 , 壁 如 由 单个 元 素 x 生成 的 代数 . 举例 来 说 , 我 们 可 以 考虑 在 任 一 巴 拿 赫 代 
数 4 内 的 参数 弧 y(t) = et(z 固定 ), 并 且 因 为 它 的 值 域 位 于 由 z 生成 的 交换 子 
代数 XX 中 , 我 们 便 能 应 用 第 三 章 的 定理 7.2 得 出 7 是 可 微 的 结论 , 并 且 有 


Y(t) = dexp,, (x) = rer'”. 
这 也 可 直接 从 指数 法 则 容易 地 证 得 : 
A (h) __ p(t+h)z _ ec 好 一 etz(ephz 1)， 


并 因为 从 这 个 级 数 中 显 见 有 (e” 一 1)/h 当 h 一 0 时 趋 癌 z, 从 而 有 
~y'(t) — lim Ye — retT. 
习题 
8.1 完成 定理 8.2 的 推论 的 证 明 . 
8.2 设 4 为 巴 拿 赫 代数 ， {an} C RR 及 z € A 使 得 亲 aizxi 收敛 . 假设 x 也 满足 一 个 多 
项 式 等 式 plz) = 37 biz = 0, 其 中 {bi} C 及 且 b, 关 0， 证 明 元 素 ”tix* 是 
一 次 数 < n 一 1 的 工 的 多 项 式 .( 设 M 为 {z:}8”” 的 线性 张 成 空间 , 首先 证 明 对 所 有 
i, 2 E M.) 
8.3 设 为 任 一 巴 拿 赫 代数 , x 为 4 中 一 个 固定 元 , 又 设 站 是 包含 z 的 4 中 最 小 的 团子 代 


数 . 证 明 蔷 为 交换 巴 拿 赫 代 数 . (多项式 p(z) = 30 aix' 的 集合 是 包含 z 的 最 小 代 
数 . 考虑 它 在 4 中 的 闭 包 .) / 


8.4 证 明 引 理 8.1.[ 提 示 :< z,y > 嘻 zy 是 个 有 界 双 线性 映射 .] 

8.5 用 直接 的 人 估算 , 像 在 初等 微 积 分 中 那样 从 二 项 式 展 开 证 明 引 理 8.2. 

8.6 由 引 理 8.1 用 归纳 法 证 明 引 理 8.2. 

8.7 设 4 为 任 一 巴 拿 赫 代数 . 证 明 p : z Fy z” 可 微 并 且 dpu(z) = za2 十 azZa 十 Q2z， 
8.8 用 归纳 法 证 明 如 果 g(x) = x”, 则 9 是 可 微 的 并 且 


nl 
dga (x) — 》 azom ). 
1 二 0 
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作为 其 推论 导出 引 理 8.2. 
8.9 设 4 为 任 一 巴 拿 赫 代数 . 证 明 7 :x 一 Z 在 可 首 元 组 成 的 开 集 Z_ 上 处 处 可 微 , 并 且 


dra(7)=—a za . 


上 超 示 : 考查 定理 8.1 和 8.2 的 证 明 .] 

8.10 设 4 为 一 赋 范 线性 空间 V 的 开 子 和 集 , F 和 G 为 从 A 到 一 个 巴 拿 赫 代数 羡 的 映射 , 它 
们 在 a 可 微 . 证 明 乘 积 映 射 FG 在 a 可 微 且 d(FG)。 = F(a)dGo + dFaG(a). 它 可 
以 推出 d(F?)。 = 2F(a)dFa 吗 ? 

8.11 继续 上 一 个 习题 , 证 明 如 果 X 为 交换 巴 拿 赫 代数 , 则 d(F")。 = nF"*” (a)dF.. 

”8.12 设 下 :4 一 X 为 从 一 赋 范 线性 空间 中 开 集 4 到 一 个 巴 拿 赫 代数 X 的 可 微 映 射 , 并 假 
设 元 素 严 (6 在 和 中 可 六 , 其 中 & 为 4 中 每 个 向 量 . 证 明 映 射 CG:em [F(&)] ”可 
微 , 且 dGa (8) = 一 F(a)- dF。(E)F(a). 再 证 明 如 果 FF 是 个 参数 弧 (A = 了 C RR), 则 
Ga)=—F(a) F(a)F(a) .. 

8.13 证 明 引 理 8.3. 

8.14 指出 引 理 8.3 使 得 定理 8.4 变 得 适合 于 应 用 , 并 以 此 证 明定 理 8.5. 

8.15 证 明 在 定理 8.4 中 , 假设 我 们 已 知 上 域 空间 W 是 个 巴 拿 赫 空间 则 {fF"} 到 的 收敛 
性 只 须 假定 在 一 个 点 上 就 可 以 了 . 

8.16 我 们 需要 证 明 对 在 一 个 交换 巴 拿 赫 代 数 上 的 指数 函数 的 指数 法 则 ， 先 证 明 (exp( 一 2)): 
(expz) 三 e, 还 需 应 用 第 三 章 的 习题 7.13, 上 面 的 习题 8.10 和 dexpa (7) = exp(a)z. 

8.17 证 明 如 果 X 为 交换 巴 拿 替代 数 , 玉 : X 一 大 为 可 微 映 射 使 得 dF。(&) = E&F(a), 则 有 
某 个 常数 6 使 严 (5) = Bexpét. [ 考虑 下 (5)exp( 一 上 ) 的 微分 . ] 

8.18 现 令 FF(£) = exp( 上 十 9I) 并 证 明 


exp(é + 7) 一 exp(E)exp(7)， 


这 可 由 上 面 的 习题 得 到 .你 还 需要 exp0 = 1. 

8.19 设 > 为 一 交换 巴 拿 赫 代 数 X 中 的 一 个 者 零 元 ,就 是 说 , 对 某 个 正 整 数 p 有 2? 二 0. 用 
基于 二 项 展开 式 的 一 个 初等 估 值 证 明 , 如果 lz < 1 则 |]lz 二 zkn?l|zj 上 ?对 
n > p 成 立 . 正 项 级 数 人 near 对 7 < 1 收 合 (由 比率 判别 法 ). 因此 证 明 当 |lzi < 1 
时 对 log(1 一 (zx 十 z)) 的 级 数 和 对 (1 一 (x 二 + z))” 的 级 数 均 收 敛 ， 

8.20 继续 上 面 的 习题 , 证 明 F(y) = log(1 一 功 在 球 上 一 刘 < 1 上 有 定义 并 可 微 以 及 
d(x) 二 一 (1 一 Q)-!.x. 因此 证 明 exp(log(1 一 切 ) = 1 一 y 在 此 球 上 成 并 , 这 要 么 用 
遂 上 映射 定理 要 么 用 微分 的 复合 函数 规则 . 最 后 得 出 对 每 个 刁 的 宕 零 元 z, 存在 关中 一 
个 4, 使 得 exp 二 1 一 7 的 结论 . z 
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8.21 设 Xi ,Xn 为 巴 拿 替代 数 . 证 明 在 积 巴 拿 赫 空间 X = 1 Xi 中 如 果 飞 积 zy = 
< Ti ,Tn >< Yi Yn > 定义 为 < TiY1)y''' ,Tnyn 一 ， 并 在 入 在 采用 最 大 值 
范 数 , 则 碟 成 为 一 个 巴 拿 赫 代 数 . 


8.22 在 上 面 的 情形 中 , 投影 A; 现在 成 为 了 有 界 代数 同 态 ， 事 实 上 , 恰似 在 积 空间 上 我 们 原 
来 的 向 量 定 义 那 样 , 我 们 在 X 上 的 乘法 定义 被 要 求 ri(z2g) = mi(Z)Ai(V) 对 所 有 1 成 
立 所 确定 . 叙述 并 证 明 一 个 类 比 于 第 一 章 的 定理 3.4 的 代数 定理 

8.23 继续 上 面 的 讨论 , 假设 级 数 六 anw" 在 X 中 收敛 于 和 了 证 明 于 (an)i(zi)” 对 每 个 1 


在 X; 中 收敛 于 yi, 其 中 自然 Y =< 奶 ,… ,Yn >. 最 后 得 出 e = 二 < ee "> 
对 了 X 中 任意 z =< zl ,Yn > 成 并 . 


8.24 在 一 个 交换 巴 拿 赫 代数 上 定义 正弦 和 余弦 晒 数 ， 并 证 明 sin’ = cos, cos' = 一 Sin ， sin? 十 


cos?2 一 e. 
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在 本 节 我 们 将 对 压缩 映射 证 明 一 个 非常 简洁 和 优美 的 不 动 点 定理 ,然后 再 
运用 它 去 完成 隐 范 数 定理 的 证 明 . 后 面 , 在 第 六 章 中 , 它 将 是 我 们 证 明 贡 微分 方 
程 的 基本 的 存在 性 和 惟一 性 定理 的 基础 . 本 节 最 后 以 比较 不 动 点 的 迭代 过 程 和 
牛顿 法 的 近代 过 程 作为 结束 . / 

从 一 个 度量 空间 X 到 自己 的 映射 KK 是 一 个 压缩 是 说 它 是 一 个 利 普 希 蒋 
映射 , 其 常数 小 于 1; 那 就 是 说 , 如 果 存 在 一 个 常数 C 满足 0 < C < 1 使 得 
p(K(z),K(y)) < Cp(z,y) 对 所 有 zy e X 成立. 当然 , K 的 一 个 不 动 点 是 指 一 
个 点 XI 使 K(X)=x. : 

一 个 压缩 KK 最 多 只 能 有 一 个 不 动 点 , 因为 如 果 K(x) = 2 和 K(y) ==y, 则 
oz 人 = p(K(z), KY)) «< Cp(z,Y), 因而 (1-C)p(z,Y) < 0. 但 C < 1, 这 表明 
p(x,y) = 0, 从 而 z=Y. 


”定理 9.1 设 六 为 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 ,并 设 玉 :和 一 六 为 一 个 压缩 . 


证 明 在 Xi 中 选取 任意 一 个 点 zo， 并 妇 纳 地 定义 序列 {fznjge 为 Zi 三 天 (zo) 
rz2 = 形 (zi = 天 2(zo)) 和 zn = K(zn_1) = K"(zo). 令 5 = pztzo)， 于 是 
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p(x2, 21) = OK 天 (zo)) < Cp(z1, zo0) = 06, 然后 由 归纳 法 ， 


pzn+lzn) = pK (Tn), K(zn-1)) & Cplzn, Tn-1) 入 CC C"” 0 
一 CC 0. 


因此 得 出 {zn} 是 柯 西 的 , 因为 如 果 m > mw 则 


?一 上 1 了 一】 


plzmznjg > plzituzg 》 Ci6 < Cnr5/(1-O)， 


而 当即 一 oo 时 C" 一 0 这 是 因为 C<1. 由 于 区 为 完备 , 故 {xn} 收敛 于 中 
某 个 a, 从 而 得 到 K(a) = limK(zn) = limzn+l = 0 改 0 是 个 不 动 点 ， 口 


在 实践 中 , 我 们 所 遇 到 的 映射 K 只 是 在 某 个 特定 点 p 附近 是 压缩 的 , 我 们 
不 得 不 设立 一 个 p 的 适当 邻 域 被 K 带 进 它 自身 . 我 们 在 下 面 证 明 如 果 K 在 一 
个 了 的 球 上 是 个 压缩, 并 且 如 果 K 不 把 中 心 p 移动 得 非常 远 , 则 可 应 用 这 个 定 
理 . 四 


推论 9.1 设 刀 是 一 个 完备 度量 空间 只 中 的 一 个 闭 球 , 并 让 开 : 万 一 磋 为 
一 个 压缩 , 它 把 万 的 中 心 移动 的 距离 最 多 为 (1 一 C)r, 其 中 7 是 DD 的 半径 ,C 为 
压缩 常数 . 则 太 有 一 个 惟一 的 不 动 点 且 它 在 D 中 . 


证明 我 们 仅 需 检验 K 的 值 域 实际 在 D 中 . 如 果 p 是 刀 的 中 心 , z 为 DD 中 
任 一 点 , 于 是 四 
p(K(7z),p) < p(K(z), K(p)) + p(K (n),P) 

< Cprp+(l—- Cr<Cr+i+(l— -Or=r. / 口 


推论 9.2 设 BB 为 完备 度量 空间 的 一 个 开 球 , 并 让 K:B 一 六 为 一 个 压 
缩 , 它 移动 B 的 中 心 的 距离 小 于 (1 一 CC)r, 其 中 7 为 B 的 半径 , C 为 压缩 常数 . 
于 是 玉 有 一 个 惟一 的 不 动 点 . 


证 明 将 K 限制 在 任意 稍稍 小 一 点 的 与 B 同心 的 一 个 闭 球 上 , 然后 用 前 面 
那个 推论 . 口 


推论 9.3 设 下 为 完备 度量 空间 上 的 一 个 压缩 并 假设 KK 移动 点 工 的 距离 
为 d. 于 是 从 zz 到 此 不 动 点 的 距离 最 多 为 d/(1 一 0), 这 里 的 C 为 压缩 常数 . 
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证 明 设 D 为 z 的 一 个 团 球 , 其 半径 为 "= d/(1L-C)， 并 应 用 推论 1 于 K 
在 D 上 的 限制 . 它 表明 此 不 动 点 在 D 中 . 口 


我 们 现在 假定 压缩 天 包含 了 一 个 参数 s, 故 K 现在 是 两 个 变量 的 函数 
K(s,72), 我 们 将 假设 是 一 个 在 s 上 一 致 的 对 x 的 压缩 , 它 的 意思 是 p(K(s, z)， 
K(s,y)) < Cp(x,y) 对 所 有 zy 和 s 成 立 , 其 中 0 <c <1. 我 们 也 将 假定 下 对 
每 个 固定 的 > 是 s 的 连续 函数 . 


推论 9.4 设 扩 为 从 Sx 及 到 六 的 一 个 映射 , 其 中 六 是 个 完备 度量 空间 ， 
9 为 一 个 任意 的 度量 空间 , 并 设 KK(s,7T) 是 在 2 为 压缩 而 对 s 为 一 致 ,又 对 每 个 
ZX 它 是 5 的 连续 函数 . 于 是 不 动 点 ps 是 s 的 连续 函数 . 


证 明 给 出 ,我 们 用 对 第 一 个 变量 在 点 < t,pt > 的 连续 性 选择 6, 使 得 结 
果 p(s,t) < 6, 则 由 K(s,pe) 到 KK(t,pi) 的 距离 最 多 为 e. 由 于 K(t,pe) = pt, 这 只 
不 过 是 说 具 参 数值 s 的 压缩 移动 了 pi 的 距离 最 多 为 e, 因而 由 pi 到 不 动 点 ps 的 
距离 按 推论 9.3 最 多 为 s/(1-o). 那 就 是 说 , p(s,t) <5 => p(pi,ps) < ef/(1-—O)， 
其 中 C 为 一 致 压缩 常数 , 映射 s 瞩 ps 因此 在 t 为 连续 . 口 


联合 推论 9.2 和 9.4 我 们 有 下 列 定理 . 


定理 9.2 设 B 为 完备 度量 空间 关中 的 一 个 球 , 5 为 任 一 度量 空间 , 并 设 天 
为 从 9 xB 到 大 的 映射 , 它 在 第 一 个 变量 上 一 致 地 对 第 二 个 变量 为 一 个 压缩 . 
又 假设 及 对 每 个 S 中 的 s 移动 了 B 的 中 心 一 个 小 于 (1 - C)r 的 距离 , 其 中 7 
是 B 的 半径 , C 是 一 致 压缩 常数 . 于 是 对 S 中 每 个 s 存在 一 个 惟一 的 pE BB 使 
得 K(s,p) = p, 并 且 映 射 s 户 p 从 5S 到 B 是 连续 的 . 


我 们 现在 可 以 完成 隐 范 数 定 理 的 证 明了 . 


定理 9.3 设 记 WW 和 0 义 为 巴 拿 炎 空间 4xB 是 VxW 的 开 子 集 ,，G : 
AxB 小 多 为 连续 并 有 连续 的 第 二 个 偏 微分 . 假设 <a,6> 为 4xB 中 使 
G(Q,B) =0 和 dG2。 gp 可 北 的 点 . 于 是 存在 a 和 有 的 开 球 ,分 别 表 为 M,NN, 使 
得 对 每 个 EE M 存在 一 个 惟一 的 mEN 满足 G(E,n) 二 0. 而 在 <a,B > 附近 被 
条 件 G(&, 下 (E)) = 0 惟一 定义 的 函数 下 连续 . 


证 明 令 人 T= uc2 Di KE,n) =7-T7(G,(&,m)). 于 是 K 是 从 AxB 到 W 
的 连续 映射 , 满足 K(a, 6) = 6, 并 且 K 有 连续 的 第 二 个 偏 微分 使 得 dK 2 三 


` 252 . ”第 四 章 紧 性 和 完备 性 


0. 因为 dK2, ,是 < jv > 的 连续 函数 , 我 们 可 选取 < a, 6 > 的 一 个 球 的 乘积 
M xN, 在 其 上 dK2, ,以 1/2 有 界 , 并 且 如 有 必要 可 减 小 球 M' 使 得 对 M 中 
的 4 我 们 也 有 |IK(p,B) 一 Bl <r/2, 其 中 > 是 球 NN 的 半径 . 微分 的 中 什 定 理 表 
明 K 对 它 的 第 二 个 变量 为 具有 常数 1/2 的 压缩 . 前 面 的 定理 因而 表明 对 M 中 
的 每 个 上 存在 一 个 惟一 的 7 e N 使 得 KK(&,n) = 7 并 且 映 射 下 :中 为 连续 . 
因为 K(é,n) = ”7 当 且 仅 当 G(é,7) =0， 证 完 . 口 


定理 82 和 9.3 列 出 了 隐 范 数 定理 的 所 有 成 分 (但 可 参看 习题 9.8 
“我 们 下 面 从 另 一 个 角度 指出 , 如 果 一 个 依赖 于 参数 的 压缩 映射 为 连续 可 微 
则 其 不 动 点 是 参数 的 连续 可 微 函数 . : 


定理 9.4 设 V 和 克 为 巴 拿 末 空间, K 为 从 VxW 的 一 个 开 子 集 4xB 
到 W 的 可 徽 映 射 , 并 满足 定理 9.2 的 假设 条 件 . 则 由 方程 K(é, F(€)) = F(é) 惟 
一 定义 的 从 A 到 BB 的 函数 玉 是 可 微 的 . 


证 明 不 等 式 IK(é, 四 一 KK(&, 玉 川 < ClIw 一 7 川 等 价 于 对 4 x B 中 所 有 
的 < a,8 > 有 jdK2。 gl| < C， 现 定义 G 为 G(&,7) = 7 一 下 (&,), 并 看 出 
dG? = 了 - dK2, 从 而 dG? 由 定理 8.1 为 可 道 . 因为 G(€,F(€)) = 0, 从 而 由 第 三 
章 的 定理 11.1 得 出 下 为 可 微 , 且 其 微分 由 微分 前 面 的 方程 得 到 DD 口 


推论 9.5 如 果 KK 连续 可 微 , 则 下 也 如 此 . 


,我们 应 该 强调 指出 , 不 动 点 定理 不 仅 将 隐 函 数 定理 作为 其 推论 而 且 不 动 
点 定理 的 证 明 给 出 了 实际 求 F(6) 值 的 一 个 迭代 过 程 ; 当然 是 在 我 们 知道 了 如 何 
计算 T-!( 这 里 的 了 = dG?。 p>、) 的 条 件 下 才能 做 到 .事实 上 , 对 在 < a,8 > 
的 一 个 足够 小 的 球 内 给 出 的 & 值 , 考虑 函数 G(E,). 如 果 我 们 令 K(€,n) = 了 一 
T-1(G(C 四) 则 归纳 过 程 
11i+1 = K(é,ni) 
成 为 
(Mit1 一 六) = —T™ G(é, mm). (9.1) 
这 个 迁 代 过 程 的 意思 可 通过 研究 当 V = W = 民 时 的 图 像 很 容易 明白 ( 见 图 
4.4). 正如 上 面 所 证 明 的 , 在 适当 的 假设 条 件 下 , 级 数 li+l - 9i|| 几何 地 收 伍 ， 
将 这 个 过 程 与 初等 微 积分 中 的 牛顿 法 进行 比较 是 颇 有 教 益 的 . 在 那里 的 适 
代 方 案 (9.1) 被 换 为 
(Mit1 一 六 ) = S57 G(E,m), ” (9.2) 
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Gla,*) 


了 G(x, *) 
<b ,Cla,b)r 
<yo,0(x, yo0)> 

z | 
| 

| | 

| | 

| 
AAA 

一 J3J2 81 JJ0 7 


4.4 


其 中 5; = dG2 ,,、( 见 图 4.5). 我 们 将 看 到 , 这 个 过 程 ( 当 它 可 行 时 ) 比 (9.1) 式 
的 收敛 快 得 多 , 但 它 要 受到 必须 无 穷 多 次 计算 线性 变换 S; 的 道 所 带 来 的 不 利 因 
素 的 折磨 


83 fp 


图 4.5 


让 我 们 抑制 住 使 它 在 论证 中 固定 不 动 , 并 考虑 定义 在 巴 拿 赫 空间 原点 的 
某 个 邻 域 中 的 映射 G. 假设 G 有 两 个 连续 的 微分 . 为 明确 起 见 , 我 们 假设 G 被 
定义 在 单位 球 B 上 , 并 假定 对 每 个 ze B, 映射 4Gz 是 可 逆 的 , 实际 上 有 


laGzs | < K, lld Gzl|< K. 
设 0 一 0, 并 假定 Ln 已 被 定义 ， 我 们 令 


Tntl = wn 一 SG(zn)， 
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其 中 S。 = dG。. 我 们 要 证 明 , 如 果 ||G(O)|| 充分 小 (相对 K 而 言 ), 则 此 过 程 有 
明确 定义 ( 即 lz il < 1D 并 快速 收 伍 . 事实 上 , 如 果 了 为 1 和 2 之 间 的 任意 实 
数 (例如 7 = 3/2), 我 们 要 证 明 对 某 个 c( 如 果 ||G(0)|| 是 小 的 它 可 以 是 大 的 ) 有 


lm — znill se ( 


注意 , 如 果 我 们 对 充分 大 的 c 能 建立 (*), 则 得 到 了 ||znl| < 1. 事实 二 ， 
zjl| < 3 er < 3 eT < 3 e—cn(7T—1) 
1 1 1 
e 一 CT 一 二) 


如 果 ec 较 大 , 它 则 小 于 1. 让 我 们 用 归纳 法 来 试图 证 轨 (*). 假定 它 对 n 为 真 , 我 
们 由 泰勒 定理 有 
za 一 za = 15 G(zn)l 
< KIIG(zn-1) — Sai1G (xn-i)| 
< K{|G(¢n-1) ~ dGs,_1Sn-1G (zn) 


+ Kllzn 一 Zr- 
现在 此 不 等 式 右 端的 第 一 项 为 0, 从 而 有 
nti — Znll < K?lzn — xn-ill? < K?e ?er . 
要 使 归纳 法 可 以 进行 下 去 我 们 必须 要 有 


nn n+l1 
Ke 2c7 <e eT 


或 者 | 
: K?2 < ec(2—7)T™ ， . z (**) 
由 于 7 < 2, 最 后 面 的 这 个 不 等 式 可 选 c 充分 大 而 得 到 . 我 们 还 必须 验证 (*) 
对 n= 二 1 成立. 这 就 是 说 
So G(OODIS e 
或 者 一 CT 
e 
IGON < 所 一 (+ 
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概括 地 说 , 对 1 < + < 2, 选取 cc 使 得 K? < et2-" cr 和 
po—c(7—1) 
Teo < 

于 是 , 如 果 (* * *) 成 立 , 序列 {zn} 则 指数 式 收敛 , 即 (*) 成 立 . 如 果 z = limz;， 
则 G(xz) = limG(zxn) = limS%(xn41 一 Zn) = 0, 这 就 是 牛顿 法 . 

作为 c 和 7 的 一 种 可 能 的 选取 , 让 r = 3,c 由 K? = es 给 出 , 故 (**) 刚好 
成 立 . 我 们 也 可 假定 天 > 23/4, 使 得 e3c/4 > 43A 或 ec > 4 这 保证 了 e-°/2 3， 
从 而 表明 e-"/2/(1 - e-2%2) < 1. 于 是 (***) 成 为 要 求 G(0) < 天 -5. 

“我们 以 一 种 最 简单 情形 下 的 不 动 点 迭代 过 程 的 例子 来 结束 本 节 , 这 就 是 逆 
映射 定理 的 例子 . 假定 (0) = 0，dH5! 存在 , 我 们 想 要 在 零 的 附近 逆转 九 , 即 
对 方程 H() -上 =0 用 上 < 解 出 7 上 面 的 理论 告诉 我 们 对 应 于 上 的 7 是 压缩 

K(é,n) = 7 一 THm) 十 TA(6) 的 不 动 点 , 其 中 了 = dHo. 为 使 我 们 的 例子 尽 
可 能 简单 , 我 们 将 取 五 为 人 R? 到 玲 , 并 使 dBo = 工 又 为 了 避免 指标 ， 我 们 将 
使 用 混杂 的 记号 2 =< zy >, 4 =<u,v>. 

考虑 上 映射 z = 互 (u), 其 定义 为 z= 二 4 十 ,yy 二 tw 十 v. 雅 可 比 和 矩阵 


1 2 | 
3u* 1 
显然 在 原点 为 单位 矩阵 . 又 , 在 表达 式 KK(z,w) =z 十 一 瑞 (w) 中 , 差 H(w) - 
正好 是 函数 J(w) =< ,ws >. 一 阶 项 的 消去 是 下 面 事实 的 实际 表现 , 即 在 形成 


KK(6,n) = 一 T-1G(E,n) 中 , 我 们 已 经 使 在 “中 心 点 "( 这 里 是 原点 ) 有 dK? = 0 
了 . 我 们 自然 地 从 wo = 0 开始 做 迭代 , 而 我 们 的 不 动 点 序列 为 


wi = K(x,uo) = K(x,0),. ,Wn = K(F, Un-1). 
因而 wo 二 0, Wn 一 天 (Cun 一 1 一 风 一 J (Wn-1), 给 出 


Wt 一代， 2721 二 YY， 

_ 3 
U2 一 工 一 入 V2 二 Yt,， 
3)2 


us 二 2 一 (一 2 v3 =Yy— (7— yy), 


u=r— yr) v=y~-[r—-(y-z 


我 们 被 保证 说 , 此 序列 un 在 起 始点 z 充分 靠近 0 时 几何 地 收敛 , 而 且 似 乎 清楚 
地 表明 这 两 个 多 项 式 序 列 正 是 在 计算 反 函 数 久 (x,y) 和 v(x,y) 的 泰勒 级 数 展开 


3)21°. 
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式 . 我 们 将 要 求 读 者 在 一 个 习题 中 证 明 此 点 . 这 两 个 泰勒 级 数 开始 于 
uz,Y) = £2—y ~ 2 + 


vz,Y) =Y— 7 + 3 + 


习题 


9.1 设 日 为 个 赋 范 线性 空间 的 紧 子 集 , 使 得 7B C B 对 所 有 + € [0,1] 成 立 假设 
FP : B -， 了 是 一 个 常数 为 1 的 利 普 希 获 映射 ( 即 |F(&) -ECDIS 性 一 川 对 所 有 
£,n € B 成 立 .) 证 明 F 有 一 个 不 动 点 .[ 提 示 : 首先 考虑 G=rm0<r<l] 

9.2 给 出 例子 以 证 明 在 上 面 习题 中 的 不 动 点 可 以 不 是 惟一 的 


9.3 设 外 为 一 紧 度 量 空间 ,并 设 KK : X 一 XX 碱 每 个 非 零 距离 。 就 是 说 ,，p(K(z)， 
K(y)) < p(x,y),zY 大 y. 证 明 KK 有 一 个 惟一 的 不 动 点 .( 证 明 , 不 然 的 话 , glb{p(K(z)， 
z)} 为 正 值 , 并 作为 极 小 值 被 达到 , 然后 得 到 矛盾 .) 


9.4 设 KK 为 从 Sx 基 到 太 的 映射 , 其 中 六 为 完备 度量 空间 而 5 为 任 一 度量 空间 并 假 
定 KK(s, zx) 是 一 致 于 z 上 的 对 s 的 压缩 映射 , 并 对 > 是 z 的 一 致 利 普 希 欧 连 续 的 . 证 
明 不 动 点 p。 是 s 的 一 个 利 普 希 欧 连 续 函 数 ，[ 提 示 : 修改 一 下 定理 9.1 的 推论 4 的 证 
明 中 的 e,6 - 起 始 语句 ] 


9.5 设 D 为 巴 旬 替 空间 V 中 的 开 子 集 ，K : D -TY 使 得 了 KK 为 具 常数 1/2 的 利 普 项 
区 映射 
(a) 证 明 如 果 Br(a) C 卫 及 = K(a), 则 Bj2(B) C K[D].( 将 不 动 点 定理 的 一 个 推 
论 用 于 某 个 简单 的 压缩 映射 . 
[b) 得 出 结论 说 KK 为 单 射 并 有 开 的 信 域 , 以 及 KK~! 为 具有 常数 2 的 利 普 希 获 映 射 


9.6 由 前 面 习题 的 结果 推导 出 第 三 章 习题 3.20 结果 的 一 个 改进 形式 . 


9.7 在 定理 9.3 的 条 件 下 , 证 明 如 果 ||dK%,,w> 上 < 1 则 dG%p,w > 可逆.( 不 要 被 记号 搞 糊涂 
了 . 我 们 仅仅 想 要 知道 如 果 eI 一 了 o 5 < 1 则 S 是 可 北 的 .) : 


9.8 在 第 三 章 定理 11.2 和 本 章 定理 9.3 的 陈述 之 间 有 一 个 微小 的 差异 . 在 一 种 情形 中 我 们 
断言 了 从 一 个 球 M 出 发 的 一 个 惟一 的 连续 映射 的 存在 性 , 而 在 另 一 种 场合 则 是 从 球 
M 出 发 到 球 N 的 . 证 明 这 两 个 连续 的 解 必 在 M 上 一 致 从 而 表明 可 以 去 掉 值 域 要 在 
N 中 的 要 求 .( 利 用 定理 9.3 的 点 对 点 的 惟一 性 .) 

9.9 由 在 定理 9.4 中 的 恒等式 G(&, F(6)) = 0 计算 出 dFo 的 表达 式 , 并 证 明 如 果 K 是 连 


续 可 微 的 , 则 在 解 的 表达 式 中 涉及 到 的 所 有 映射 都 是 连续 的 , 从 而 a r* dFa 也 因此 而 
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9.10 回 到 第 9 节 未 尾 所 做 出 的 例子 , 用 归纳 法 证 明 多 项 式 wr 一 Un-i 和 un 一 vn-1 不 包含 
次 数 小 于 n 的 项 . 


9.11 继续 上 面 的 习题 , 因此 而 证 明 由 取 wn 中 最 多 次 数 为 n 的 项 定义 的 等级 数 在 0 的 一 个 
球 中 收敛 , 而 且 它 的 和 是 矿 的 道 映射 的 第 一 个 分 量 u(z, 9) 


9.12 上 面 的 结论 在 一 般 情 形 也 成 立 . 设 J =< 五 ,了 > 为 从 R? 中 0 的 一 个 球 到 及 ”的 任 一 
映射 , 它 由 牙 敛 医 级 数 


K(zy) = 5 ariy, Log) = briy 
定义 , 其 中 不 含 0 次 和 1 次 的 项 . 约定 z =< x,y > 和 以 二 < Uv >, 考虑 迭代 序列 
Uo = 0, Un = — JWn-1). 


对 于 当 一 个 者 级 数 被 代入 另 一 个 时 所 出 现 的 情形 作出 必要 的 假定 ， 并 用 归纳 法 证 明 
wn 一 wn-1 不 包含 次 数 小 于 n 的 项 ,因而 wu。 定义 了 一 个 收敛 麦 级 数 ， 其 和 为 在 0 
的 一 个 邻 域 中 道 于 瑟 的 函数 wu(z,y) =< (zu(z >.[ 记 住 J(m) = H(W) 一 0 


9.13 设 4 为 一 个 巴 拿 赫 代数 并 设 > 是 4 中 一 个 范 数 小 于 1 的 元 . 证 明 


(e 一 Z) 一 Ta 十 z2 ). 
这 意味 着 如 果 mr 是 部 分 积 TI"(1 + x? ), 则 mm 一 (e - z)-1.[ 提 示 : 用 归纳 法 证 明 
(e— zx)rn_1=e—2 .| 


像 正 文中 的 牛顿 法 一 样 这 是 按 指数 速度 收敛 的 另 一 个 例子 
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本 节 中 我 们 将 做 完备 性 的 最 后 一 个 应 用 . 我 们 首先 证 明 一 个 非常 广泛 的 扩 
张 定理 , 而 后 应 用 它 到 黎 曼 积分 的 构造 上 , 这 时 的 积分 是 作为 对 阶梯 函数 所 定义 
的 一 个 初等 积分 的 扩张 


定理 10.1 设 U 是 赋 范 线性 空间 的 一 个 子 空间 ,了 为 从 U 到 一 个 巴 拿 赫 
空间 WW 的 一 个 有 界线 性 映射 于 是 了 有 一 个 到 有 界线 性 变换 5 的 惟一 确定 的 
扩张 , 其 中 S 是 从 闭 包 也 到 人 厂 的 映射 , 另外 , 51 = 上下. 


证 明 固定 a e 5 并 选取 {6&%} c 也 使 所” a 于 是 {6} 是 柯 西 的 , 从 
而 {T(E%)} 也 是 柯 西 的 (由 第 7 节 的 引 理 ), 故而 {T(6n)} 收 伊 于 某 个 Be W. 
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如 果 {mr} 是 UV 中 另 一 个 收敛 于 a 的 序列 , 则 6 一 9. 二 0, T(&n) 一 T(mm) = 
T(& 一 mm) 一 0, 故 也 有 T(7n) 一 8. 因此 6 与 序列 的 选取 无 关 , 并 且 可 以 清楚 地 
看 到 , 6 必 对 工 的 任何 一 个 连续 扩张 5 等 于 5 在 a 的 值 5S(Q). 如 果 ae 则 
8 = 1limT(an) = T(Q), 这 是 由 工 的 连续 性 得 到 的 . 因此 5 在 要 求 为 了 的 连续 扩 
张 的 条 件 下 在 7 上 被 惟一 确定 . 

剩 下 来 要 证 明 5 为 线性 且 以 ||TI| 为 界 . 对 任意 a,B E U, 我 们 选取 (6), 
{nan} CD, 使 得 名 一 am 一 B. 于 是 zt 二 yn 十 za 二 yb, 故而 


S(za+yB) =1lm7(zecn + ynn) = rlimT(én,) + ylimT (nn) 
= 25(0) + y5(8). 


因此 5 为 线性 . 最 后 
SC = liml|T (EN < Thimllénll = HH Hall. 
因此 |TI 为 5 的 一 个 界 , 但 因为 5 包括 了 了, 故 |IS| = Tl 0 


上 面 的 定理 有 许多 应 用 , 但 我 们 只 用 它 一 次 以 得 到 黎 曼 积分 六 f(t)at, 其 中 
连续 函数 f 映射 一 个 闭 区 间 [a,9] 到 一 个 巴 拿 赫 空间 W, 而 此 积分 被 当 作 阶 梯 
函数 的 平凡 积分 的 扩张 . 如 果 W 是 个 赋 范 线性 空间 , f : [如 一 W 是 个 定义 在 
闭 区 间 fw, 如 Cc 了 上 的 一 个 连续 函数 , 我 们 可 以 期 待 着 能 够 定义 广 f(t)dt 为 W 
中 一 个 适当 的 向 量 , 并 能 够 写 单 实 变 向 量 函 数 的 积分 学 . 直到 现在 我 们 还 没有 这 
样 做 , 因为 我 们 需要 W 的 完备 性 来 证 明 这 种 积分 存在 ! 

首先 我 们 只 积分 某 种 被 称 作 阶 梯 函 数 的 初等 函数 . [a,9] 的 一 个 有 限 子 集 4， 
它 包 含 了 两 个 端点 a 和 b, 则 称 4 为 [a,9] 的 一 个 划分 . 因此 4 是 某 个 有 限 序 列 
(的 值 域 ){ti}x, 其 中 a=to < <…< th = 6b, 从 而 4 旗 分 [a,9] 为 更 小 区 间 
的 序列 . 明确 地 说 , 我 们 取 开 区 间 (ti_1, 刀 ,i = 1,… ,n, 为 此 剖 分 的 区 间 , 如 果 
A 和 B 都 是 宅 分 且 4 Cc B, 我 们 则 说 B 是 4 的 一 个 细 分 . B - 前 分 的 每 个 区 
间 (s;_1, 5;) 被 包含 在 4 - 剖 分 的 某 个 区 间 (ti-1,i) 中 ; ti_1 是 4 中 小 于 或 等 于 
sj_1 的 最 大 元 , 而 t 是 大 于 或 等 于 sj 的 最 小 元 . 一 个 阶梯 函数 只 不 过 是 个 映射 
f : [a,01 二 W, 它 在 某 个 前 分 4 = {ti}8 的 区 间 上 为 常 值 . 那 就 是 说 , 存在 一 个 
向 量 序列 {asj? 使 得 当 & € (ti_1,) 时 (6) = os. 7 在 剖 分 点 的 值 可 以 是 这 些 
值 中 的 一 个 也 可 以 不 同 . 

在 每 个 阶梯 函数 f, 我 们 定义 户 1 二 为 汪 1 aiAti, 其 中 在 (ti-1,ti) 上 
f 二 Qi 而 Ati== 龙 一 -1. 如 果 f 为 实 函 数 , 这 只 简单 地 是 f 的 图 像 与 t 轴 之 间 
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区 域 做 成 的 矩形 面积 的 和 . 现在 f 可 用 许多 不 同 前 分 被 描述 为 阶梯 函数 ， 例 如 ， 
如 采 了 在 4 的 区 间 上 为 常 值 , 而 且 如 果 B 是 由 4 添加 一 个 新 点 s 得 到 , 则 f 在 
B 的 (更 小 的 ) 区 间 为 常 值 . 我 们 必须 要 确信 f 的 积分 值 在 改变 所 描述 的 剖 分 
时 不 变 . 在 刚刚 提 到 的 这 种 情形 容易 明白 . 这 一 个 新 点 s 位 于 某 个 区 间 (ti_1,t;) 
中 , 这 个 区 间 是 由 剂 分 4 定义 的 . 这 个 区 间 对 4 - 和 的 贡献 为 ai(ti 一 ti_1), 而 在 
B - 和 中 它 分 裂 为 Qi;(ti 一 5s) + Qi(s 一 -1). 然而 这 是 同一 向 量 . 而 其 余 的 和 因 
子 在 两 个 和 中 是 一 样 的 , 从 而 此 积分 不 变 . 一 般 地 , 假设 f 是 关于 4 的 一 个 阶梯 
晒 数 , 同时 也 是 关于 C 的 阶梯 函数 . 那么 令 B = 4UC, 它 是 4 和 C 的 “共同 
细 分 ” 我 们 可 以 由 一 系列 的 步 又 从 4 过 渡 到 B, 其 中 每 一 步 我 们 添加 一 个 新 的 
太 . 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 在 这 些 步骤 中 的 每 一 步 ， 此 积分 都 不 变 , 故 它 对 4 和 
B 都 是 一 样 的 . 对 C 和 B 的 情形 是 相似 地 也 一 样 , 从 而 对 4 和 C 也 一 样 . 我 们 
已 经 证 明了 /了 与 用 来 定义 广 的 剖 分 无 关 . 

现在 固定 [a,8] 和 W, 并 设 e 为 由 [a,9| 到 W 的 所 有 阶梯 池 数 的 集合 . 那么 ， 
= 是 个 向 量 空间 , 因为 , 如 果 f 和 g ee 为 相对 于 剖 分 4 和 B 的 阶梯 函数 , 于 是 它 
们 在 C = 4UB 的 区 间 上 都 是 常数 , 因此 zf +yg 也 是 如 此 . 又 , 如 果 C = {ti}8， 
并 且 如 果 在 (ti-1,ti) 上 我 们 有 f = Qi,9 = Bi, 右 Xf +yg = Ya yBi, 因此 方程 


ya + yAti=Z (> cj +y (> pia 
1 1 


t 二 ] 


恰好 是 让 (zf +yg) =z P+y 放 9. 映射 f 局 *f 因而 从 e 到 W 是 线性 的 . 


最 后 ， | 
0 1 


其 中 flo = mub{lyGl :te [a 可 } = maxflloill : 1 < ig n}, 就 是 说 我 们 在 < 
上 使 用 由 W 的 范 数 所 定义 的 一 致 范 数 , 于 是 线性 映射 上 * f 以 (5 一 a) 有 界 
如 果 WW 为 完备 , 则 此 变换 由 定理 10.1 有 一 个 到 二 上 的 惟一 有 界线 性 扩张 , 其 中 
E 是 es 在 邓 ([a, 碌 ) 中 取 的 闭 包 . 但 是 我 们 可 以 证 明 5 包含 了 由 [a, 相 到 W 的 
所 有 连续 函数 的 空间 EC([a, 9],W) 从 而 连续 函数 的 积分 被 惟一 地 定义 . 


引 理 10.1 Cl([a,d], W) CE. 


证 明 在 [a,8] 上 的 一 个 连续 函数 是 一 致 连续 的 (定理 5.1)， 就 是 说 , 给 出 
e>", 存在 6> ,使 得 |s 一直 <6 坟 f(s) -Ab < se. 现 取 [oj 的 任何 一 个 剖 分 
4= {ti}8, 使 得 Ati = 去 一 在 1<56 对 所 有 * 成 立 ,并 取 au 为 f 在 (ti_1,t;) 中 


< > |ail|At; < jlfllw(b — 0), 
1 
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任 一 点 的 值 . 则 在 [1,ti] 上 ||f(t) 一 ail| < s. 因此, 如 果 9 是 在 (ti-1, 刀 上 取 
值 a; 的 阶梯 函数 , 日 g(a) = ai, 则 |f -gll < e, 故 fF 在 2 中正 是 所 求 . 口 


我 们 的 主 定理 是 个 重新 的 概述 


定理 10.2 如 果 W 是 巴 拿 灰 空间 , V = CE([a,9j,W) 具 一 致 范 数 , 则 存在 一 
个 Je Hom(V,W) 由 令 J(f) = lim ff 惟一 决定 , 其 中 {所 } 是 & 中 任 一 收敛 
于 了 的 序列 而 "fn 是 上 面 所 定义 的 在 e 上 的 积分 . 另外 又 有 省 < (6 一 a). 


如 果 f 从 fo 加 到 W 是 初级 的 , ce [中 则 f 在 [a,d 和 [fc 四 中 每 个 当 
然 也 是 初级 的 . 如 果 c 被 加 到 剖 分 4 中 , 而 4 是 用 来 定义 f 的 , 并 且 如 果 关 于 
B = 4Ufe] 定义 上 六 广 的 和 在 e 被 分 裂 为 两 个 和 , 我 们 显然 有 /f= f+/ 
这 个 相同 的 等 式 对 于 任意 fc, 引 上 的 连续 函数 f 也 可 得 到 , 这 是 因为 几 / = 
im Pfr =lim (J fat pf) =lmf ftlimf f= f+ 

微 积分 基本 定理 依然 与 我 们 同 在 . 


定理 10.3 如 果 f € Cl[a,bj,W) 且 F: [ab , W 由 f(t)dt 定义 , 则 五 
在 (a,b) 中 存在 且 F'(x) = f(x). 


证 明 由 在 zo 的 连续 性 ， 对 每 个 存在 6 使 得 只 要 |z 一 zo| < 0 jf (zo0) 一 
f(z)|| < e. 


[ Wo) - f(t| < elz — zol, 
并 因 [= f(zo)dt = f(zo)(z - zo) 由 初级 函数 积分 的 定义 可 以 推出 , 我 们 有 


le 一 (f f(t) /Ca 


因为 |z f(D)dt = F(z) - F(zo), 这 完全 等 于 说 下 的 差 商 收 化 于 f(zo), 这 正 是 我 
们 要 证 明 的 . 口 


< EE, 


习题 


10.1 证 明 下 面 的 定理 10.1 的 类 比 : 设 4 为 度量 空间 B 的 子 集 ，C 为 完备 度量 空间 ,下 : 
A 一 C 一 致 连续 . 则 下 人 惟一 地 扩张 到 从 4 到 C 的 一 个 连续 映射 
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10.2 在 习题 7.16 到 7.18 中 我 们 构造 了 5 的 一 个 完备 化 , 即 9[S] C V*. 证 明 这 个 完备 
化 在 等 距 同 构 范 围 内 是 惟一 的 . 就 是 说 , 假设 p 是 8 是 其 他 的 等 距 嵌 入 于 一 个 完备 
占 间 和 证 明 由 wo9-! 给 出 的 5S 的 两 个 像 的 等 同 映射 (从 6[5] 到 Y[5]) 扩张 到 从 
9[5] 到 p15] 的 一 个 等 距 双 射 .[ 提 示 : 应 用 前 面 的 习题 .] 


10.3 现在 假定 5 是 个 赋 范 线性 空间 X, 而 X 是 完备 度量 空间 Y 的 称 子 集 . 回想 这 意味 
着 Y 中 每 个 点 都 是 子 集 X 中 一 个 序列 的 极限 . 证 明 X 的 向 量 空间 结构 可 以 以 惟一 
的 方式 扩张 使 得 Y 成 为 一 个 巴 拿 赫 空 间 . 由 于 我 们 从 习题 7.18 知道 一 个 度量 空间 可 
以 完备 化 , 这 再 次 表明 一 个 赋 范 线性 空间 总 可 以 被 完备 为 一 个 巴 拿 赫 空间 ， 


10.4 在 初等 微 积分 中 , 如 果 f 连续 , 则 对 某 个 zt(a,5) 有 
/ ‘flat = f(z)(b — 0). 
证 明 这 对 于 连续 的 向 量 函数 了 不 真 这 里 的 f 为 由 
f(t) =< sin t,cost> 


定义 的 弧 f: [0,7] 一 下 ， 


10.5 证 明 取 积分 和 施行 线性 变换 可 交换 . 就 是 说 , 证 明 如 果 f 是 从 [a, 间 到 巴 拿 赫 空间 W 
的 一 个 连续 函数 , 又 如 果 T E Hom(W, 闫 ), 其 中 XX 为 巴 拿 赫 空 间 , 则 


/ T(f(t))dt = r| [ f(Dat| 


[提示 : 直接 从 阶梯 函数 算 起 .] 
10.6 叙述 并 证 明 由 下 面 等 式 所 提出 的 定理 : 


b 
/ “< f(t), 9(t) > dt =< / f(t)dt, / g(t)dt > . 


[提示 : 用 前 一 个 习题 .] 
10.7 设 WW 为 任意 赋 范 线性 空间 , {Qi}? 为 W 中 的 向 量 的 有 限 集合 , 而 {fi 针 是 [a,8] 上 
对 应 的 实 连续 函数 的 集合 . 定义 弧 YY 为 


Y(t) = >》 fi(t)ai. 


> | / Abdi| Oi 


证 明 [2 Y(t)dt 存在 并 等 于 
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10.8 设 f 为 从 R 到 巴 拿 赫 空间 W 的 一 个 连续 函数 . 描述 如 何 可 以 建立 一 个 二 重 积分 
/ f(s,t)dsdat 


IxJ 
的 理论 , 其 中 I x J 为 一 个 闭 的 矩形 
10.9 证 明 如 果 及 一 致 收敛 于 了 则 


/ fn(t)dt 一 [ f(t)dt. 


如 果 你 理解 了 积分 的 定义 和 性 质 , 这 则 是 微不足道 的 事 . 


10.10 假设 {fn} 是 从 [fa, 如 到 一 巴 拿 赫 空 间 W 的 光滑 弧 的 序列 使 得 2 太一 致 收敛 ， 
假设 >， fn(a) 也 收敛 . 证 明 六 户 斧 因此 而 一 致 收敛 且 f = ff 光滑 , 并 且 
f = 27 访 .( 用 上 面 的 习题 和 微 积分 基本 定理 .) 


10.11 证 明 即使 W 不 是 个 巴 合 赫 空间 , 如 果 弧 f: a, W 有 连续 的 导数 , 则 [* 疡 存在 
并 等 于 f(b) - f(a). 


10.12 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 令 < 1,& >= 1(€), 其 中 & € XX, LE X*. 现 设 f 和 9 分 别 为 
由 闭 区 间 fa, 中 到 X 和 XX* 的 连续 可 微 函 数 ( 弧 ) 证 明 分 部 积分 公式 : 
b 
< g(6), f(6) > — < g(a), f(a) > = / < f(t),9 (0) > dt 


b 
+ 上 < f(t),g(t)> dt 
[提示 : 应 用 第 三 章 的 定理 8.4.] 


10.13 似 述 上 面 分 部 积分 公式 可 以 推广 到 对 任意 有 界 双 线 性 映射 w :V x W 一 XX 成立 ,其 
中 关 为 一 个 巴 拿 赫 空 间 . 


10.14 设 t 品 [为 从 闭 区 间 [ae, 相 到 对 偶 W* 的 一 个 固定 的 连续 映射 ,WW 为 巴 拿 赫 空间 . 
假设 对 任 一 从 [a, 到 W 的 连续 函数 g, 我 们 有 
b b 
/ gdt =0 一 / Po) 0. 


证 明 存 在 一 个 固定 的 L €E W* 使 得 对 所 有 连续 弧 9g : [a,0] 一 W 有 


/ ‘(odt =L ( / olt)dt) 


证 明 由 此 得 到 对 所 有 t, 4 二 工 . 
10.15 用 上 面 习 题 推 出 3.15 节 的 一 般 欧 拉 方程 . 
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4.11 复数 系 


复数 系 C 是 继 有 理 数 和 实数 之 后 必须 要 研究 的 第 三 个 基本 数 域 , 读者 必定 
在 以 往 对 它 已 有 所 接触 . z 

几乎 每 一 个 人 都 把 复数 上 看 作 是 一 对 实数 , 即 的 “ 实 部 和 虚 部 ”, 因而 实数 
系 C 被 看 作 是 第 卡 儿 二 维 空间 民 , 但 具有 某 些 深 一 层 的 结构 . 特别 地 , 一 个 复 项 
数 简单 地 说 就 是 某 种 向 量 函 数 , 等 价 于 一 对 有 序 的 实 函 数 , 仍 为 其 实 部 和 虚 部 . 

把 复数 系 从 它 的 向 量 属性 RR? 区 分 出 来 的 是 由 于 一 个 附加 的 运算 即 复 乘法 
的 出 现 . 了 的 向 量 运 算 连 同 它 的 复 乘 法 运算 使 C 成 了 一 个 变换 代数 . 最 终 还 表 
示 <10> 是 C 中 惟一 的 乘法 单位 元 ， 而 且 每 个 非 零 复数 都 有 一 个 乘法 道 元 . 这 
些 添加 进来 的 事实 概括 起 来 说 就 是 :C 是 一 个 域 , 它 让 我 们 可 将 C 用 作 向 量 空间 
理论 中 的 一 个 新 的 纯 量 域 . 事实 上 , 第 一 和 第 二 章 的 全 部 阐述 在 把 展 换 做 C 时 仍 
然 有 效 . 纯 量 乘法 现在 是 乘 以 复数 . 因此 C" 是 有 序 的 复数 的 ” 联 组 的 癌 量 空间 ， 
而 一 个 n 联 组 与 一 个 复 纯 量 a 的 积 定 义 为 a < 和 ,名 >=< aéi,… ,Qén >， 
其 中 ai 是 复数 乘法 . 

到 了 认真 处 理 复 乘 法 的 时 候 了 . 像 读 者 大 体 知道 的 那样 它 由 一 个 样子 古怪 
的 公式 给 出 , 而 这 个 公式 是 由 把 一 个 元 上 =< zlzs > 想 成 是 zi + iz2 的 形式 ， 
其 中 这 = -1 再 使 用 通常 的 代数 法 则 而 引起 来 的 . 于 是 我 们 有 


én = (x1 + irT2)(Y + iy2) 
= TI1Y1 十 LT1Y2 十 LT2Y1 十 i T2Y2 
一 (zl 一 Z272 ) 十 i(T1Y2 十 XT2Y1), 


因此 我 们 的 定义 是 
< TX1,T2 ><Yi,Y2 >=< TN ~ TY2, TIY2 + To 一 


当然 , 必须 验证 这 个 运算 是 交换 的 并 满足 一 个 代数 的 规则 . 直接 检验 是 可 以 的 但 
显得 呆板 , 我 们 将 在 习题 中 以 一 种 简洁 的 方式 表明 . / 
映射 + 局 < x,0 > 为 域 民 到 域 C 的 一 个 同 构 单 射 . 显然 它 保持 和 , 读者 可 
通过 默 验 知道 它 也 保持 积 . 按 约定 把 z 等 同 于 它 的 像 < zx,0 >, 故 可 将 民 看 作 
C 的 一 个 子 域 . 
这 个 神秘 的 i 等 同 于 C 中 的 偶 对 < 0,1 >, 由 此 党 =< 0,1 >< 0,1 >= 
< -1.0 >, 后 者 我 们 已 将 其 等 同 于 -1 了. 按 这 些 等 同 关 系 我 们 有 < zx,y >= 
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<z0>+<0y>=<2z0> 二 <01><20>=2+2 这 就 是 从 现在 起 我 们 
要 写 出 复数 的 方式 . 

映射 + 十 记 眠 一 多 是 C 与 自己 的 一 个 域 同 构 . 就 是 说 , 它 保持 了 和 与 积 ， 
这 点 很 容易 被 验证 . 这 种 自身 的 同 构 锌 称 为 一 个 上 自 同 构 . 前 面 这 个 自 同 构 被 称 
为 复 共 移 ,C 二 工 十 iy 的 像 5 一 iy 被 称 作 < 的 共 酌 , 以 5 表示 . 我 们 在 习题 中 将 
要 求 读者 证 明 共 斩 是 C 的 惟一 一 的 保持 子 域 取 中 每 个 元 素 固定 不 变 的 目 同 构 ( 除 
去 恒 同 日 辣 构 ). 


称 C = z 十 动 =< zy > 的 欧 几 里 得 范 数 为 《 的 绝对 值 , 以 |(| 表示 , 故 
= e+ 训 = (za + 名)Y2. 因为 最 后 证 明 |Cy| = IC| |n|, 故 这 样 称 呼 是 有 道理 
的 . 这 个 等 式 可 以 由 取 平 方 和 相 乘 加 以 验证 , 但 是 下 面 的 做 法 要 简洁 得 多 , 这 就 
是 首先 注意 到 绝对 值 和 共 孝 自 同 构 之 间 的 关系 : 


ce = | 


(z+ iy)(z — iy) = x2 — (iy)? = 2+]. 然后 , | = (07) : (67) = (66)(75) = 
cl24y|2， 从 而 取 平 方 根 便 给 出 了 我 们 的 等 式 . 等 式 66 = | 也 向 我 们 表明 了 如 
果 5 夭 0, 则 5/c 是 其 乘法 道 元 . 

因为 实数 系 及 是 复数 系 C 的 一 个 子 域 , 故 任何 C 上 的 向 量 空间 也 自动 地 
为 及 上 的 向 量 空间 : 乘 以 复 纯 量 包括 了 乘 以 实 纯 量 . 而 且 任 何 一 个 在 复 向 量 空 
间 之 间 的 复线 性 变换 自动 地 是 实 线性 的 . 当然 反 过 来 并 不 成 立 . 例如 , 一 个 从 民 
到 R? 的 实 线性 映射 了 一 般 来 说 不 是 从 C 到 C 的 复线 性 , 一 个 HomR* 的 实 线 
性 5 在 把 RR 看 作 C2 时 也 不 一 定 成 为 HomC2 中 的 复线 性 映射 . 我 们 在 习题 中 
要 讨论 这 个 问题 . 

在 复 向 量 空间 之 间 的 一 个 映射 的 复 可 微 性 有 显然 的 定义 :AF。 = 了 +o 
其 中 了 为 复线 性 , 当然 由 前 面 的 评注 知 其 也 是 实 可 微 的 . 但 下 可 能 是 实 可 微 却 
不 是 复 可 微 的 . 由 在 第 8 节 末 尾 的 讨论 知道 , 如 果 {an} C C, 并 且 {lanl6"} 有 和 界 ， 
则 级 数 末 anc" 在 ( 实 ) 巴 拿 赫 代 数 C 的 球 Bs(0) 上 收敛 , 而 且 下 (6) = 20 anc” 
在 此 球 上 为 实 可 微 , 有 dFs(¢) = (2 nan8")C = F'(B):¢. 但 乘 以 FF'(B) 显然 是 
个 在 一 维 复 向 量 空间 C 上 的 复线 性 运算 . 因此 , 由 收敛 的 复 竹 级 数 定义 的 复 孙 
数 是 自动 复 可 微 的 . 然而 我 们 甚至 可 以 走 得 更 远 . 这 时 , 如 果 ¢ 关 0, 我 们 在 定义 
方程 


AFs(C) = F'(B).¢ + 0o(O) 


可 以 除 以 5 得 到 当 5 一 0 时 


a RN Fm’(B) 


的 结果 . 那 就 是 说 , F'(B) 现在 又 是 一 个 纯正 的 导数 了 , 它 以 一 个 复 无 穷 小 在 
差 商 的 分 母 上 . 

复 可 微 性 的 结果 是 多 得 不 可 胜 数 的 , 我 们 将 其 绝 大 部 分 留 到 复 变 函数 课程 
中 去 体验 未 来 的 愉悦 . 但 是 看 看 第 十 二 章 末 尾 关 于 留 数 计算 的 问题 以 及 在 第 十 
一 章 习 题 4.3 中 对 下 面 代数 基本 定理 的 证 明 吧 


定理 11.1 复 系数 的 每 个 多 项 式 是 线性 因子 的 来 积 . 


一 个 较 弱 但 等 价 的 陈述 是 说 , 每 个 多 项 式 至 少 有 一 个 ( 复 ) 根 . 事情 的 关键 是 
z2+1 在 及 上 不 能 分 解 因子 ( 即 没有 实 根 ) 而 在 C 上 我 们 有 z?+1 = (z+i)(z 一 人 
有 两 个 根 土 i. 

六 以 后 要 用 我 们 多 说 几 句 关于 复 指数 函数 的 话 : exp 《 = ef = 部 Cm/nt. 如 
果 C = 二 z+iy, 我 们 有 et = ez+i = ere%, 并 且 ey = Tm)" /nl! = (1—y/2!+ 
yt /4 ) iy /B+ /5!—…) = cos y+isin y. 因此 ex*1+y = ez(cos y+isin y). 
那 就 是 说 , 复 函 数 exp(x + iy) 的 实 部 和 上 碟 部 分 别 为 ezcosy 和 esiny 


习题 
11.1 直接 从 定义 证 明 复 乘法 的 可 结合 性 


11.2 证 明 复 数 的 分 配 律 :a(é& 十 7) = aé& 十 a7. 

11.3 证 明 用 一 个 实数 a 作 的 纯 量 乘法 a < x,y,> 二 < az,ay > 在 C 二 及 中 与 将 a 解释 
为 复数 < a,0 > 的 复 乘法 定义 是 一 致 的 : 

11.4 设 8 为 复 域 的 保持 实数 不 动 的 自 同 构 . 证 明 9 或 是 恒 同 映射 或 是 复 共 斩 .[ 提 示 : 
(9(i))? = 6(i2) = 0( 一 1) = -1. 证 明 其 平方 为 一 1 的 惟一 复数 Z 十 名 为 土 i, 于 
是 得 证 .] 

11.5 如 果 我 们 记 住 C 特别 是 个 二 维 的 实 向 量 空间 及 ， 我 们 则 看 出 用 复数 w 十 刻 去 乘 C 
中 元 必定 定义 了 及 2 上 的 一 个 线性 变换 . 证 明 它 的 矩阵 是 


eel 
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11.6 上 面 的 习题 提示 了 复数 系 可 以 是 所 有 形 如 
a —b 
b a 
2 x 2 实 和 矩阵 的 集合 4. 证 明 4 是 矩阵 代数 及 2x2 的 子 代数 ( 即 4 在 乘法 , 加 法 和 纯 
量 乘法 下 封闭 ), 并 且 | “ ry a 十 访 是 从 4 到 C 的 一 个 双 射 , 它 保 持 了 所 有 


的 代数 运算 . 因此 我 们 可 以 得 出 结论 说 一 个 代数 应 满 症 的 规则 对 C 目 动 成 立 . 为 什 


人 了 

11.7 在 上 面 复 数 系 的 矩阵 模式 中 证 明 绝对 值 等 式 |Cy| = [| |y| 是 一 个 行列 式 性 质 

11.8 设 W 为 一 实 向 量 空间 ，V 为 实 向 量 空间 W x W. 证 明 存 在 HomV 中 一 个 9 使 得 
/= 一 了 .( 把 C 想 成 为 在 乘 以 i 下 的 实 向 量 空间 R? = 及 x R) 

11.9 设 V 为 实 向 量 空间 , 并 设 ge HomV 满足 9? = 一 了 . 证 明 如 果 ia 被 定义 为 96(a), 则 
V 成 为 一 个 复 癌 量 空间 ， 如果 复 向 量 空间 V 是 由 实 向 量 空间 W 按 现在 这 种 方式 和 
上 面 习题 那样 的 方式 做 成 , 我 们 则 称 VY 为 W 的 复 化 .我 们 将 把 全 日 喘 看 成 是 V 的 
一 个 子 空间 (实际 为 W x {0)), 并 且 站 = 丈 由 证 


11.10 证 明 复 向 量 空 间 C” 是 R” 的 复 化 . 证 明 更 一 般 地 对 任何 集 4, 复 向 量 空 间 C4% 是 实 
向 量 空间 及 4 的 复 化 . 


11.11 设 V 为 实 向 量 空间 W 的 复 化 , 定义 在 V 上 的 复 共 辆 运算 . 那 就 是 说 , 证 明 存在 一 个 
实 线性 映射 2 使 得 ”= 了 且 yp(ia) = 一 ip(a). 证 明 , 反之 , 如 果 Y 是 个 复 向 量 空间 ， 
且 o% 是 V 上 的 一 个 共 斩 [一 个 实 线性 映射 p 使 得 pp? = 了 而 yp(ia) = -ip(o) 则 VV 
是 ( 同 构 于 ) 一 个 实 线性 空间 W 的 复 化 .( 应 用 第 一 章 的 定理 5.5 于 等 式 9* 一 了 = 0.) 


11.12 设 你 为 实 阿 量 空间 , Y 为 其 复 化 . 证 明 HomW 中 每 个 了 “扩张 ”到 HomYV 中 的 复线 
性 映射 5 使 它 与 共 斩 p 交换 . 我 们 所 说 的 9 扩 到 了 了 的 意思 自然 是 5 | (Wx{0}) = 

了 T. 证明 , 反 过 来 , 如 果 5 在 HomV 中 与 共 久 互 换 , 则 S$ 是 HomW 中 一 个 工 的 扩 

11.13 在 这 种 情形 中 我 们 自然 把 9 叫做 了 的 复 化 . 证 明 如 果 5 是 工 的 复 化 , 则 它 的 在 V 
中 的 零 空 间 六 为 直 和 革 = 二 入 匆 iN, 其 中 入 是 工 在 W 中 的 零 空 间 . 记 住 我 们 是 
把 V 看 作 WW 四 iW 的 / 

11.14 在 一 个 复 赋 范 线性 空间 V 上 , 其 范 数 被 要 求 为 复 齐 次 的 : 对 所 有 复数 入 有 


IXall = IA llall. 
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11.15 如 果 一 个 实 赋 范 线性 空间 W 被 复 化 为 V 二 W 十 iW, 没有 显而易见 的 公式 能 把 W 上 
的 实 范 数 转换 为 VY 上 的 复 范 数 . 但 是 证 明 , V (实际 上 是 WxW) 上 任 一 个 乘积 范 数 可 
以 被 用 来 产生 一 个 等 价 的 复 范 数 .[ 提 示 : 对 给 出 的 < &,7 >EV, 考虑 数 的 集合 {|(z 十 
iy) < €,7 > :|z 十 iy| = 1}, 并 力图 从 此 集合 中 得 到 一 个 可 用 的 一 个 数 .] 

11.16 证 明 每 个 非 零 复数 有 一 个 对 数 . 那 就 是 说 , 证 明 如 果 4 十 iv 寺 0, 则 存在 一 个 z+ iy 
使 得 ez+2% = w 十 iw，( 写 出 方程 ez(cos y 十 isin y) = 4 十 纪 , 并 用 点 小 智慧 解 出 它 .) . 

11.17 代数 基本 定理 和 第 一 章 的 定理 5.5 表明 如 果 Y 是 个 复 向 量 空间 , 而 TE HomV 满 
足 p(T) = 0, 其 中 p 是 个 多 项 式 ， 则 存在 V 的 子 空间 {Vi}?, 复数 {和 i}? 和 整数 
{mi}? 使 得 V = 四 | Vi, 其 中 Vi 对 每 个 i 是 了 - 不 变 空间 , 且 对 每 个 i 在 Vi 上 
(T 一 入 TT) = 0. 证 明 上 面 所 说 的 确 如 此 . 也 证 明 如 果 V 为 有 限 维 , 则 HomV 中 的 
每 个 了 必定 满足 某 个 多 项 式 方程 p(t) = 0. (考虑 向 量 1,T,T?,… ,T" ,… 在 向 量 
空间 Hom(V) 的 线性 无 关 性 或 线性 相关 性 .) 

11.18 假设 上 面 习 题 中 的 多 项 式 p 具有 实 系 数 . 利用 复 共 斩 是 C 的 自 同 构 这 个 事实 证 明 如 
果 入 是 p 的 一 个 根 则 入 也 是 个 根 . 

证 明 如 果 V 是 实 空间 食 的 复 化 , T 是 RE HomW 的 复 化 , 则 存在 一 个 实 多 项 

式 p 使 得 p(T) = 0. 

11.19 证 明 如 果 W 为 有 限 维 实 向 量 空间 , RE HomW 为 一 个 同 构 , 则 存在 一 个 A € HomW 
使 得 R = e4( 即 logR 存在 ). 这 是 个 难 哨 的 习题 , 但 它 可 通过 习题 8.19 到 8.23， 
11.12, 11.17 和 11.18 得 到 证 明 . 


"4.12 ”能 方法 


我 们 的 在 有 限 维 空间 上 所 有 范 数 都 等 价 的 定理 使 人 想到 这 种 空间 上 的 极限 
理论 应 该 独立 于 范 数 而 被 接受 , 而 且 我 们 早先 关于 具有 限 维 定义 域 的 每 个 线性 
变换 都 自动 为 有 界 的 定理 更 加 强 了 这 种 印象 . 我 们 在 本 节 要 研究 这 个 问题 . 在 
某 种 意义 上 说 , 这 样 的 努力 并 不 合适 , 因为 我 们 不 能 完全 没有 范 数 , 还 因为 它们 
用 起 来 是 如 此 顺手 , 即使 我 们 不 必用 它 时 也 会 使 用 . 

粗略 地 说 , 我 们 要 做 的 就 是 用 研究 整个 实 ( 值 ) 映射 {1o :1 EV*} 的 办 法 
去 研究 向 量 ( 值 ) 映射 FF. 


定理 12.1 如 果 VV 为 有 限 维 , 则 在 VV 中 一 (关于 任 一 个 因而 也 是 每 一 
个 范 数 ) 当 且 仅 当 对 每 个 LEV* 在 恨 中 1(&n) -1(&). 
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证 明 如 果 & 刁 & 且 1eV*, 则 因为 1 是 自动 连续 的 有 i(&n) -1(6). 反之 ， 
如 果 对 V* 中 每 个 1 有 7(&n) -> 1(8), 则 当 在 Y 中 选取 一 组 基 {8;}? 时 , 我 们 在 对 
偶 基 中 每 个 泛 函 e; 有 ei(t%) ei(é), 而 这 表明 在 相关 的 1 范 数 下 tn 一 6, 这 是 
因为 有 én 一 é = ?ei(én) — ei(6)| = 0. 加 


注 如 果 Y 为 任意 赋 范 线性 空间 , 故 V* = Hom(V R) 表示 了 有 下 线性 泛 本 

的 集合 , 那么 我 们 说 外 弹 趋 向 于 《上 是 指 对 每 个 !E YI(cn) 一 16 上 面 的 定理 
重新 组 词 叙述 便 是 : 在 一 个 有 限 维 空间 中 弱 收 敛 性 和 范 数 收 伍 性 是 等 价 的 概念 ， 

我 们 将 看 到 , 以 一 种 相似 的 方式 即使 用 V* 中 的 泛 画 和 T* 与 Y 的 自然 同 

构 , 可 以 把 参数 绝 的 积分 和 微分 通通 回溯 到 实 变量 的 实 函 数 的 标准 微 积 中 . 因而 ， 

如 果 fe CE([a,9,V), 入 EV*, 则 和 of ec([a 相 本 , 故 由 标准 微 积分 知道 Aof 

存在 . 如 果 让 入 变化 , 则 可 验证 出 映射 入 ,和 of 是 线性 的 , 从 而 在 V* 中 , 因 

此 由 Y 中 一 个 惟一 确定 的 向 量 a 给 出 (由 对 偶 性 ; 见 第 二 章 定理 3.2). 那 就 是 

说 , 存在 惟一 的 a eV 使 得 和 (a) = 广 和 of 对 所 有 入 eV* 成 立 , 我 们 便 定义 这 

个 a 为 广 太 因此 积分 被 定义 成 使 得 它 与 线性 泛 函 的 作用 可 交换 . 放下 是 那样 

的 向 量 , 使 得 对 所 有 入 EV*， 


》 | / | 1 - | ‘AF. 


相似 地 , 如 果 所 有 的 实 函数 {和 of : 入 EV*} 都 在 zo 可 微 , 则 映射 入 忆 
(Xe j)'(zo) 由 标准 微 积分 中 导数 的 线性 性 知 也 是 线性 的 : 


((ciA1 + caA2) of) = (ci(M195f) +c2N20)) 
= ci(M of) +c(N of). 


因此 , 再 次 存在 惟一 a EV 使 得 对 所 有 入 EV"*， 
(Xe f)'(x0) = Mo), 


而 且 如 果 我 们 定义 这 个 a 为 导数 了 (x0) 的 话 ， 我 们 再 一 次 定义 了 一 个 微 积分 的 
运算 , 它 与 线性 泛 函 具有 可 换 性 : 


(Mo f')(z0) = (Mo f)'(x0). 
现在 微 积分 的 基本 定理 表现 如 下 . 
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如 果 F(z) = 5 f, 则 (XoF)(z) = 大 和 of 这 是 积分 的 弱 定 义 . 标准 微 积分 
基本 定理 于 是 (Ao FF)' 存在 且 (Xe FE)'(z) = (Xe j)(z) = 和 f(z)). 由 导数 的 
弱 定 义 我 们 便 有 Fr 存在 且 F(x) = f(z). 

我 们 不 能 用 弱 方 法 轻易 得 到 的 一 个 结果 是 范 数 不 等 式 || [2 fl| < (po-allHlle 
这 需要 一 个 关于 有 限 维 空间 上 范 数 的 一 个 定理 , 在 本 教程 中 不 打算 证 明 它 . 


定理 12.2 llar*|| = |lal| 对 所 有 a EV 成 立 . 


我 们 要 断言 的 是 lub{la*(AHMIIAI} = llall. 因为 a*(X) = 和 (a), 又 因为 
和 (a)| < |All lall( 由 1 省 的 定义 ), 故 有 / 


lubla™* M/A < llall. 


因而 我 们 的 问题 便 是 找到 一 个 Xe V* 使 得 Al = 1 且 |A(a)| = llall. 如 果 乘 以 
一 个 适当 的 常数 (以 ca 代替 a,c = 1/llall), 我 们 可 假设 lall = 1. 于 是 a 在 一 个 
单位 球面 上 , 问题 便 是 找 一 个 泛 函 入 e V* 使 得 仿 射 子 空间 和 = 1( 超 平面 ) 与 单 
位 球 在 a 相 切 ( 故 (a) = 1), 否则 将 在 单位 球 外 ( 故 当 | = 工时 II<s 1, 从 
而 | 和 | < DD). 从 几何 上 讲 显然 这 样 的 “ 切 平面 ”必定 存在 , 但 我 们 就 此 而 止 了 . 

如果 我 们 承认 这 个 定理 , 则 由 于 


:( [ = [ A(F C0) dt 


< (b — oa)l|Almax{ f(a)} (外 [Xo < IA : llal}) 
= (6 — oA llflleo, 


[WY 


它 两 端的 项 构成 了 所 要 的 不 等 式 . 


< (6b— a)max{|ACF (EN :te (a,H} 


我 们 得 到 


= lub A 


9 


< (0— a)||fliw, 
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在 这 短 短 的 一 章 里 我 们 将 研究 在 2 范 数 下 发 生 了 些 什 么 , 而 我 们 将 发 现 这 
里 打开 了 线性 分 析 的 一 个 全 新 的 分 支 . 这 些 范 数 可 被 抽象 地 描述 为 具有 从 纯 量 
积 产 生 的 特性 . 它们 是 普通 几何 长 度 在 有 限 和 无 限 维 情形 的 类 比 , 它们 实际 上 都 
具有 欧 氏 几何 的 所 有 概念 , 像 两 个 向 量 之 间 夹 角 的 概念 , 垂直 性 ( 正 交 性 ) 以 及 毕 
达 哥 拉 斯 定理 , 以 及 多 刚体 运动 的 存在 性 

这 个 额外 结构 的 影响 对 无 穷 维 空间 情形 特别 具有 戏剧 性 . 无 限 正 交 基 在 极 
大 范围 内 都 存在 , 而 且 能 像 在 有 限 维 空间 中 基 那 样 容易 处 理 , 虽然 这 时 一 个 向 量 
的 基 展 开 式 是 一 个 收敛 无 穷 级 数 5 = 并 ?2 ziais. 数学 中 许多 最 重要 的 级 数 展 式 
都 是 这 些 正 交 基 展开 的 例子 . 举例 说 , 在 下 一 章 我 们 将 看 到 在 [0,x] 上 一 个 连续 
函数 f 的 健 里 叶 级 数 展 式 是 f 在 2 - 范 数 ||flj。 = ( 太 j2)2? 下 对 一 组 特定 的 正 
交 基 {an}? = {sin nt}? 的 基 展 开 式 . 如 果 一 个 空间 在 纯 量 积 范 数 下 是 完备 的 ， 
则 称 它 为 一 个 希 尔 伯 特 空间 .这 样 的 空间 的 更 高 等 的 理论 是 数学 的 最 漂亮 的 部 分 
之 一 


5.1 内 积 ( 纯 量 积 ) 


在 一 个 实 向 量 空 间 Y 上 的 一 个 内 积 是 从 V xV 到 RR 的 一 个 实 函 数 , 它 在 侦 
对 < &,n > 上 的 值 通常 用 (€,n) 表示 , 使 得 


5.1 内 积 ( 纯 量 积 ) . 271 . 


(a) 当 7 固定 时 (&,7) 对 二 是 线性 的 ; 
(b) (&,n) = (7 6( 对 称 性 ); 
(c) 如 果 & 冯 0, 则 (&,&) > 0( 正 定性 ). 
如 果 将 (c) 换 成 较 弱 的 条 件 : 
(c) 对 所 有 & EV 有 (&,é) 0， 
则 称 (&,”) 为 半 内 积 . 
内 积 的 两 个 重要 例子 是 


T,Yy) = ziyi, 其 中 VV = R" 
1 


和 
b 
(f,9) = / Hbg(bd 其 中 V = ea 起 


在 复 向 量 空间 上 , 条 件 (b) 必须 被 换 为 

(b) (8&0) = (万 日 ( 埃 尔 米 特 对 称 )， 
这 里 的 横 线 一 代表 复 共 斩 . 相应 的 例子 是 (z,w) = > 1 zi 五 5 这 里 的 了 = C0"， 
以 及 当 了 为 中 上 的 连续 复 函 数 时, (f,g) = / f5. 我 们 只 讨论 实 的 情形 . 

由 (a) 和 (b) 得 到 一 个 半 内 积 当 第 一 个 变量 不 动 时 对 第 二 个 变量 也 是 线性 
的 , 因此 是 一 个 对 称 的 双 线性 函数 , 它 的 相伴 的 二 次 形式 q(6) = (€,é) 是 正定 或 
半 正 定 的 [(c) 或 (o), 见 第 二 章 最 后 一 六 | 

形式 9 的 正 负 定性 质 有 着 深远 的 结果 , 我 们 马上 就 能 看 到 这 点 


定理 1.1 施 拟 兹 不 等 式 . 
(EM < (€,0)1220n, m0) 
对 任何 半 内 积 成 立 . | 
证 明 我 们 有 0<(€ 一 tn,é 一 要) = (6, 自 一 2t(&,)+ 姑 (m,) 对 所 有 teE 民 成 


立 . 因为 它 对 t 是 二 次 的 水 不 负 的 , 它 不 能 有 不 同 的 根 , 从 而 通常 的 (Y - 4ac) 公 
式 表 明 4(e, 四 2 一 4(&, 人 (wm,7) < 0, 它 等 价 于 施 瓦 效 不 等 式 . 口 


我 们 也 可 直接 进行 . 如 果 (7,7) > 0, 并 且 如 果 令 t= (和 9)/7,9) 代入 证 明 中 

第 一 行 的 二 次 不 等 式 中 ， 则 所 得 结果 简化 后 便 是 施 瓦 兹 不 等 却 . 如 采 (n,7) = 0， 

则 (e 作 也 必 为 零 (否则 最 初 的 不 等 式 量 然 对 荣 个 t 不 成 立 ), 那么 施 瓦 效 不 等 式 
不 用 说 是 对 的 . 
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推论 1.1 如 果 (5 人 为 内 积 , 则 | = (€,8)1/? 是 一 个 范 数 
证 明 
Ié + ml = (€ + € + 
= ||éll + 2(é€,7) + hol < HiéI + 21Ié] lhl + thotl 


(由 施 瓦 效 不 等 式 ) 
= (||él| + linlD)’®, 
这 证 明了 三 角 不 等 式 . 另外 , ||cé|| = (cé,cé&)'? = (ce(&,8))' 人 ?= |e ll 吕 


注意 , 施 瓦 效 不 等 式 |(é&,)| < | lI 叫 现 在 正好 是 说 双 线 性 沁 函 (&,7) 关于 
内 积 范 数 以 1 为 有 界 . 

一 个 以 内 积 范 数 为 范 数 的 赋 范 线性 空间 V 被 称 作 准 希 尔 伯 特 空间 -如果 在 
此 范 数 下 VV 为 完备 , 它 则 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 . 

前 面 提 到 的 两 个 内 积 的 例子 第 一 次 给 了 我 们 2 - 范 数 真 正 的 解释 : 


AU 
zll = (> 本 'T ER" 


p 1/2 : 
| filz = (/ a ,f € Cl([a, bl]) 
是 内 积 范 数 . 


因为 R 上 的 内 积 范 数 在 与 n 维 欧 几 里 得 空间 在 笛 卡 儿 坐 标 对 应 下 成 为 欧 
几 里 得 长 度 , 习惯 上 称 R" 本 身 也 为 欧 几 里 得 ” 维 空间 多 , 但 这 时 我 们 总 理解 
它 使 用 了 内 积 范 数 . 

一 个 有 限 维 向 量 空间 在 任何 内 积 范 数 下 都 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 , 这 是 因为 有 
限 维 数 的 性 质保 证 了 它 的 完备 性 . 另 一 方面 , 我 们 将 在 习题 1.10 中 看 到 , C([a, 弛 ]) 
在 2 范 数 下 是 不 完备 的 , 因而 在 此 范 数 下 只 是 个 准 希 尔 伯 特 空间 而 不 是 希 尔 伯 
特 空间 . (但 是 回想 在 一 致 范 数 |/ 下 C([a, 9]) 是 完备 的 .) 真正 在 数学 中 使 用 
希 尔 伯 特 空间 的 重要 之 处 在 于 任意 一 个 准 希 尔 伯 特 空间 都 可 以 被 完备 化 为 一 个 
希 尔 伯 特 空间 , 但 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 理论 大 部 分 都 超出 了 本 书 的 范围 . 
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内 积 范 数 从 其 种 意义 上 说 具有 最 可 能 光滑 的 单位 球面 , 因为 这 些 球面 契 一 
次 曲面 . 

正 交 性 给 了 准 希 尔 伯 特 理论 一 种 特殊 的 性 质 . 两 个 向 量 a 和 6 被 称 作 正 交 
的 并 记 为 gq168 是 说 如 果 有 (a, 6) = 0. 这 个 定义 从 几何 中 获取 了 灵感 ; 在 第 一 
音 我 们 曾 说 过 , 两 个 几何 向 量 为 垂直 的 当 且 仅 当 它们 的 坐标 三 联 组 和 % 满 
足 (z,y) = 0， 这 是 个 可 进一步 探索 的 令 人 感 兴趣 的 问题 ; 由 余弦 定律 (c = 
a? + 成 一 2abcos 9) 表明 两 个 几何 向 量 之 间 的 夹 角 由 (x,y) = lizl| lyllcos 9 给 
出 . 这 会 启发 我 们 去 定义 在 准 希 尔 伯 特 空间 中 两 个 向 量 《和 7 之 间 的 夹 角 9 为 
(&,n) = jj#l| inllcos 9 但 我 们 不 会 用 这 个 更 一 般 的 公式 化 陈述 . 

我 们 说 两 个 子 集 4 和 B 的 正 交 的 并 记 为 41B 是 说 , 如 果 对 每 个 we 4 和 
”每 个 Be B 有 al8; 对 任意 子 集 4, 我 们 令 4- = {86 EV :64 


引 理 1.1 如 果 6 正 交 于 集合 4, 则 正 交 于 (A), 它 表示 4 的 线性 张 成 空 
间 的 闭 包 . 由 此 得 到 对 任何 子 集 B, B+ 为 闭 子 空间 . 


证 明 ”第 一 个 论断 有 赖 于 内 积 对 其 的 一 个 变量 的 线性 性 和 连续 性 ; 留 给 读者 
夫 证 明 . 至 于 4 = BL, 它 包含 了 它 自己 线性 张 成 空间 的 闭 包 , 这 由 第 一 部 分 推 
出 ; 故 它 是 个 闭 子 空间 . 口 


引 理 1.2 在 任 一 个 准 项 尔 伯 特 空间 中 我 们 有 平行 四 边 形 定律 
la + Bl + lla ~ BP = 2(lall + II) 
以 及 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 
a1LB 当 且 仅 当 |la 二 Bl = lall? + ll 


1 


如 果 {Qi}? 是 一 个 (两 两 ) 正 交 的 向 量 组 , 则 
2 所 

>》 oill = >》 |laasl 
1 1 


证 明 由 内 积 lla+ BIl? 的 双 线性 性 la + Bll? = liall? + 2(o 6) +1l8, 因而 
看 出 a 二 8? = jiall? +llpl 当 且 仅 当 (a 6) = 0, 它 就 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 写 
出 类 似 的 lla _ 8 的 展开 式 并 与 上 面 展开 式 相 加 , 我 们 便 得 到 了 平行 四 边 形 定 
律 最 后 一 个 陈述 归纳 地 来 自 毕 达 哥 拉 斯 定理 和 引 理 1.1. 或 者 我 们 可 用 展开 左 
端的 内 积 并 留意 到 所 有 “混合 项 " 均 由 正 交 性 消去 而 直接 得 到 ， 四 
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读者 会 留意 到 在 此 引 理 中 没有 用 到 施 瓦 效 不等式， 但 是 要 在 证 明 ll = 
(&,6)' 人 是 个 范 数 之 前 就 叙述 此 引 理 就 显得 不 合 情 理 了 . 


如 果 {ai}? 正 交 且 非 零 , 那么 | ziaill? = 507 zx?llasjl? 表明 只 有 所 有 的 
系数 x; 为 零 时 5 zia; 才能 为 零 . 因此 ， 


推论 1.2 一 个 (两 两 ) 正 交 非 零 向 量 的 有 限 组 是 无 关 的 . 相似 地 , 正 交 子 空 
间 的 有 限 组 也 是 无 关 的 . 


习题 
1.1 完成 定理 1.1 的 第 二 个 证 明 . 
1.2 重新 考查 定理 1.1 的 证 明 并 证 明 如 果 < 和 7 无 关 ， 则 施 瓦 效 不 等 式 是 严格 的 . 


1.3 继续 上 面 的 习题 , 现在 证 明 如 果 上 和 7 无 关 则 三 角 不 等 式 是 严格 的 . 


4 (a) 证 明 两 个 半 内 积 的 和 是 个 半 内 积 . 

(b) 证 明 如 果 (7 z) 是 癌 量 空间 W 上 的 半 内 积 , 并 且 如 果 了 是 从 癌 量 空间 Y 到 W 
的 线性 变换 , 则 长 ,可 = (Tp,Tv) 是 站 上 的 一 个 半 内 积 ， 

(c) 从 (a) 和 (b) 推导 出 


(f,9) = f(a)g(o) + / f' (Dg (t)dt 


是 V = EC ([a,9]) 上 的 一 个 半 内 积 . 证 明 它 是 个 内 积 . 


1.5 如 果 a 被 固定 , 我 们 知道 f(£) = (&, a) 为 连续 . 为 什么 ? 证 明 一 般 地 作为 VxV 到 
RR 的 映射 (&, 9) 为 连续 . 


1.6 设 V 为 一 个 二 维 希 尔 伯 特 空间 , 并 设 {Qi,a2} 为 V 的 任 一 组 基 . 证 明 内 积 (£,n) 有 
形式 
(€,7) = azriy + b(z1Y2 + £2Y1) + CT2Y2, 
其 中 刀 < ac. 当然 , 这 里 有 上 = ziQi 十 X202,7 = 二 人 Ql 十 YQ2. 
1.7 证 明 如 果 w(z,y) = azriyi 十 b(z1y2 十 22 胃 1) 十 cr2y2 及 有 <ac 则 ww 是 及 上 的 一 
个 内 积 . / 


1.8 设 w(E,n) 是 在 一 个 有 限 维 向 量 空间 V 上 的 任意 对 称 的 双 线 性 泛 函 ,并 设 q(6) = 
ck 为 其 相伴 的 二 次 列 证 明 对 V 的 任 一 组 选取 的 基 方程 (6) = 1 成 为 《从 


1.9 详细 证 明 如 果 向 量 8 在 准 希 尔 伯 特 空间 中 垂直 于 集合 4, 则 6 正 交 于 L(A4). 


”现在 准确 地 说 , 是 希 尔 伯 特 空间 的 完备 性 保证 了 这 个 
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1.10 从 前 一 章 我 们 知道 [0,1] 上 实 阶梯 函数 的 一 致 极限 的 集合 E 上 可 定义 黎 曼 积分 , 而 且 
包含 了 所 有 的 连续 函数 . 给 出 阶梯 函数 及 它 在 [0, ;了 上 取 值 1 而 在 [3,1|] 上 取 值 0， 
证 明 对 任意 连续 冰 数 上 有 | 一 kl2 > 0. 但 是 , 证 明 存 在 一 个 连续 函数 的 序列 {fn} 使 
得 if 一 Ks 一 0. 因而 由 证 明 上 面 的 序列 {fn} 是 柯 西 的 但 在 E([0, 1]) 中 并 不 收 伍 
而 表明 C([0, 1]) 在 2 - 范 数 下 是 不 完备 的 . 


5.2 ” 正 交 投影 


在 几何 推理 中 最 重要 的 手段 之 一 是 从 一 点 向 一 直线 或 平面 “ 作 垂 线 ” 然 后 
用 直角 三 角形 论证 . 在 准 希 尔 伯 特 空间 理论 中 这 个 手段 同等 地 重要 . 如 果 M 是 
个 子 空间 , a 为 Y 中 任 一 元 , 则 “从 a 向 M 作 垂 线 的 王 足 ”的 意思 是 指 M 中 
向 量 jy 使 得 (a - 1)LM( 如 果 这 样 的 上 存在 ; 见 图 
5.1). 将 a 写成 j++(a 一 4), 我 们 看 出 对 每 个 V 中 a 存 
在 M 中 的 “ 垂 足 ”1 等 价 于 直 和 分 解 了 = M 全 M-. 


直 和 分 解 , 这 我 们 很 快 就 会 看 到 . 我 们 由 证 明 一 个 几 
何 直 观 事实 开始 , 即 y 是 从 a 引 向 M 垂 线 的 垂 足 当 
且 仅 当 4 是 M 中 最 靠近 a 的 点 5.1 


引 理 2.1 如 果 j4 在 子 空间 M 中 , 则 (a 一 门 上 M 当 且 仅 当 1 是 M 中 最 靠 
近 a 的 惟一 的 点 , 即 1 是 在 M 中 对 a 的 “最 佳 近 似 ”. 


证 明 如 果 (a 一 必 )LM, 又 & 为 M 中 任意 另外 一 个 点 , 则 |la 一直? = l(a 一 
+( 一 全 上 =a-wl 二 | 一 二 > le 一 pll. 因此 4 是 MM 中 惟一 最 车 近 a 
的 点 . 反之 , 假定 4 是 M 中 最 靠近 a 的 点 , 并 设 上 为 M 中 任 一 非 零 问 量 . 于 是 
lae= pi? < l(a 一 放 ) 十 帮 上, 当 右 端 展开 后 它 成 为 0 < 2t(a 一 p,6) 十 帮 此 . 这 时 
所 有 + 都 成 立 仅 当 (a 一 4,€) = 0( 否 则 让 t=?). 因此 (a 一 四 LM. : 品 


在 这 个 引 理 的 基础 上 可 以 清楚 看 出 寻找 5 的 一 个 办 法 是 取 M 中 一 个 序列 
ja 使 得 |la 一 jnl| 一 p(a, M), 并 希望 定义 /为 它 的 极限 . 关键 之 处 是 : 我 们 能 证 
明 这 样 的 序列 {jn} 总 是 柯 西 的 , 但 是 如 果 M 不 是 完备 的 则 此 极限 可 能 不 存在 ! 


引 理 2.2 如 果 {jn} 是 子 空间 M 中 一 个 序列 , 它 与 某 个 向 量 a 的 距离 收 化 
于 从 wa 到 对 的 距离 p, 则 {Jin} 是 柯 西 的 . 
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证 明 由 平行 四 边 形 定律 , ln 一 pr 本 = |e pn) 一 (a jm) = 2(la 一 
po 二 ja =- pm) 一 jj2a 一 (pn 十 Lm) 由。 因为 右 端 第 一 项 当 m,n 一 oo 时 收 
敛 于 4p?, 而 且 因 为 第 二 项 总 是 < -4p*( 提 出 因子 2), 我 们 看 出 当 n,m 一 co 时 
un 一 Am 一 0. 口 


定理 2.1 如 果 若 M 是 准 希 尔 伯 空间 的 一 个 完备 子 空间 ， 则 了 = 
M 四 ML. 特别 这 个 结论 对 准 希 尔 伯 特 空间 的 任意 有 限 维 子 空间 和 对 希 尔 伯 特 
空间 的 任 一 个 财 子 空间 是 成 立 的 . 


证 明 立刻 由 最 后 两 个 引 理 得 到 , 因为 这 时 有 = limHpn 存在 , la - H = pl(a， 
M), 故 (a 一 14)LM. 口 


如 果 V = M 引 ML, 则 沿 M+ 到 M 上 的 投影 被 称 为 到 M 上 的 正 交 投影 ， 
或 者 简单 地 称 为 到 M 的 投影 , 这 是 因为 在 到 M 的 相伴 M 的 各 种 补 空间 的 投 
影 中 正 交 投影 是 最 重要 的 . 因此 , 如 果 M 是 V 的 完备 子 空间 , 并 且 如 果 P 是 到 
M 上 的 投影 , 则 P(e) 既是 从 上 向 M 引 垂 线 的 垂 足 (这 是 “投影 ”这 个 词 的 来 
源 ) 又 是 在 M 中 对 & 的 最 好 近似 ( 引 理 2.1)， 


引 理 2.3 如 果 {JMi}? 是 完备 的 两 两 正 交 子 空间 的 有 限 汇集 , 并 且 如 来 对 VV 
中 向 量 Q ,Qi 是 a 在 Mi; 上 的 投影 i 二 1,…,n, 则 D7Qi 是 a 在 人 幼 ! Mi 上 的 
投影 . z 

证 明 我 们 必须 证 明 a 一 ?oi 正 交 于 甸 ? Mj, 而 这 只 要 证 明 它 分 别 正 交 
于 每 个 M; 即 可 . 但 是 如 果 ce Mj 则 (a 一 ?ai,&) = (a 一 Qj,6), 其 中 对 
ii 类 7 有 (ae = 0 而且 因 aj 是 a 在 Mi 上 的 投影 , 故 (a 一 aj)6) = 0 因此 
(ae 一 > oi,€) =0. 口 


引 理 2.4 & 在 由 单个 非 替 向 量 m7 张 成 的 一 维 空间 上 的 投影 为 
((€,7) /nl )m. 


证 明 这 里 的 六 必定 为 某 个 形 如 zn 的 元 . 但 (5 -zm)17 当 且 仅 当 
0=(€—20) = 6D -zo 或 z=(€,n /IInl. D 


我 们 称 数 (&,n)/linll? 为 二 的 7 - 傅 里 叶 系 数 .如 果 9 是 个 单位 (或 法 化 ) 四 
量 , 则 此 健 里 叶 系 数 正好 是 (&,)， 由 引 理 2.3 知 , 如 果 {pi}? 是 一 组 正 交 的 非 
零 向 量 , 并 且 如 果 {zi}? 为 对 应 于 它们 的 & 的 便 里 叶 系 数 , 则 3! zipi 是 向 量 6 
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在 由 {wi}? 张 成 的 子 空间 M 上 的 投影 . 因此 , £ 一 >i zipi 上 M ,而 且 ( 引 理 2.1) 
22ipi 是 在 M 中 对 的 最 佳 近似 . 如 果 & 就 在 M 中 , 则 这 些 论述 说 的 都 是 
上 二 21 Xipi. (这 个 当然 可 以 直接 验证 , 只 要 设 5 = 1 aipi 为 的 对 基 的 展开 
式 , 并 计算 (&, pi) = 1 az(pi 27) = ajllpjll) 

如 果 一 个 癌 量 的 正 交集 合 {8i} 也 同时 是 法 化 的 (leill = 了 ), 我 们 则 称 此 集 
为 法 正 交 的 . 


定理 2.2 如 果 {gi}? 是 一 无 穷 法 正 交 上 序列, 并 且 如 果 {zi}P 是 向 量 £ 对 此 
序列 相应 的 傅 里 叶 系 数 ， 则 


OO 


>》 < Ig (由 塞 尔 不 等 式 ) 


1 


并 且 上 = 7 2ipi 当 且 仅 当 > 22 二 上 |*( 帕 塞 瓦 尔 方程 ) 
证 明 令 on 三 21 Tipi, € = (€ 一 On) 十 In， 并 记 住 有 5 一 Onion, 我 们 便 有 
NE = 改 一 en 二 >》 
1 


因此 , "zx? < ls? 对 所 有 n 成 立 , 故 证 明了 贝 塞 尔 不 等 式 , 并 且 on 一 《( 即 
上 一 om- 0) 当 且 仅 当 并? z? 一 发 |, 这 证 明了 帕 塞 瓦尔 等 式 . DO 


我 们 称 形式 级 数 并 zxiyi 为 上 的 傅 里 叶 级 数 (关于 法 正 交集 {yi} 的 ): 帕 塞 瓦 
尔 条 件 说 , 的 傅 里 时 级 数 收 伍 于 上 当 且 仅 当 | = 半 xi. 

称 一 个 无 穷 法 正 交 序 列 feijg 为 一 个 准 希 尔 伯 特 空间 V 的 一 个 基 是 说 , 如 
果 V 中 每 个 元 都 是 它 的 傅 里 时 级 数 的 和 ， 


定理 2.3 ”一 个 无 穷 法 正 交 序 列 fpi}jgo 是 准 希 尔 伯 特 空间 T 的 一 个 基 当 ( 且 
仅 当 ) 它 的 线性 张 成 空间 稠 于 矿 


证 明 如 果 & 为 了 中 任 一 元 , 并 设 {zi} 为 其 傅 里 时 系数 的 厚 列 , 由 于 {yp;} 
的 线性 张 成 空间 稠 于 V, 故 任 给 s, 存在 一 个 有 限 线 性 组 合 21 yipi 它 以 近似 
于 上 . 但 是 由 引 理 2.3 和 2.1 知 , > 7 zipi 是 在 {pi] 的 张 成 空间 中 对 & 的 最 佳 
近似 , 故 对 任意 m > n 有 


m 
||é >》 Ta < E) 
1 


即 E= 并 vip 国 


“278 ”第 五 章 内 积 空间 


推论 2.1 如 果 玉 是 希 尔 伯 特 定 间 , 则 法 正 交 序列 {pi;}? 为 一 个 基 当 且 仅 当 
{ei} = 一 {0}. 


证 明 设 YM 为 {vi}> 的 线性 张 成 空间 的 闭 包 . 因为 V = M + M-, 并 由 引 
理 1.1 知 M+ = {wi;}+, 我 们 看 出 {pi}+ = {0} 当 且 仅 当 Y = M, 那么 由 定理 ， 
它 成 立 当 且 仅 当 {yi} 是 个 基 . 0D 


注意 , 当 只 用 正 交 基 时 , 一 个 向 量 《 在 一 个 基 元 8 的 系数 总 是 傅 里 时 系数 
(上 ,8)/ 川 5. 因此 & 的 8- 系数 只 依赖 于 B 而 与 6 之 外 的 基 元 的 选取 无 关 . 但 是 
从 第 二 章 我 们 知道 , 当 包含 5 的 一 个 任意 基 被 用 到 时 , 则 上 的 8 系数 随 基 而 变 
化 . 这 就 部 分 地 解释 了 正 交 基 得 到 偏爱 的 原因 . 
我 们 常常 由 “ 正 交 化 ” 某 个 序列 得 到 一 组 法 正 交 序列 


引 理 2.5 如 果 {Qi} 是 一 个 有 限 或 无 穷 的 独立 向 量 序列 , 则 存在 一 个 法 正 交 
序列 {i} 使 得 {Qs}? 和 {pi}? 对 所 有 都 张 成 相同 的 线性 空间 ， 


证 明 由 于 法 化 是 小 事 一 桩 , 我 们 只 做 正 交 化 . 为 了 确定 性 ， 假设 此 序列 是 无 
穷 的 , 并 设 Mi 由 {Qi,… , an} 线性 张 成 . 设 ji 为 an 在 Mn-1 上 的 正 交 投影 , 并 
令 pn = Qn 一 各; 其 中 pa ='ai. 这 就 是 我 们 要 的 序列 . 我 们 有 pi € Mi C Mn-1， 
其 中 ;<m 并 且 pn4Mn_1, 故 这 些 向 量 pi 相互 正 交 . 另外 , 因为 an 不 在 Mn-1 
中 , 故 ou 关 0. 于 是 由 引 理 1.2 的 推论 知 , {9i}? 是 7 维 向 量 空 间 Mn 的 一 个 无 
关 的 子 集 , 故 {pi}? 张 成 Mn. 口 


实际 的 正 交 化 序列 {pn} 的 计算 可 以 递 推 地 进行 , 从 pl = ai 开始 , 并 注意 
到 由 于 jn 是 an 在 p1,… ,pn-1 张 成 的 空间 上 的 投影 , 它 必 为 向 量 > ii 
其 中 ci 为 an 关于 pi 的 健 里 叶 系 数 . 
例如 考虑 在 €([0,1]) 中 的 序列 {xz"”}8. 我 们 有 pl = at = 1. 其 次 2 一 
一 J2 二 Xx2 一 c'1, 其 中 


z = (ope = fz /= 


然后 pa 二 as 一 (C24p2 十 C191), 其 中 


a= /= 
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CC 人 9/ 的 = 


因此 {z"}ge 在 c([0,) 中 正 交 化 的 前 三 项 是 1,7x 一 $, Z2 一 (z 一 到) 一 了 三 22 一 2 十 车 
这 个 过 程 完 全 是 初等 的 ， 但 在 仅仅 算 了 几 项 之 后 这 个 计算 便 显然 成 了 沉 量 的 负 
担 了 . 

我 们 记得 在 一 般 的 双 线 性 理论 中 , 如 果 对 8 € V, 我 们 定义 68 :TY 一 下 为 
b6( 旨 = (€,8), 则 98 EV* 而 9:B 避 98 便 是 V 到 V* 的 一 个 线性 映射 . 如 果 
(&,n) 是 个 内 积 , 则 98(B8) = 8ll? > 0, 其 中 8 去 0, 故 9 是 个 单 射 . 实际 上 由 我 们 
要 求 读者 要 证 明 的 习题 中 知 9 是 个 等 距 映 射 . 如 果 V 是 有 限 维 的 , 8 的 单 射 性 
表明 9 是 个 同 构 . 然而 我 们 有 一 个 非常 惊人 的 结果 : 


定理 2.4 0 是 个 同 构 当 且 仅 当 VV 是 希 尔 伯 特 空间 . 


证 明 首先 假定 V 是 个 希 尔 伯 特 空间 . 我们 必须 证 明 9 是 满 射 , 即 每 个 V* 
中 的 非 零 元 都 是 96 的 形式 . 给 出 这 样 的 F, 令 NN 为 其 零 空间 , a 为 一 与 N 
正 交 的 向 量 (定理 2.1), 并 考虑 6 = ca, c 待定 . 每 个 V 中 向 量 上 可 惟一 表 成 和 
£ 二 zB 十 n,n EN,[ 这 只 是 说 VI/N 是 一 维 的 , 它 是 我 们 假定 知道 了 的 事实 . 但 是 
我 们 也 可 直接 用 下 去 检验 . 这 时 看 出 F(t 一 xB) = 0 当 且 仪 当 z= 下 AUD) 
但 是 现在 方程 : 

F(£) = F(xB +n) = 2F(P) = zeF l(a) 
和 
G8(é€) = (&,8) = (zB + 7n,8) = xHBl = zeillall 
表明 如 果 我 们 取 c= F(a)/llall”, 则 66 = 天 
反之 , 如 果 0 是 满 射 的 (并 假定 为 等 距 的 ), 则 它 在 Hom(V,V*) 中 是 个 同 构 ， 

因为 由 第 四 章 定理 7.6 知 V* 是 完备 的 , 从 而 由 同一 章 的 定理 7.3 推出 Y 是 完备 


的 . 证 完 四 
习题 
2.1 在 引 理 2.1 的 证 明 中 , 如 果 (a 一 户 与 天 0 的 什么 从 会 不 全 0< 2t(a — 1 €) + 
él 相 矛 盾 ? 


2.2 证 明定 理 2.3 中 的 “ 仅 当 ”的 部 分 . 
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2.3 设 {MMi} 为 准 希 尔 伯 特 空间 Y 中 的 完备 子 空间 的 正 交 序 列 , 设 PP 为 在 Mi 上 的 ( 正 
交 ) 投影 . 证 明 对 Y 中 任意 &，{ Pié} 是 柯 西 序列 


2.4 证 明 函 数 {sin nt}21 构成 了 准 希 尔 伯 特 空间 C([0, 7]) 一 系列 的 正 交 元 , 其 中 为 标准 
内 积 (f,9) = | f(tjg(t)dt. 又 证 明 ||sin ntilz = V7/2. 


2.5 对 上 题 中 C([0, 7]) 的 一 组 正 交集 计算 函数 f(t) = t 的 健 里 叶 系 数 . 在 由 sin t 和 sin 2 
张 成 的 二 维 空 间 中 什么 是 对 t 的 最 佳 2 范 数 近似 ? 描画 这 个 近似 函数 的 图 像 ， 以 通常 
微 积 分 曲线 作 图 的 方式 表现 出 它 的 突出 特征 . 


2.6 由 在 [0,r/23] 上 f(t) = 7#/2, 在 (x/2,7] 上 f(t) = 0 定义 的 “阶梯 函数 f 目 然 在 
r/2 不 连续 . 尽管 如 此 , 在 C([0, 7]) 中 关于 {sin nt}?? 计算 出 的 健 里 叶 系 数 , 并 画 
出 在 {sin nt}i 张 成 的 空间 它 的 最 佳 近似 的 图 像 . 

2.7 证 明 函 数 {sin nt} 纶 1 Ut{cos n 引 ?oo 在 准 希 尔 伯 特 空间 C([ 一 7, 7]) 中 形成 元 素 的 正 
交集 , 其 中 为 标准 内 积 (f,9) = /f(t)g(t)dt. 


2.8 计算 {z"}8 在 EC([ 一 1,1) 中 的 正 交 化 的 前 三 项 . 

2.9 利用 有 界线 性 变换 的 范 数 定义 和 施 瓦 兹 不 等 式 证 明 ||0gj| < ll( 其 中 8p(€) = (é&, 8)). 
为 了 得 到 6 上” 98 是 等 距 的 结论 , 我 们 也 需要 相反 的 不 等 式 : ||p8|| 之 108||. 用 《的 一 个 
特殊 值 证 明 它 . 

2.10 证 明 如 果 Y 是 个 不 完备 的 准 希 尔 伯 特 空间 , 则 V 有 一 个 真 闭 子 空间 M, 使 得 M- = 
{0}.[ 提 示 : 必 存 在  € V* 而 不 具 形式 FF(&) = (&, a).] 连同 定理 2.1, 这 表明 了 一 个 
准 希 尔 伯 特 空间 V 为 希 尔 伯 特 空间 当 且 仅 当 VV = M 四 M 对 所 有 闭 子 空间 成 立 . 

2.11 等 距 映 射 6 : a Fry 96[ 其 中 9a(&) = (和 a)] 将 准 希 尔 伯 特 空间 舱 入 到 它 的 共 入 空间 V”. 
我 们 已 经 知道 V* 是 完备 的 . 为 什么 ? 作为 V* 子 空间 的 Y 的 闭 包 因而 也 是 完备 的 ， 
因而 我 们 可 以 将 Y 完备 为 一 个 巴 拿 赫 空间 . 设 是 为 其 完备 化 . 它 包含 了 V( 它 的 等 距 
像 ) 作为 笛子 空间 . 证 明 V 上 的 内 积 惟一 地 扩张 到 五 从 而 及 上 的 范 数 为 这 扩张 了 的 
内 积 范 数 时 , 玉 是 个 希 尔 们 特 空 间 . 

2.12 证 明 准 希 尔 伯 特 空间 站 在 a 中 to 的 等 距 嵌 入 到 V* 下 的 正 交 性 等 价 于 2.3 节 所 讨 
论 的 零 化 . 讨论 在 零 化 子 4'” 的 性 质 和 本 章 引 理 1.1 之 间 的 关联 . 

2.13 证 明 如 果 C 是 准 希 尔 伯 特 空间 V 的 一 个 非 空 完 备 的 凸 子 集 , 并 且 如 果 a 是 不 在 C 中 

的 任 一 向 量 , 则 存在 一 个 惟一 的 jy E C 最 靠近 a.( 检 查 引 理 2.2 的 证 明 .) 


5.3 自 伴 变换 


定义 3.1 如 果 V 是 个 准 希 尔 伯 特 空间 , 那么 , 称 HomyY 中 的 全 及 自 伴 的 是 
说 对 每 个 Qa,8 EV 如 果 有 (Ta,B8) = (a,TB). 所 有 自 伴 变换 的 集合 以 54 表示 . 
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自 伴 性 使 我 们 想到 了 应 该 在 单 射 6 :7 一 V* 下 成 为 它 自己 的 伴随 . 我 们 
现在 来 检验 一 下 . 因为 (a, 8) = bp(a), 我 们 可 以 重 写 方 程 (Ta, 6) = (a,TB) 为 
9s(TQ) = brs(a), 又 由 T* 的 定义 , (T*(08))(a) = 06(Ta). 这 对 所 有 a,B 成立 当 
且 仅 当 T*(98) = 076, 或 者 说 To0 = 0oT, 这 就 是 我 们 所 断言 的 等 同性 . 


引 理 3.1 如 果 V 为 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 , 且 {pi}? 是 V 的 一 个 法 正 交 基 ， 
则 TE HomV 为 自 伴 当 且 仅 当 了 关于 {yi) 的 矩阵 {ti;} 及 对 称 的 让 = 切 ) 


证 明 如 果 我 们 代入 a 和 6 的 基 展 开 式 并 展开 , 我 们 得 到 对 所 有 a 和 8 有 
(a,T6) = (Ta, 6) 成 立 当 且 仅 当 (gi,Typ;) = (Tope7) 对 所 有 ;和 了 成立. 但 是 
Tor = ytkipkb 将 其 代入 前 面 最 后 一 个 等 式 的 内 积 中 , 此 方程 成 为 ti; = tji. 
即 , T 为 自 伴 当 且 仅 当 七 = 切 . 口 


一 个 自 伴 的 了 被 称 作 非 负 的 是 指 如 果 (TE&,€) > 0 对 所 有 & 成 也 于 是 
[&, = (7 和 9) 是 个 半 内 积 ! 


引 理 3.2 如 果 了 是 个 非 负 自 伴 变换 ， 则 对 所 有 & 有 IT < II 
(T667 2 因此 如 果 (TE,&) = 二 0 则 了 T(&) =0, 从 而 轨 一 般 地 , 如 采 (TSnsn) 一 0 
则 人 (和 Cn) 一 0. 


证 明 如 果 工 同时 为 非 负 和 自 伴 , 则 [,] = (7 和 9) 是 个 半 内 积 , 故 由 施 瓦 
效 不 等 式 ， 


(TE,n)| = |é, | < ,én = TE, Tn . 


取 7 = T&, 右边 的 因子 成 为 (T(T(&)),TE)!/2, 那么 由 施 瓦 效 不 等 式 和 TI| 的 定 
义 知 它 小 于 或 等 于 | 除 以 | 了 央 便 得 引 理 中 的 不 等 式 . 口 


若 a 关 0 且 T(Q) = ca, 对 某 个 cc 成立, 则 称 a 是 了 的 特征 向 量 (eigenvector， 
proper vector，characteristic vector), 称 c 为 相伴 的 特征 值 (eigenvalue, proper 
value, characteristic value). 


定理 3.1 如 果 VV 是 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 ,人 是 HomV 中 的 一 个 自 伴 元 , 则 
V 有 一 个 完全 由 全 的 特征 向 量 组 成 的 法 正 交 基 . 


证 明 考虑 函数 (T6,6). 它 是 & 的 连续 实 函数 , 并 在 单位 球 5 = { :| = 了 
上 被 | 界 于 上 (由 施 瓦 兹 不 等 式 ). 令 m = lub{(T6,6) :由 = 直 .因为 5 为 
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缀 (有 和 过 闭 集 ), (TE,é) 在 93 上 某 点 a 具有 值 m. 现在 , m 一 了 是 个 非 负 自 伴 的 
变换 (验证 !), 而 且 (Ta,a) = m 等 价 于 ((m 一 了 T)a,a) = 0. 因此 由 引 理 3.2 有 
(m 一 了 )a = 0, 从 而 Ta = ma. 于 是 我 们 找到 了 7 了 的 一 个 特征 问 晤 . 现在 令 
下 = 及 ai = Qa,mi = m, 并 设 记 为 {a1}-. 于 是 T[V2] c Vo, 因为 如 果 上 Lal, 则 
(Té,01) = (€,Ta) = m(é,a1) = 0. 

因此 我 们 可 以 对 在 希 尔 伯 特 空间 他 上 的 限制 重复 上 面 的 论证 , 从 而 找 
到 V2 中 的 as 使 得 jasl|| = 1 和 了 T(z) = m2zaz, 其 中 mo = lub{(TE,é6) :=1 
且 EW}. 显然 m2 < mi. 然后 我 们 令 Va = {ai,a2}-, 继续 做 下 去 ， 最 后 得 到 
由 工 的 特征 向 量 {Qi}? 组 成 的 法 正 交 基 . 口 


现在 设 和 1,… ,Ar 为 在 一 连 串 数 m1,… ,mn 中 不 同 的 值 , 并 设 Mi 为 那 
些 m; = X 对 应 的 基 向 量 a 线性 张 成 的 空间 . 于 是 这 些 子 空间 Mi 相互 正 交 ， 
V = 四 Mi 每 个 Mi 为 了 - 不 变 , 而 了 在 Mi 上 的 限制 是 Xi 滋 上 单位 变换 . 
因为 M; 中 所 有 的 非 零 向 量 都 是 以 Xi 为 特征 值 的 特征 向 量 , 所 以 如 果 这 些 张 成 
M; 的 ai 被 换 成 Mi 的 任何 其 他 法 正 交 基 , 我 们 仍旧 有 一 个 由 特征 癌 量 组 成 的 
法 正 交 基 . 这 些 ai 因此 一 般 来 说 并 不 是 惟一 决定 的 . 但 是 子 空间 Mi 和 特征 值 
A; 是 惟一 的 . 如 果 我 们 证 明 每 个 特征 向 量 必 在 一 个 M; 中 则 就 可 以 得 出 这 个 结 
论 . 


引 理 3.3 在 上 面 讨 论 的 背景 中 , 如 果 上 zz0 且 T(6 = ze 对 某 个 ZE 了 成 
立 , 则 £€ Mj( 因 而 X 二 入) 对 某 个 7 了 成 立 . / 


证 明 因为 Y = 四 7 Mj, 我 们 有 & = D1&, &i € Mi. 于 是 2176 = 2€ = 
T(€) = T(E) = D7 Ak; 从 而 1(z 一 和 i)&; = 0. 因为 子 空间 Mi 独立 的 , 故 每 
个 分 量 (z - 和)&i 为 0. 但 是 由 于 《上头 0 故 某 个 与 关 0. 因此 , z= 入 ,而 i 关 j 时 
& =0, 故 = é& € Mj. . 口 


我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 . 


定理 3.2 如 果 T 是 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 , 全 是 HomV 的 一 个 自 伴 元 , 则 大 
在 V 的 惟一 确定 的 子 空间 {Vi}? 和 不 同 的 纯 量 {和 i}1 使 得 {Vi} 为 一 正 交 族 , 其 
和 为 V, 而且 了 在 Vi 上 的 限制 是 和 i; 来 单 位 变换 . 


如 果 V 是 有 限 维 向 量 空间 且 给 出 了 T € HomV, 则 我 们 知道 如 何 计算 相关 
联 的 映射 , 诸如 T? 和 TT-!( 如 果 存 在 的 话 ) 以 及 向 量 Ta,7T~'a 等 等 , 这 只 要 对 
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V 选取 一 组 基 , 然后 计算 矩阵 的 积 , 道 ( 当 存 在 时 ) 等 等 . 某 些 这 种 计算 , 特别 涉 
及 到 逆 映 射 是 相当 艰难 的 . 由 了 的 特征 向 量 组 成 的 基 的 一 大 好 处 在 于 它 把 所 有 
这 些 计算 变 得 平凡 易 行 . 

要 明白 这 点 , 设 {Bw} 为 了 的 完全 由 了 的 特征 向量 组 成 的 基 , 设 {rn} 为 对 
应 的 特征 值 . 要 计算 Te, 我 们 先 写 出 对 《 的 基 展 开 式 ,上 = 217zi0i, 于 是 TE = 
> 7i210i. T? 具有 相同 的 特征 向 量 , 但 特征 值 为 {7}. 因此 了 = 1 rivibBi. 
T-1 存在 当 且 仅 当 没有 一 个 7; = 0, 这 时 它 有 相同 的 特征 向 量 而 特征 值 为 {1/7i;}. 
因此 了 -1 = 7(zi/7i)Bi. 如 果 P(t) = 20 ant" 是 任 一 个 多 项 式 , 则 P(T) 将 
Bi 带 到 P(ri)Bi. 因此 P(T)E = > P(ri)zibBi. 

到 现在 上 面 要 表达 的 观点 应 该 极其 清楚 了 . 

基 中 的 法 正 交 性 更 多 的 价值 在 上 一 节 已 经 清楚 了 . 从 根本 上 说 , 它 使 我 们 能 
人 够 用 内 积 计算 £ 的 系数 {zi} :zi = (&, Bi). 

现在 是 关于 在 有 限 维 理论 中 一 般 的 特征 值 问题 说 上 几 句 话 的 好 时 机 . 是 由 
于 工 的 自 伴 性 (或 第 阵 t 的 对 称 性 ) 才 使 我 们 有 可 能 做 出 上 面 完 全 的 分 析 . 然而 
我 们 对 HomV 中 任意 一 个 了 能 说 的 远 远 不 能 令 人 满意 . 

我 首先 注意 到 了 的 特征 值 可 以 被 代数 地 决定 , 因为 和 是 一 个 特征 值 当 且 仅 
当 工 -AI 不 是 单 射 , 或 者 等 价 地 说 , 是 奇异 的 , 而 我 们 知道 荆 一 和 T 为 奇异 当 且 仅 
当 它 的 行列 式 A(T - AT) 为 0. 如 果 我 们 任 选 Y 的 一 个 基 , 则 了 - XI 的 行列 式 
是 它 的 矩阵 t+ 一 Xe 的 行列 式 , 我 们 以 后 在 第 七 章 的 公式 表明 这 是 一 个 入 的 n 次 
多 项 式 . 容易 看 出 这 个 多 项 式 与 基 无 关 , 它 被 称 作 了 的 特征 多 项 式 . 因此 了 的 
特征 值 正好 是 工 的 特征 多 项 式 的 根 . 

但 是 人 不 必 有 任何 特征 向 量 ! 例如 考虑 在 笛 卡 儿 平 面 中 一 个 90* 的 旋转 . 
这 是 个 映射 工 :< x,y > 卢 < 妇 x > .因而 T(61) = 训 ,T(2) = 一 0, 故 了 的 矩阵 


| 
| 


T 的 特征 多 项 式 从 而 为 此 矩阵 的 行列 式 :X2 十 1. 由 于 此 多 项 式 在 民 上 不 可 约 , 所 
以 没有 特征 值 . 


如 果 我 们 在 复 二 维 空间 C 上 考虑 具有 相同 矩阵 的 变换 就 会 注意 到 结果 有 
多 么 不 同 . 这 里 的 纯 量 域 为 复数 系 ， 了 为 映射 < 21,22 >< 一 2 21 > CoC. 


于 是 工 一 入 的 矩阵 为 
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但 现在 站 十 1 = (和 一 引 ( 和 + 引 , 工具 有 特征 值 士 ! 要 求 出 i 的 特征 癌 量 , 我 们 
需 解 方程 T(z) = iz, 即 方程 < —Z2,21 > 二 < izZ1,1i22 >, 或 z2 = 一 121， 因此 
<1, 一 i>( 或 i<1,--i>=<i,l1>) 是 i 的 在 纯 晤 因子 范 围 内 帷 一 的 特征 辣 量 . 

回 到 我 们 的 实 的 理论 . 如 果 了 e HomV,n = d(V), 从 而 使 d(HomV) = 7， 
因此 m2 十 1 个 向 量 {Ti}&# 的 集合 在 HomV 中 线性 相关 . 这 恰恰 等 于 说 对 某 个 
次 数 < n? 的 多 项 式 p 有 p(T) = 0. 现 假设 7? 是 了 的 一 个 特征 值 , 且 T(€) = 7é. 
于 是 p(T)(€) = p(7)t = 0, 所 以 p(r) = 0. 这 就 是 说 , 了 的 每 个 特征 值 是 多 项 式 p 
的 一 个 根 . 反之 , 如 果 plr) = 0, 我 们 则 从 代数 的 剩余 定理 知道 , t 一 7 是 多 项 式 
p(t) 的 一 个 因子 , 因此 (t -r+)” 将 是 p 的 互 素 因 式 中 的 一 个 . 现在 设 p 是 工 的 
极 小 多 项 式 (见习 题 3.5). 第 一 章 的 定理 5.5 告诉 我 们 (人 天 在 的 一 个 对 
应 子 空间 N 上 为 零 , 因此 特别 地 , T 一 ?I 在 入 上 的 限制 不 是 单身 . 就 是 说 是 
个 特征 值 . 我 们 已 经 证 明了 : 


定理 3.3 了 的 特征 值 是 所 有 使 p(T) = 0 的 多 项 式 pfi) 的 零点 ( 根 ), 并 且 正 
好 是 极 小 多 项 式 的 根 ， 


习题 


3.1 用 定义 等 式 (TE,n) = (&,Tn) 证 明 HomV 中 所 有 自 伴 元 的 集合 S4 是 个 子 空间 . 类 
似 地 证 明 , 如 果 S 和 工 是 自 伴 的 则 ST 为 自 伴 当 且 仅 当 ST = TS. 最 后 结论 是 , 如 果 
T 为 自 伴 的 则 对 任意 多 项 式 p, p(T) 也 是 自 伴 的 . 


3.2 证 明 如 果 工 为 自 伴 则 9 = T? 为 非 负 . 因此 证 明 , 如 果 了 为 自 伴 , a > 0, 则 了 + o7 
不 可 能 是 零 变 换 . 

3.3 设 p 伯 = 刀 十 太 十 e 为 一 不 可 约 二 次 多 项 式 ( 即 b” < 4c), 又 设 了 为 一 个 目 伴 变换 
证 明 p(T) 才 0.( 配 平方 并 应 用 前 面 的 几 个 导 题 .) 


3.4 设 工 为 自 伴 和 和 宕 零 的 ( 即 对 某 个 n, T”= 0). 证 明了 = 0. 这 可 以 各 种 方法 加 以 证 明 . 
方法 之 一 是 首先 证 明 n = 2 的 情形 , 然后 由 归纳 法 对 n = 2” 证 明 . 最 后 对 n 包括 在 
2 的 条 的 情形 :2 < n < 2™+” ”加 以 证 明 . 

3.5 设 VV 为 任 一 向 量 空间 , T 为 HomV 中 任 一 元 . 假设 存在 多 项 式 q 使 得 a(T) = 0, 并 
设 p 为 这 样 的 具 最 小 次 数 的 多 项 式 . 证 明 p 是 惟一 的 ( 差 一 个 常数 因子 的 范围 内 ). 称 
它 为 工 的 极 小 多 项 式 .证 明 , 如 果 我 们 对 工 的 极 小 多 项 式 p 应 用 第 一 章 的 定理 5.5, 则 
这 些 子 空间 Ni 必定 都 是 非 平凡 的 . 


3.6 代数 基本 定理 的 一 个 推论 说 , 实 系数 的 一 个 多 项 式 可 以 分 解 为 线性 因子 (t 一 ") 和 不 可 
约 的 二 次 因子 ( 纪 十 好 十 c) 的 乘积 . 设 了 为 一 个 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 上 的 一 个 自 伴 变 
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换 , p(t) 为 其 极 小 多 项 式 . 将 前 面 的 评注 , 第 一 章 定理 5.5 和 习题 3.1~3.4 用 来 得 到 年 
理 3.1 的 一 个 新 的 证 明 . 
3.7 证 明 , 如 果 工 是 准 希 尔 伯 特 空间 V 上 一 个 自 伴 变 换 , 则 其 零 空 间 是 其 值 域 空间 的 正 交 
补 :N(T) = (R(T))+. 结论 是 , 如 果 Y 为 希 尔 伯 特 空间 , 则 一 个 自 伴 了 为 单 射 当 且 仅 
当 它 的 值 域 稠 于 VV. 
3.8 假定 上 面 的 习题 , 证 明 如 果 Y 为 希 尔 伯 特 空间 , T 为 HomV 中 的 目 伴 元 并 且 它 为 下 有 
界 的 (同时 也 有 界 ), 则 工 为 满 射 
3.9 设 工 为 自 伴 且 非 负 , 并 令 mm = lub{(TeE,6 :人 | = 1}. 用 施 瓦 效 不 等 式 和 引 理 3.2 的 
不 等 式 证 明 m = TI|. 
3.10 设 V 为 希 尔 伯 特 空间 , T 为 HomV 中 的 自 伴 元 , 并 设 m = lub{(Té,é) : 疏 |= 1}. 
证 明 如 果 a > m, 则 a 一 TT(= aT 一 工 ) 可 道 ; 且 ||(a 一 T) 省 1/(a 一 mm). (应 用 施 瓦 
效 不 等 式 , m 的 定义 和 习题 3.8.) 
3.11 设 PP 是 准 希 尔 伯 特 空间 V 上 的 一 个 有 界线 性 变换 , 它 是 在 第 一 章 的 意义 下 的 一 个 找 
影 . 证 明 如 果 P 是 自 伴 的 , 则 P 是 个 正 交 投影 . 现 证 明 其 道 结论 . 
3.12 设 Y 为 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 , T 为 HomV 中 的 自 伴 , 并 假设 在 HomV 中 3 与 工 可 
交换 . 证 明定 理 3.1 和 引 理 3.3 中 的 子 空间 Mi 在 5 下 不 变 | 
3.13 称 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 了 上 的 一 个 自 伴 变换 下 有 一 个 单 谱 是 说 , 如 果 它 的 所 有 特征 
值 互 不 相同 . 由 此 我 们 知道 所 有 子 空间 Mi; 都 是 一 维 的 . 假设 工 是 一 个 具有 单 谱 的 目 
伴 变换 , 并 设 5 与 了 可 交换 . 证 明 S 也 为 自 伴 .( 应 用 上 一 个 习题 .) 
3.14 设 巨 为 希 尔 伯 特 空间 , 并 设 w[e, 相 为 在 如 x 互 上 的 有 界 双 线性 形式 . 就 是 说 ， 存在 
一 个 常数 使 得 
Iw[é,7]| < &lléll Yl 
对 所 有 £,n € 互 成 立 . 证 明 在 HomV 中 有 一 个 惟一 的 了 使 得 wt, = (&, 了 TD). 证 明 
TT 为 自 伴 当 有 目 仅 当 w 为 对 称 . 
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假定 V 是 希 尔 伯 特 空间 , 并 因此 6 :Y 一 V* 是 一 个 同 构 , 我 们 自然 把 任何 
T c Homy 的 伴随 T* € HomV* 换 为 对 应 的 变换 9 oT* o9 € Homt. 在 希 尔 
伯 特 空间 理论 中 正 是 这 个 映射 被 称 作 T 的 伴随 , 并 以 T* 表示 . 于 是 , 完全 像 在 
自 伴 工 的 我 们 的 讨论 那样 , 我 们 看 出 , 对 所 有 a, EV 


(Ta, 8) = (a, Tp), 
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并 且 T* 由 此 等 式 惟一 决定 . 最 后 , 了 为 和 目 伴 当 且 仅 当 了 = 了 

虽然 它 确实 等 于 把 T* 引进 Homy 的 上 述 方法 , 我 们 还 是 要 做 一 个 直接 的 
定义 如 下 . 对 每 个 ,映射 Er (Te,7) 为 线性 有 界 , 故 为 V* 中 一 个 元 , 并 由 定理 
2.4 知 , 它 由 Y 中 一 个 元 pb 按 公式 (TE,n) = (和 .00) 给 出 . 现 我 们 验证 7 mm Pr 
是 线性 和 有 界 的 , 从 而 是 HomV 中 的 一 个 元 , 我 们 称 其 为 T*, 等 等 . 

引 理 3.1 的 矩阵 计算 逐 字 逐 句 地 推广 以 证 明 T* 在 HomV 中 的 窍 阵 为 了 的 
甜 阵 t 的 转 置 好 . 

在 着 尔 伯 特 空间 上 另 一 个 非常 重要 类 型 的 变换 是 保持 由 积 的 变换 


定义 4.1 称 一 个 变换 TE HomyV 是 正 交 的 是 说 如 采 
(Ta,TB) = (@,B) 对 所 有 Qa,B ET 成 立 . 


由 上 面 的 基本 伴随 等 式 知道 ， 这 完全 等 价 于 (a,T*7T6) = (a,B) 对 所 有 
a,B eV 成 立 因而 T*T = I， 因 为 对 正 交 了 有 ||Tall” = llal 故 一 个 正 
交 变 换 了 为 单 射 , 并 且 如 果 V 是 有 限 维 的 , 它 因而 也 是 可 道 的 . 不 管 Y 是 否 有 
限 , 如 果 7 是 可 逆 , 则 上 面 的 条 件 就 成 了 了 T* = 了 | 

如 果 Te HomRn ,方程 T*T = 工 的 矩阵 形式 自然 为 t*t = e, 如 果 把 这 个 写 
出 来 它 成 为 , 对 所 有 i,j 有 , 

> titk = 05， 
k=1 


它 不 过 是 说 t 的 列 构成 了 Rr 中 一 个 法 正 交集 (从 而 是 个 基 ). 我 们 有 


定理 4.1 一 个 变换 TE HomR" 是 正 交 的 当 且 仅 当 标准 基 {5}? 在 工 下 的 
像 是 另 一 个 基 (关于 标准 内 积 的 ). 


当然 这 个 条 件 的 必要 性 显然 来 自 保持 正 交 性 定义 的 内 积 , 而 充分 性 也 可 用 
a 和 8 的 基 展 开 式 直接 验证 . 

我 们 现在 以 不 同 的 术语 来 叙述 特征 基 定 理 . 我 们 所 说 的 对 角 和 矩阵 是 指 一 个 
除 主 对 角 线 外 处 处 为 零 的 定 阵 


定理 4.2 设 志 = {tij} 为 一 对 称 nxn 矩阵 . 则 存在 一 个 正 交 nN Xn 算 阵 了 
使 得 b-itb 为 一 对 角 矩 阵 . 


证 明 因为 由 t 定义 的 变换 了 € HomER- 是 自 伴 的 故 存在 一 个 法 正六 基 
{bi}?, 由 工 的 特征 向 量 组 成 , 其 相应 的 特征 值 {ri}?. 设 B 为 由 B(8)= 如 完 
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义 的 正 交 变换 , 7 = 1,… ,m-( 这 里 m” 联 组 大 是 B 的 矩阵 b = (bi;) 的 列 .) 于 是 
(Bo7oB)(2) = 0 由 于 (Bo7oB)(2) 是 矩阵 b7'tb 的 第 j 列 ,我 们 看 
出 s=b-itb 为 对 角 的 ， 其 中 8;i; 一 Tj. . [J 


为 了 后 面 的 应 用 我 们 还 要 下 面 的 结 采 . 


定理 4.3 在 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 V 上 的 一 个 可 弟 元 下 E HomV 可 以 表示 
为 形式 工 二 RS, 其 中 民 为 正 交 而 5S 为 自 伴 和 正定 的 . 


证 明 对 任意 了 因为 (T*T)* = = 7T*T 故 7T*T 为 目 伴 . 令 {pi}? 
为 一 个 法 正 交 的 特征 基 ， {7i}? 为 相应 的 T*T 的 特征 值 . 于 是 0 < IITeil = 
(Tpi, Pi) = (ripi, 9i) = 7i, 对 每 个 ;成 立 . 因为 T*T 的 所 有 特征 值 为 正 , 我 们 
可 以 定义 一 个 正平 方 根 $= (T*T)12 为 Spi = (ri)!2pi,i = 1,2,… ,n. 可 以 清 
楚 看 到 S52 = T*T, 并 且 5 为 目 伴 的 . 
因为 有 (ST-la,S7T-16) = (Trila,S27T-16) = (T-la,T*TT-18) = 
(T-!la,T*p) = (TT-T!Q,B) = (a,B), 故 4 = ST-T! 是 正 交 的 . 因为 了 = 4 9, 令 
R = 4 一 , 则 得 到 定理 . 口 


不 难看 出 上 面 T 的 分 解 是 惟一 的 . 又 从 TT* 出 发 ,我们 可 将 了 表示 为 形式 
T= SR, 共 中 5 为 自 伴 和 正定 而 RR 为 正 交 . 

我 们 称 这 些 因子 分 解 为 了 的 极 分 解 , 这 是 因为 它们 的 作用 多 少 有 些 像 复数 
的 极 坐 标 分 解 z = re”*. 


推论 4.1 任 一 非 异 n xn 红 阵 tt 可 以 表示 为 t= 二 wdwv, 其 中 以 和 为 正 交 ， 
d 为 对 角 . 


证 明 由 此 定理 我 们 有 + = rs, 其 中 "7 正 交 , s 为 对 称 . 由 定理 4.2, s = bdb 
d 为 对 角 , 为 正 交 , 因此 t=78 = (rb)db-! = udo, 其 中 心 =7b w=b 都 为 
正 交 . 口 


习题 
4.1 设 V 为 希 尔 伯 特 空间 , 并 设 S 和 了 e HomV 满足 


(Té,) = (€, Sn) 对 所 有 ,9 成 立 . 
写 出 恒等式 S= 0 oT 了 * o9 的 证 明 . 
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4.2 写 出 类 比 于 引 理 3.1 的 证 明 以 表明 T* 的 矩阵 是 了 的 窍 阵 的 转 冒 . 


4.3 再 一 次 证 明 如 果 (&,n) = (&,¢) 对 所 有 成立 则 7 = 6. 结论 是 , 如 果 5, TT € HomV 
使 得 (€, Tn) = (&, S7) 对 所 有 7 成 立 , 则 了 = 9. 

4.4 如 果 {a,b5} 为 R* 中 的 法 正 交 基 , 并 设 t 为 其 列 为 a 和 bb 的 2 x 2 矩阵. 以 直接 计算 
证 明 t 的 行 也 是 法 正 交 的 . 

4.5 再 次 陈述 如 果 V 为 有 限 维 , 是 如 果 S,T ec HomV 满足 So 了 T= 了 J, 则 工 可 道 , 并 有 
9 一 TT-1 这 个 论断 的 理由 . 现 设 V 为 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 , 并 设 7 为 HomV 中 的 正 
交 变 换 . 证 明 T* 也 是 正 交 的 ， 

4.6 设 t 为 一 n xn 的 矩阵 ， 其 列 构成 RR” 的 一 个 正 交 基 ， 证 明 t 的 行 也 构成 一 个 正 交 
基 .( 用 上 一 个 习题 .) 

4.7 证 明 非 负 自 伴 变换 S 在 一 个 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 上 有 一 个 惟一 决定 的 自 伴 平方 根 . 

4.8 证 明 如 果 VV 是 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 , Te HomV, 则 定理 4.3 中 了 的 “ 极 分 解 江 = RS 
是 惟一 的 .( 应 用 上 面 习 题 .) 
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w Vy 是 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 时 定理 3.1 不 再 有 效 了 . 一 个 自 伴 变换 了 一 般 
好 不 具有 足够 多 的 特征 向 量 以 形成 V 的 一 个 基 , 需要 一 个 更 为 精细 的 分 析 以 便 
处 理 “连续 谱 * 还 有 “离散 谱 ” 的 情况 . 这 种 更 为 深刻 和 丰富 的 情形 是 需要 在 研 
究 生 水 平 上 进一步 学 习 希 尔 伯 特 空间 理论 的 理由 , 这 也 是 量子 力学 的 数学 结构 
复杂 性 的 一 个 源头 ， 

但 是 , 有 一 个 非常 重要 的 特殊 情形 , 在 那里 特征 基 定 理 是 有 效 的 , 并 在 下 一 
章 中 有 着 令 人 吃惊 的 应 用 


定义 5.1 设 Y 和 全 为 任意 赋 范 线性 空间 , 9 为 了 中 的 单位 球 . Hom(V,W) 
中 的 一 个 变换 下 被 称 作 紧 的 是 说 了 T[S] 在 WW 中 的 闭 包 是 列 紧 的 . 


定理 5.1 设 V 是 任 一 准 希 尔 伯 特 空间 ,TE HomV 为 自 伴 和 茶 的 . 则 准 希 
尔 伯 特 空间 尺 = 人 的 值 域 有 一 个 法 正 交 基 {pij, 它 完 全 由 了 的 特征 向 量 组 成 ， 
而 且 相 应 的 特征 值 的 序列 {rn} 收敛 于 0( 或 者 有 限 ). 


证 明 除了 有 一 点 不 同 的 开头 以 外 , 这 个 定理 的 证 明正 好 与 定理 3.1 的 证 明 
相同 . 令 m = lz = up{lz(9l :1 = 匡 , 并 选取 序列 {&n} 使 énl| = 1 对 所 
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有 了 成 立 , 同时 176 一 各. 于 是 
((m? — T2)én, én) = mm ~ |T(E) = 0, 


并 且 因 为 m? 一 T? 是 个 非 负 的 自 伴 变换 , 引 理 3.2 便 告 诉 了 我 们 (mm —7°)(én) 一 
0. 但 是 因为 了 为 紧 , 我 们 可 以 假定 (如 有 必要 可 转 而 用 子 序列 ){T(&n)} 收敛 于 
譬如 8. 于 是 T26 一 了 6, 故 m2& TB. 因此 6 一 TB/m? 而 B= limTén = 
T2(8)/m?.， 因 为 上 8 = limllT(ea)ll = m, 所 以 我 有 了 一 个 非 零 向 量 8 使 得 
T*(8) = m’°B. 令 a= B/NAl. 

于 是 我 们 已 经 找到 了 一 个 向 量 a, 满足 llal| =1 和 0=(m? 一 T?)(Q) = (mm 一 
T)(m 十 TT)(Q). 那么 或 是 (m 十 T)(a) = 0, 这 时 T(a) = -ma, 或 是 (m+ 了 T)(a) = 
y 关 0 而 (m 一 T)y = 0, 这 时 TY = mY. 因此 总 存在 一 个 向 量 pi(a 或 Y/Y 由 ) 使 
得 pi = 1 而 T(p1) = mpl, 其 中 Imm| = m. 我 们 现在 像 在 定理 3.1 中 同样 地 进 
行 下 去 . 

为 了 保持 记号 的 一 致 性 , 我 们 令 mi = mm, = 了, 现 令 V2 = {pl .于 
是 了 T[W] C 了 全, 这 是 因为 如 果 algpi, 则 (Ta,pl = (a,Tp2) = ni(a,p1) = 0. 
因此 TT 1 Ww 为 紧 且 自 伴 , 并 且 如 果 ma = 三 码 j|, 则 存在 yp2, lpzl| = 1 
及 T(p2) = r2p2, 其 中 |r2| = m2. 归纳 地 继续 下 去 , 得 到 了 一 个 法 正 交 序列 
{pn} CV 及 序列 {rn} C 民 使 得 Tpn = rnpn,|rn| 二 上 1 Vaj, 其 中 


Vn 一 {P1,* , Pn-1}-. 


由 于 这 是 最 感 兴趣 的 情形 , 我 们 姑且 假定 对 所 有 的 n,7rn 去 0。 于 是 我 们 
断言 jr,| 全 0， 因 为 无 论 怎样 ，|rn| 是 递 降 的 , 如 果 它 不 趋向 0, 则 存在 一 个 
b > 0 使 jra| > 5 对 所 有 成立. 那么 IT(on -To 虹 = 一 re = 
IlraeilP2 + rypsll? = ?2 十 73 之 22, 对 所 有 i 关 j 成 并 ,从 而 { (0 便 不 能 有 收 
敛 的 子 序列 , 这 与 了 的 紧 性 相 蔬 盾 . 因此 |rn| + 0 

最 后 ,我 们 必须 证 明 法 正 交 序列 {pi} 是 R 的 一 个 基 . 如 果 6 = T(a), 并 
日 如 果 {54} 和 {an} 分 别 为 8 和 a 的 傅 里 叶 系数 , 我 们 于 是 期 望 有 br = rnan， 
但 是 这 容易 得 到 验证 : bn = (8,pn) = (T(a),pm) = (0,T(pn)) = (arn Pn) = 
r (aon) = rnan， 这 恰好 是 说 T(anpn) = bnpn, 因而 8 一 21 bipi = T(Q 一 
5 gipi). 现 已 知 a 一 07 aipi 正 交 于 {pi}?Y, 因此 是 Vnti 中 一 个 元 素 , 并 且 工 
在 Vn+1 上 的 范 数 是 |rn+il. 又 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 , ||a 一 > 1 aipill < llall. 总 合 起 
来 , 我 们 最 后 有 


nn 
18 — bipill < Iratril :llall, 
1 
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并 且 因 为 rnti 一 0, 这 表明 8 = > bigpi. 故 {gi} 是 R(T) 的 一 个 基 . 由 于 了 是 
自 伴 的 , 也 有 N(T) = R(T)* = {pi}~ = 站 t VW. 

如 果 有 某 个 mr = 0, 则 有 一 个 使 rn = 0 的 第 一 个 n. 这 时 ||T1? Wl| = |rn| = 

0, 故 VC N(T). 但 因为 p; = T(ypi)/ri, 如 果 i < n 则 有 wp: € R(T), 因而 

N(T) = R(T)+ C {p10 ,Pri1)}t = Wh. 因此 , N(T) = Wh, R(T) 由 {pi}? 张 

. 0 


这 一 章 并 非 是 一 本 小 的 微分 方程 的 教科 书 ; 我 们 留 下 未 讲 太 多 了 . 尽管 我 们 
也 要 讲 一 两 个 实际 问题 , 但 我 们 主要 关心 的 是 这 门 学 科 的 理论 中 几 个 方面 ,我 
们 的 第 一 个 目标 是 常 微分 方程 的 基本 存在 性 和 惟一 性 定理 , 我 们 把 它们 作为 不 
动 点 定理 的 漂亮 应 用 而 加 以 证 明 . 其 次 , 我 们 将 考察 线性 理论 , 在 那里 我 们 对 最 
前 面 两 章 素材 做 出 关键 性 的 应 用 , 并 对 实际 求解 过 程 得 到 相当 详细 的 阐述 . 就 我 
们 阐述 的 范围 而 言 所 关联 的 是 初 值 问 题 , 它 与 在 包含 解 曲线 空间 中 , 通过 某 些 最 
初 描 述 的 点 的 惟一 解 的 存在 性 , 以 及 在 某 些 场合 下 的 求解 方式 有 关 . 然而 , 此 学 
科 的 一 些 最 重要 的 方面 关联 着 那些 被 称 作 边 值 问题 的 东西 , 而 我 们 最 终 和 最 次 
层次 的 努力 所 对 准 的 目标 是 朝 着 这 个 博大 的 领域 迈 出 第 一 步 . 这 使 我 们 直接 奉 
涉 到 第 五 章 的 理论 , 因为 我 们 会 发 现 自己 正在 研究 自 伴 算 子 . 事实 上 , 关于 傅 里 
叶 级 数 展开 式 的 基本 定理 就 来 自 于 对 一 个 微分 算 子 的 右 逆 元 为 缀 目 伴 算 子 的 认 


识 . 


6.1 基本 定理 


设 4 为 巴 拿 赫 空间 W 的 一 个 开 子 集 , 设 了 为 RR 中 的 一 个 开 区 间 , 并 设 
F :1x 4 W 连续 . 我 们 要 研究 微分 方程 


da/fdt = F(t, a). 
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这 个 方程 的 一 个 解 是 个 函数 f: 7 一 4, 其 中 了 为 了 工 的 一 个 开 子 区 间 , 使 得 f(t) 
存在 且 对 每 个 J 中 的 t 有 


f(t) = F(t, f(t)). 


注意 , 一 个 解 f 必须 是 连续 可 微 的 , 因为 f 的 存在 性 意味 着 f 的 连续 性 , 于 是 
f(t) = F(t,f()) 由 下 的 连续 性 是 连续 的 . 

我 们 将 看 到 如 有 打工 具有 连续 的 第 二 个 偏 微分 则 存在 一 个 惟一 确定 的 通过 
任意 点 


<toao>EIxA 


的 “局 部 ” 解 . 说 解 f 通过 < to,ao > 我 们 的 意思 自然 是 说 ao = f(to). 要 求解 
f 当 t= to 时 有 值 ao 被 称 作 一 个 初 值 条 件 . 

dF2, ,的 存在 性 和 连续 性 通过 中 值 定理 表明 F(t, Qa) 对 a 是 局 部 地 一 致 利 
普 希 英 的 . 我 们 的 意思 是 对 任意 点 < 如 ,ao ~>E Tx 4, 存在 一 个 邻 域 MxN 和 
一 个 常数 5 使 得 |F(t,é) 一 下 (t,)| < olé 一 川 对 M 中 所 有 的 t 和 NN 中 所 有 的 
é,n 成 立 . 要 明白 这 点 , 我 们 简单 地 选取 在 如 和 ao 的 球 M 和 NN 使 得 dF%4。、 
在 M xN 上 以 5 为 界 , 并 应 用 第 三 章 的 定理 7.4. 这 就 是 我 们 在 下 面 实际 使 用 的 
条 件 . 


定理 1.1 设 4 为 一 个 巴 拿 灰 空间 W 的 一 个 开 子 集 , 了 为 民 中 的 一 个 开 区 
间 , 并 设 玉 是 从 Tx A 到 WW 的 一 个 连续 映射 , 它 对 它 的 第 二 个 变量 为 局 部 地 一 
致 利 普 希 蒋 连续 . 于 是 对 TX A 中 任意 点 < 如 ,ao >, 对 ao 的 菇 个 领域 U 和 对 
任意 包含 加 的 充分 小 的 区 间 J, 存在 一 个 从 J 到 UU 的 惟一 画 数 f, 筷 且 此 微分 
方程 的 通过 点 < 加 ,ao > 的 解 . 


证 明 如 果 f 是 J 上 通过 < to,ao > 的 一 个 解 , 于 是 积分 给 出 
f(t) = f(to) = =/ F(s, f(s))ds 


故 对 t€ J， 
t 
f(t) = ao+ | F(s, f(s))ds. 
to 


反之 , 如 果 f 满足 这 个 “积分 方程 ”, 则 微 积分 的 基本 定理 蕴涵 了 在 了 上 f(t) 存 
在 并 等 于 F(t, f(t)), 从 而 f 是 此 微分 方程 的 解 并 虽然 它 通 过 < 如 ,ao >. 现在 对 
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于 任意 连续 函数 f: J A 我 们 可 定义 g: 栈 WW 为 
t 

g(t) = ao+ / F(s, f(s))ds, 
to 


而 我 们 上 面 的 论证 表明 f 是 此 微分 方程 的 解 当 且 仅 当 f 是 映射 K : 了 = 9 的 不 
动 点 . 这 提示 我 们 要 试图 证 明 K 是 个 压缩 映射 , 从 而 我 们 可 以 应 用 不 动 点 定理 

我 们 从 选取 < to,ao > 的 一 个 邻 域 工 x 7 开始 , 它 使 F(t,a) 在 它 上 面 有 共 
目 对 a 在 上 上 为 一 致 地 利 普 希 欧 连 续 . 设 .7 为 工 中 包含 如 的 某 个 开 子 区 间 , 并 
设 BC(W) 为 从 了 到 W 的 有 界 连续 函数 的 巴 拿 赫 空间 . 我 们 在 后 面 的 计算 将 
表明 我 们 必须 取 J 如 何 小 . 我 们 假定 邻 域 7 是 在 ao 的 一 个 球 , 半径 为 ” 同时 
我 们 也 考虑 V 中 的 函数 4 = Br(ao) 的 球 , 其 中 zo 是 取 值 oo 的 常 值 函 数 . 于 是 
在 u 中 的 任意 f 的 信 域 在 U 中 , 使 F(t,f()) 是 确定 的 , 有 界 的 和 连续 的 . 那 就 
是 说 , 前 面 所 定义 的 K 将 球 4 映射 到 V 内 . 

现在 进行 计算 . 设 五 在 LxU 上 以 m 有 界 ,并 设 5 为 了 的 长 度 . 于 是 由 对 
积分 的 范 数 不 等 式 ( 见 第 四 章 第 10 市 )， 


IK (G0) 一 all = lub {| / F(s, ao)ds 


:te 7 < om (1) 
又 ,如 果 甩 和 户 在 u 中 , 并且 如 果 e 是 下 在 LxU 上 的 一 个 利 普 希 效 常数 , 见 
IKGOD -KUale = tab {| Pls, f(s)) ~ Fe) | 


< 6lub{||F(s, f1(s)) — F's, f2(s)))} 
< 6club{||fi(s) — fo(s))} 
< éc||fi — folloe. (2) 
由 (2) 式 我 们 看 出 KK 在 5c < 1 时 是 具有 常数 C = 6c 的 一 个 压缩 映射 , 并 且 由 
(1) 式 我 们 看 出 天 移动 球 的 中 心 z 的 距离 在 gm < (1 一 5c)r 时 小 于 (1 一 C)r. 
这 个 对 5 的 双重 要 求 等 价 于 


7 
m+er. 


从 而 以 任意 这 样 的 5, 此 定理 由 不 动 点 定理 的 一 个 推论 得 到 (第 四 章 定 理 9.1 的 
推论 2.) 口 


推论 1.1 如 果 万 :Tx 4 二 WW 连续 且 有 一 个 连续 的 第 二 个 偏 微分 , 则 上 述 


0 < 
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我 们 下 面 要 证 明 任意 两 个 通过 < 如 an > 必定 在 它们 定义 域 的 相交 部 分 上 
相同 (在 定理 1.1 的 假设 条 件 下 ) 


9| 理 1.1 设 g 和 go 是 daf/dt = F(t,Qa) 通过 < to0,Qo > 的 任意 两 个 解 . 则 
对 所 有 在 它们 定义 域 的 交 J = 帮 门 J。 上 的 所 有 +t 有 gi1(t) = g2(t). 


证 明 如 果 上 上述 结论 不 真 则 存在 一 点 s € J 使 g1(s) 关 92(s). 假设 s > 如 ,并 
令 C={t:t>to 且 gi(t) 关 92(t)} 以 及 z= glb C. 集合 C 由 于 gi 和 gz 是 连 
续 而 为 开 , 从 而 z 不 在 C 中 , 也 就 是 说 , g1 (x) = g2(7z). 称 此 公共 值 为 a, 并 将 上 
面 的 定理 用 于 < x,a >. 取 7 使 得 B.(a) C 4, 对 此 我 们 选取 6 足够 小 , 使 得 此 
微分 方程 有 一 个 经 过 < z,a > 的 从 (7 一 6,7 二 6) 到 Bi(a) 的 惟一 的 解 9 我 们 
也 取 5 足够 小 使 得 g 和 gs 在 (z 一 6,x 十 65) 上 的 限制 的 值 域 在 B.(a) 中 . 那么 
由 9 在 此 区 间 上 的 惟一 性 有 gi = 9% = 9, 但 这 与 x 的 定义 相 矛 盾 . 因此 在 它们 
的 定义 域 的 交 有 g1 = 902. 口 


这 个 引 理 证 明 我 们 能 够 把 定理 中 加 在 f 值 域 的 限制 去 掉 


定理 1.2 设 A,I,F 同 于 定理 1.1 中 的 假定 . 于 是 对 Tx A 中 任意 点 
< to,ao > 和 加 的 充分 小 的 任意 区 间 邻 域 J 存在 一 个 从 到 4 的 通过 
< t 如 ,ao > 的 惟一 解 . 


整体 解 ” 我 们 对 微分 方程 da/dt = F(t,a) 已 经 找到 的 这 些 解 只 在 初 值 点 to 
的 充分 小 邻 域 中 有 定义 , 并 因此 而 被 称 作 局 部 解 . 现在 我 们 离开 到 这 种 局 部 解 的 
端点 附近 的 一 个 点 < ,al >, 然后 考虑 在 < 如 ,al > 周围 的 局 部 解 , 首先 它 必 
定 与 我 们 第 一 个 解 在 两 个 定义 域 的 相交 部 分 一 致 , 其 次 它 一 般 地 将 超越 ti 扩张 
到 比 第 一 个 解 更 远 , 从 而 这 两 个 局 部 解 将 合并 起 来 做 成 一 个 在 比 原来 各 上 自分 别 
给 出 的 区 间 更 大 的 t 区 间 上 的 一 个 解 . 我 们 可 以 按 此 方式 不 断 扩张 我 们 原来 的 
解 到 那个 被 称 作 整体 解 的 解 , 这 是 由 拼接 局 部 解 得 到 了 . 这 些 像 上 面 描述 的 概念 
多 少 有 些 含糊 不 清 , 我 们 现在 转 到 整体 解 的 一 个 更 为 精确 的 构造 . 

给 出 < to,ao >E TX 4, 说 6 为 所 有 通过 < to,ao > 的 所 有 解 的 族 . 因此 
g EG 当 且 仅 当 g 是 在 一 个 区 间 J CT 上 的 解 , 有 to € J 且 g(to) = ao. 引 理 1.1 
完全 表明 谷中 所 有 函数 9 的 并 ! f 本 身 也 是 这 样 的 函数 , 因为 如 条 < 三 ,al >Eg1 
和 < t2,Q2 >E€ 92, 则 Qi = 91(t) = g92(t) = a2. 

又 , f 是 一 个 解 , 这 是 因为 在 其 定义 域 中 任 一 点 z 的 附近 f 与 某 个 ge 总 一 


: 记 住 我 们 是 在 取 一 个 作为 有 序 偶 对 的 集合 的 函数 , 使 得 这 个 函数 族 的 并 有 确切 的 意义 
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致 . 按 f 的 定义 方式 我 们 看 出 f 是 经 过 < to, qo > 的 惟一 的 极 大 解 . 我 们 已 经 证 
明了 下 面 的 定理 . 


定理 1.3 设 下 :了 TxA4 人 一 位 是 个 满足 定理 1.1 的 假设 条 件 的 函数 ， 于 是 通 
过 每 个 <to,Qao >E Tx A 存在 微分 方程 da/dt = F(t,a) 的 一 个 惟一 确定 的 极 大 
解 . 


一 般 地 , 我 们 总 期 望 一 个 “ 跑 到 4 的 边界 里 的 ” 极 大 解 , 因而 有 一 个 真正 含 
于 了 中 的 定义 区 间 ,, 这 就 像 图 6.1 所 提示 的 那样 


图 6.1 


但 是 , 如 果 4 是 整个 空间 W, 并 且 如 果 F(t,a) 对 每 个 上 而 言 是 a 的 利 普 希 
茨 连续 函数 , 它 具 有 的 利 普 希 获 界 c(t) 为 上 的 连续 函数 , 我 们 则 可 以 证 明 每 个 极 
大 解 都 是 在 整个 了 上 的 . 我 们 稍 后 就 能 看 到 这 个 条 件 对 于 线性 方程 而 言 是 目 然 
的 


定理 1.4 设 态 为 巴 拿 赫 空间 ,为 了 中 一 个 开 区 间 . 设 忆 :TxW 清 W 为 
连续 并 假定 存在 连续 画 数 c: 了 _》 民 使 得 对 所 有 tcET 和 所 有 ai;azE 厂 有 


Faa) — Pbos)lls e(bllaa — oall 
于 是 微分 方程 da/dt = F(t,a) 的 每 个 极 大 解 部 以 整个 了 为 其 定义 域 


证 明 设 若 相反 , 假设 9 是 个 极 大 解 , 它 的 定义 区 闻 J 的 右 端点 5 小 于 了 的 
在 端点 .我 们 选取 一 个 有 限 开 区 间 区 , 它 包 含 了 并 使 工 C I( 见 图 6.2). 因 过 
为 紧 , 故 连续 函数 c(t) 在 上 有 极 大 值 c. 在 LN J 中 选取 任 一 点 二 十 分 靠近 
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b 使 得 5 一 妇 < 1/c 我 们 令 aa = 9 二) 及 在 LL 上 mm = maxl 玉 aa) 以 这 些 
值 cm 以 及 任意 的 ” 定理 1.1 的 证 明 给 了 我 们 一 个 通过 < ,oi >, 定义 域 为 
(ti 一 ti 十 6) 的 局 部 解 f, 其 中 6 为 小 于 7/(m 十 rc) = 1/(e+ (my/r)) 的 任意 数 
由 于 现在 我 们 对 7 没有 任何 限制 (因为 4 = W), 这 个 对 6 的 弄 变 成 了 1/c, 而 且 
由 于 我 们 选取 所 使 得 所 十 (1/c) > 5b, 我 们 现在 可 以 选取 6 使 得 菇 +5>5b. 但 
是 这 导出 了 矛盾 ; 经 过 < 妇 ,Ql > 的 极 大 解 9 包含 了 局 部 解 f, 故而 特别 地 , 有 
ti 十 6 世 b. 定理 得 证 .、 口 


回 到 我 们 最 初 的 情形 , 我 们 可 以 下 结论 说 , 如 果 下 的 利 普 希 次 控制 具有 上 
面 给 出 的 那 种 更 强 的 类 型 , 并 且 如 果 某 个 极 大 解 的 定义 域 7 小 于 1, 则 开 集 4 
便 不 能 是 整个 太 ， 事实 上 , 当 上 趋向 于 作为 工 的 内 点 的 7 的 端点 b 时 , g(t) 
到 4 的 边缘 的 距离 趋向 于 0, 这 是 成 立 的 . 那 就 是 说 , 现在 它 是 个 定理 : 当 上 一 
b, p(f(t), 4') 一 0. 它 的 证 明 比 我 们 前 面 的 论证 更 加 复杂 , 我 们 把 它 作 为 一 组 习 
题 留 给 有 兴趣 的 读者 . 

n 阶 方程 设 4A1, 42,… ,A 为 一 巴 拿 赫 空间 W 的 开 子 集 , 设 工 为 到 中 的 
开 区 间 , G : Tx A1 x 42 x … x An 书 W 为 连续 . 我 们 考虑 微分 方程 


dra/dt® = Gl(t,a, da/dt,:.: ,da/dt™). 


一 个 函数 f : J 一 W 是 这 个 方程 的 一 个 解 指 的 是 , 如 果 J 是 了 的 一 个 开 子 区 间 ， 


a (如 一 Gl(t, f(t), f'(2), "7° ,fn (t)) 
对 所 有 t € J 成立. 初 值 条 件 现在 由 一 个 点 给 出 : 
/ < 加 ,08 ,Bn >ETX Al xX:.. x An. 


它 的 基本 定理 几乎 与 前 面 的 一 样 . 为 简化 记号 ， 设 a 为 n 联 组 < Qi,Q2,…， 
Qn ~>E W™ = TY， 令 A = I Ai. 也 设 二 为 映射 f < f,f',……,， 
f("-D) >. 于 是 解 的 方程 成 了 f(t) = G(t, f(D)). 
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定理 1.5 设 G:1x A 一 W 如 上 ,并 假设 另外 有 G(t,a) 对 a 是 局 部 一 至 
的 利 普 希 英 连 续 . 于 是 对 任意 < to,B >E TX 和 和 对 任意 包含 了 to 的 充分 小 的 
开 区 间 J, 存在 一 个 从 J 到 人 厂 的 惟一 函数 上 使 得 上 是 上 面 的 n 阶 方程 的 解 ,并 
满足 初 值 条 件 pf(to) = pbB. 


证 明 有 一 个 古老 而 标准 的 手段 来 把 单个 的 ” 阶 方程 化 成 一 个 一 阶 方程 组 
想法 是 把 单个 方程 


dayjdtn = Gl(t,a, da/dt,.…. majdtn  ) 


换 成 方程 组 
dal /dt 一 (2 ， 
da2 /dt 一 (3， 


dan-1/dt 一 On, 
dan /dt 一 Gl(t, Aa, 0 , Qn—1)) 


然后 认识 到 这 个 方程 组 等 价 于 在 一 个 不 同 空 间 上 的 一 个 单个 的 一 阶 方程 . 事实 
上 , 如 果 我 们 定义 映射 下 =< Fl,… ,F" >:Tx A 一 V=W", 其 中 (t,a) = 
Qi 二 1 nn 一 1 而 F"(t,a) = G(t,a), 则 上 面 的 方程 组 成 为 单个 方程 


da /dt = F(t, ao), 


其 中 下 显然 对 a 是 局 部 一 致 利 普 希 区 的 . 现在 一 个 函数 f =< fi,… ,fn >: 
J 一 V 是 此 方程 的 解 当 且 仅 当 


fi 一 fo, 
fo 一 fs, 


nl = fn, 


fo 一 G 人 bb 万 , fn)) 


那 就 是 说 , 当 且 仅 当 有 有 直到 n 阶 的 导数 , (fi1) 三 下 fi™(t) = G(t, vfi(t)). hr 
个 联 组 的 初 值 条 件 f(to) = 6 现在 正好 是 f(to) = B. 因此 对 G 的 n 阶 的 定 
理 转变 成 了 对 下 的 一 阶 的 定理 , 故 从 定理 1.1 和 1.2 得 到 证 明 . 口 


pr ————— 
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通过 < to,B > 的 局 部 解 扩 张 到 一 个 惟一 的 极 大 解 的 结论 可 以 将 定理 1.3 用 
于 我 们 的 一 阶 方程 da /dt = F(t,a) 得 到 , 并 且 如 果 G(t,a) 对 a 是 具 界 c(t) 的 
利 普 希 汐 连续 , 而 且 elt) 连续 , 并 且 4 = W", 像 定理 1.4 那样 , 此 极 大 解 的 定义 
域 为 整个 工 


习题 
1.1 考虑 方程 da/dt = F(t,a) 的 一 个 特殊 情形 , 即 W = 及 . 把 此 方程 写成 一 对 包含 实 
( 值 ) 函数 和 实 变量 的 方程 . 
1.2 考虑 微分 方程 组 
dx /dt 一 上 十 r+y’, dy/dt = cos vy. 
定义 函数 下 : R* 一 R” 使 得 上 面 的 方程 组 成 为 


dafdt = F(t,a), 


其 中 = 二 < x,y>. 


1.3 在 上 面 的 习题 中 证 明 下 在 民 x 4 上 对 a 是 一 致 利 普 希 获 的 , 其 中 4 是 R 中 的 任意 
有 界 开 集 . 下 在 及 x 及 上 是 一 致 利 普 希 茨 的 吗 ? 


1.4 用 解 函数 /=< 访 , 户 > 表达 上 面 的 方程 组 , 把 它 写 出 来 . 并 写 出 在 证 明定 理 1.1 中 使 
用 的 这 个 方程 组 的 积分 形式 . 


1.5 在 证 明定 理 1.1 中 使 用 的 不 动 点 定理 的 迭代 序列 以 fo 为 常 值 函 数 so 开始 , 然后 按 如 
下 进行 : | 
fn(t) = ao + 上 Fl(s, fn-1(s))ds. 
0 
对 微分 方程 
dr/dt =t+zx [f(t) = t+ f(#)) 
计算 这 个 序列 直到 fa, 初 值 条 件 为 f(0) = 0. 这 就 是 说 , 取 fo = 0, 然后 按 此 公式 计算 
有 ,fe, fa 和 fa. 现在 猜 一 猪 解 f 并 验证 之 ， 
1.6 对 于 初 值 问 题 
dy/dz =z +y ,y(0)=0 
计算 欠 代 fo, 有 ,有 和 所 . 假设 解 函数 f 在 0 有 一 个 宪 级 数 展开 式 , 它 的 前 三 个 非 零 
项 是 什么 ? 
1.7 在 上 面 习题 中 对 初始 条 件 f(0) = 一 1 进行 计算 . 
1.8 对 f(0) = 二 1 做 同样 的 事 . 
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1.9 假定 W 为 巴 拿 赫 空 间 , F 和 G 是 从 及 x 作 “到 了 的 满足 适当 的 利 普 希 欧 条 件 . 表 
明 二 阶 方程 组 
1 = F(t,€,n,€,7), € = Gt,é,n,€,7) 
如 何在 我 们 的 标准 理论 下 被 变 成 单个 的 二 阶 方程 的 . 
1.10 把 上 面 的 方程 转化 为 一 阶 方程 组 , 然后 再 转化 为 单个 的 一 阶 方程 来 回答 上 一 个 习题 . 


i1.11 设 0 为 定义 在 区 间 10,a] C 及 上 的 非 负 的 连续 实 函 数 ， 并 假设 存在 常数 b 和 和 c>0 使 
得 


0(7) < ef 0(t)dt + bx， 其 中 所 有 zx € [0,a] . 
0 
(a) 由 归纳 法 证 明 , 如 果 m = ]|9f%, 则 


g(z) < Per + :> Ce -， 对 每 个 呈 成 立 ， 


(b) 然后 证 明 : 
0(7) < (ee 一 1)， 对 所 有 z 成 立 . 
1.12 设 W 为 巴 拿 赫 空间 , 了 为 及 中 一 个 区 间 , 并 设 下 为 人 人 IxW 到 W 的 一 个 连续 映射 
假设 对 所 有 te I 有 ||F(t,ao) 咱 <b, 而 且 对 所 有 teEI 和 a,8EW 有 
F(t, a) ~ F(t, BB) < clla ~ BI| . 


设 f 为 经 过 < to,Qo > 的 整体 解 , 并 令 9(z) = 上 f(to +z) 一 ooll. 证 明 对 xX>0 和 和 
to 十 TEI 有 

9(z) < | Oldt+ bo . 
然后 用 上 一 个 习题 的 结果 推导 出 一 个 比 在 正文 中 有 的 关于 t 离开 to 时 解 f(t) 的 增长 
的 一 个 更 强 的 界 . 


1.13 玉 具有 上 面 习题 中 的 假设 条 件 , 证 明 对 通过 < 如 ,ao > 的 解 的 过 代 序 列 在 整个 7 收敛， 
方程 是 归纳 地 证 明 如 果 fo = ao, 且 


太白 一 ao 上 / F(s, f,_1(s))ds, 


从 而 sy" 


[fn(t) — fn-1(t)| < 
从 这 些 不 等 式 直 接 证 明 通 过 < to, Qo > 的 解 满足 


0) ~ aoll < zs 和 一 1 
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6.2 ”对 参数 的 可 微 依赖 性 
在 某 些 应 用 中 最 重要 的 是 知道 方程 
j 由 = GD)F)=aa 


的 解 是 如 何 随 初 值 点 < 二 ,al > 变化 的 . 为 了 准确 氢 述 这 个 问题 , 我 们 固定 一 个 
开 区 间 J, 并 像 上 一 节 那 样 令 u = Br-(azo) CV = BE(J,W), 并 要 求 u 中 一 个 通 
过 < 五 ,ai > 的 解 , 其 中 < 与 ;ai > 在 < to,Qo > 的 附近 . 假定 存在 一 个 惟一 的 
解 f, 于 是 我 们 有 一 个 映射 < 六,aa > 中 f, 正 是 这 个 映射 的 连续 性 和 可 微 性 是 
我 们 希望 研究 的 . 


定理 2.1 设 LxU 是 <to,Qo > 在 巴 拿 厅 空间 了 腿 x WW 中 的 一 个 邻 域 , 并 设 
F(t,a) 是 从 上 xU 到 W 的 一 个 有 界 连续 映射 , 它 在 1t 上 对 a 是 一 致 利 普 币 英 
的 . 于 是 存在 < to,Qo > 的 一 个 邻 域 J] x 和 N 具有 下 列 性 质 : 对 每 个 < ,Qt >E 
J XN 存在 一 个 惟一 的 从 了 到 世 的 函数 f, 它 是 微分 方程 da/dt = F(t,a) 通过 
tt,Q1 > 的 解 , 而且 映射 <,Q1 > 中 1 :J XN 一 VV 为 连续 . 


证 明 我 们 简单 地 重新 查验 定理 1.1 的 计算 , 并 取 5 更 小 一 点 . 设 天 (ia an 月 
为 那个 定理 的 映射 但 初 值 点 为 < ,a1 >, 故 9g = 天 (taa,j) 当 且 仅 当 对 所 有 
teEJ 有 g(t) =ai+ /Fl(s,f(s))ds. 显然 K 对 每 个 男 定 的 /关于 < 妇 ,aa > 连 
续 . 
如 果 N 为 球 Bs(ao), 则 在 那个 证 明 中 的 不 等 式 (1) 表明 ||K(ti, a 50) 一 
aoll < lai 一 aol| + bm < r/2+ bm. 而 第 二 个 不 等 式 保持 不 变 . 因此 , f 一 
K(ti, Qi 有) 是 从 4 到 VV 的 映射 , 如 果 6c < 1 则 它 是 具 常 数 C = 6c 的 压缩 映射 
并 且 如 果 >/2+ 5m < (1 - go 它 移动 了 4 的 中 心 ao 一 个 小 于 (1 - C)r 的 距 
离 . 这 两 个 对 6 的 新 的 双重 要 求 等 价 于 
， 


9 < Hm Te ， 


它 正好 是 那个 老 的 值 的 一 半 . 以 长 度 为 5 的 J 我 们 现在 可 以 对 映射 K(ti, o,f) : 
(J x N) xu 一 Y 应 用 第 四 章 的 定理 9.2, 从 而 定理 得 证 . 四 


如 果 我 们 要 求 映 射 < 三,aa >m 为 可 微 , 由 第 四 章 定 理 9.4, 只 需 知道 除 上 
面 要 求 外 还 要 求 
K:(JxN)xuoV 
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为 连续 可 微 就 足够 了 . 要 推导 出 这 点 , 只 需 假定 dF 存在 并 在 上 xU 上 一 致 连续 


定理 2.2 设 LxU 是 <to,Qo > 在 巴 拿 灰 空间 民 xW 中 的 一 个 邻 域 并 设 
F(t,a) 为 从 LxU 到 W 的 一 个 有 界 映 射 使 得 dF 存在 , 并 有 界 , 在 LxU 上 一 
致 连续 . 于 是 , 在 上 面 定理 的 情况 下 , 解 f 为 初 值 < 妇 ,Ql > 的 连续 可 徽 画 数 ， 


证 明 我 们 必须 证 明 从 (J x N) xu 到 了 的 映射 K(t1i,ai,f) 为 连续 可 微 
的 , 在 此 之 后 像 前 面 评注 所 说 的 那样 , 我 们 可 以 应 用 第 四 章 的 定理 9.4. 现在 由 
k(t) = fh( s)ds 定义 的 映射 h 片上 是 一 个 从 V 到 V 的 有 界线 性 映射 , 它 显然 连 
续 依 赖 于 与, 另外 由 第 三 章 的 定理 14.3, 被 积分 项 映射 fh 由 hh(s) = F(s, f(s)) 
定义 , 它 在 u 上 是 连续 可 微 的 . 将 这 两 个 映射 复合 , 我 们 看 到 dK 。 > 存在 并 
在 x NN xu 上 连续 . 现在 


AK,, C1 ,> (€) = 一 


故 dK? = 了 J 而 AKl op (h) = 一 所 FF(s， f(s))ds， 由 此 容易 得 到 
dK ow py(h) = -hdtfGb). 这 三 个 偏 微分 4K1，dK? 和 dK3 因而 存在 并 
在 J x 和 NN xu 上 连续 , 并 且 由 第 二 章 的 定理 8.3 得 出 天 人 ,ai,j 在 那里 连续 可 
微 . 口 


推论 2.1 如 果 s 为 J 中 任意 一 点 , 则 一 个 解 在 s 的 值 f(s) 是 其 在 to 的 值 
的 可 徽 吧 数 . 


证 明 设 fo 为 通过 < to,a > 的 解 . 由 此 定理 a 路 fa 是 从 NN 到 函数 空 
间 V = 8C(J,W) 的 连续 可 微 映射 . 但 是 rs : f 呈 f(s) 是 个 有 界线 性 映射 , 因 
此 连续 可 微 是 完全 平凡 的 . 复合 这 两 个 映射 , 我 们 看 出 ac m* je(s) 在 N 上 连续 
可 微 . 口 


把 这 个 解 对 初 值 < 如 ,ao > 的 连续 和 可 微 的 依赖 性 做 成 整体 的 形式 也 是 可 
能 的 . 下 面 就 是 这 个 定理 . 但 在 这 里 我 们 不 打算 进行 证 明 . 


定理 2.3 设 f 为 通过 <to,Qo > 的 极 大 解 , 其 定义 域 为 几 而 设 [oa, 吕 为 了 了 的 
所, 仿 to 的 任 一 个 有 限 的 闭 子 区 间 . 于 是 存在 一 个 E > 0 使 得 对 任意 < 本 ,Ql >E 
B.(< to,ao >)， 通 过 < 站 ,al > 的 整体 解 的 定义 域 包含 了 [a,, 且 这 个 解 在 
[lab] 上 的 限制 是 < 与 ,al > 的 连续 函数 , 如果 玉 满足 定理 2.2 的 假设 条 件 , 则 
此 依赖 性 是 连续 可 微 的 . 
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最 后 , 假定 下 连续 (或 连续 可 微 地 ) 依赖 于 参数 X, 使 得 我 们 在 M xTx 4 
上 有 F( 和 ,t,a). 现在 对 初 值 问题 


f(t) = F(t, f(t), f(t1)= aa 


的 解 f 既 依赖 于 参数 和 又 依赖 于 初始 条 件 f(t1) = ai, 那么 如 果 读 者 已 经 充分 
理解 了 我 们 上 面 的 论证 , 他 将 会 明白 我 们 能 以 同样 的 方式 去 证 明 f 对 参数 和 的 
依赖 也 是 连续 的 (连续 可 微 的 ). 我 们 不 再 进行 这 些 细节 讨论 了 . 


6.3 ”线性 方程 


我 们 现在 假定 第 1 节 的 孙 数 F 是 从 TxW 到 W 的 , 并 且 连 续 , 对 每 个 固定 
的 t,FF(t,a) 对 a 是 线性 的 . 不 难看 出 我 们 因此 而 自动 地 具有 了 定理 1.4 的 强 利 
普 希 获 假定 条 件 , 我 们 将 在 任何 情况 下 都 假定 它 成 立 . 在 这 里 这 是 个 关于 线性 映 
射 的 有 界 性 条 件 : 我 们 假设 F(t,a) = 于 (oa 其 中 到 < Hom W, 并 且 Z|| < cb 
对 所 有 + 上 成立, 而 其 中 的 c(t) 在 工 上 连续 . 

像 预 料 的 那样 ; 这 种 情况 下 第 1 节 的 存在 性 和 惟一 性 理论 建立 了 与 一 般 线 
性 理论 的 联系 . 设 Xo 为 所 有 从 了 到 W 的 所 有 连续 函数 C(I,W) 的 向 量 空间 ， 
并 设 Xi 为 所 有 具有 连续 的 一 阶 导数 的 函数 的 子 空间 忆 (IT,W). 在 我 们 的 定理 中 
范 数 不 起 作用 . 


定理 3.1 如 果 g(t) = f(t) 一 也 (t, 了 (有)), 我 们 以 g = sf 定义 的 映射 9 : 
Xi -一 Xo 是 个 满 射 的 线性 映射 微分 方程 da/dt = F(t,a) 的 整体 解 的 集合 N 
是 5S 的 零 空 间 ,因此 特别 是 一 个 向 量 空间 .对 每 个 如 6 了, 坐标 映射 (赋值 映 
射 )ri :Fry f(to) 在 N 上 的 限制 是 从 N 到 WW 的 一 个 同 构 . 因此 mto 的 察 空间 
M 是 NN 在 XY! 中 的 补 空间 , 故 决定 了 3 的 右 逆 R. 映射 f 嘱 < sf,f(to) > 便 是 
从 XI 到 Xo XW 的 一 个 同 构 , 而 这 个 事实 等 价 于 所 有 前 面 的 论断 . 


证 明 对 Xo 中 任意 固定 的 g, 令 G(t,a) = F(t,aQ) + 9(t) 并 考虑 ( 非 线性 ) 
方程 da/dt = G(t,Qa). 由 定理 1.3 和 1.4, 它 有 一 个 通过 任意 初始 点 < to, Qo > 
的 惟一 极 大 解 f, 而 且 f 的 定义 域 是 整个 I. 那 就 是 说 , 对 Xo x W 中 每 个 偶 对 
< g,a >, 存在 一 个 惟一 的 je Xi, 使 得 < sf, f(to) >=< 9g,Q >. 映射 


< 3)Tto > > :了 > < sf, f(to) > 


便 是 个 双 射 并 因 其 明显 为 线性 的 , 故 它 是 个 同 构 . 特别 5 是 满 射 的 . 5 的 零 空 
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间 六 是 在 上 述 同 构 下 {0} x W 的 道 像 ; 就 是 说 , rte | 入 是 从 NN 到 W 的 一 个 同 
构 . 

最 后 , mi。 的 零 空间 M 是 Xo x {0} 在 < 5S,ri > 下 的 道 像 , 而 直 和 分 解 
Xi = M 外 NN 只 不 过 反映 了 在 逆 同 构 下 的 分 解 XoxW = (Xox40)) D07xW). 
定理 证 完 . 口 


对 一 个 给 出 的 g € Xo 和 一 个 ao € W, 求 出 一 个 惟一 的 f € X1 使 得 
S(f) =g 和 和 f(to) = ao 的 问题 被 称 作 初 值 问 题 . 在 理论 的 层面 上 说 , 这 个 问题 由 
上 面 的 定理 所 解决 , 它 说 那个 惟一 确定 的 f 存在 . 从 计算 的 实际 层面 上 说 , 这 仍 
是 个 重要 问题 . 

M = Mi 是 NN 的 补 空间 这 个 事实 把 初 值 问题 破裂 为 两 个 独立 的 子 问题 . 与 
Mi。 相伴 的 右 逆 R 求 出 XX!1 中 的 有 使 得 S(h)=g 且 h(to)=0. 从 NN 到 W 的 同 
构 f 卢 f(to) 的 首选 出 了 Xi 中 的 大 使 SO) = 0 及 k(to) = ao. 因此 f= h+k. 
第 一 个 子 问题 是 “以 齐 次 初 值 数 据 解 非 齐 次 方程 ”而 第 二 则 是 “以 非 齐 次 初 值 数 
据 解 齐 次 方程 ” 的 问题 . 在 某 种 意义 上 说 , 初 值 问题 是 这 两 个 独立 问题 的 “ 直 和 ”. 

我 们 现在 更 仔细 地 研究 齐 次 方程 da/dt = Ti(a). 如 同 我 们 上 面 看 到 的 . 它 
的 解 空间 N 在 每 个 投影 映射 zw: f 局 f(t) 下 同 构 于 W. 设 w 为 此 同 物 ( 故 
pt 二 Te | 和 N). 现 选 取 某 个 固定 的 to ET( 我 们 不 妨 假 定 I 包含 0 并 取 to = 0)， 
并 令 Ki = pio wp51. 则 {Kt} 是 W 自身 的 线性 同 构 的 单 参数 族 , 如果 我 们 令 
felt) = Ki(B), 则 fa 是 da/dt = Ti(a) 的 通过 < 0,8 > 的 解 . 我 们 称 Ki 为 齐 次 
方程 da/dt = Ti(a) 的 一 个 基本 解 ， / 

由 于 f(t) = Te(f8()), 我 们 看 出 dKi)/dt = To Kt 的 意义 是 说 此 方程 对 
每 个 W 中 的 8 成 立 . 然而 d(Ki)/dt 不 必 是 作为 在 HomW 中 的 一 个 范 数 下 极限 
而 存在 . 理由 是 , 我 们 关于 TT 的 假定 并 不 意味 着 映射 + 卢 T 从 TT 到 HomW 是 
连续 的 . 如 果 这 个 映射 是 连续 , 则 映射 < t, 4A > 上 To 4 便 是 从 Tx HomW 到 
HomW 的 连续 映射 , 从 而 初 值 问 题 


dA/dt = lo 4, 40 一 了 


在 (I,HomW) 中 有 一 个 惟一 的 解 4i. 因为 在 8 的 赋值 是 从 HomW 到 W 的 
有 界线 性 映射 , 故 4:(6) 是 上 的 可 微 函 数 , 并 且 


d4:(8)/dt = (d4t/db)0O) = Ti( Ab)). 
这 表明 对 所 有 8 有 4:(8) = Ki(B), 故 Ki = 4 特别, 基本 解 上 rm Kt 现在 已 是 
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一 个 到 HomW 中 的 可 微 映射 了 , 并且 dKi/dt = To Ki. 我们 已 经 证 明了 下 面 的 
定理 . 


定理 3.2 设 1m 克 是 由 0 的 一 个 区 间 邻 域 了 到 HomTT 的 连续 映射 . 于 是 
微分 方程 da/dt = Ti(a) 的 基本 解 t Ki 是 从 JT 到 HomW 的 参数 强 ， 它 是 初 什 
问题 dh4/dt = To A，Ao = 了 的 解 .( 译 注 : 作者 常 将 区 间 了 与 恒 同 映射 ( 算 阵 ) 
在 符号 上 混用 . 读者 由 上 下 文 不 难 识别 而 不 致 混 消 .) 


利用 同 构 Ki = K(t) 我 们 现在 可 以 得 到 对 于 非 齐 次 方程 da/dt = Ti(a)+9(t) 
的 一 个 显 式 表 示 的 解 我 们 要 求 出 f 使 得 


f(t) — TA(f(t)) = g(t). 


现 有 KG) = Tio K(D), 故 T= K'()oK(b)-!. 从 而 由 第 四 章 习题 8.12 和 微分 
的 一 般 乘积 规则 (第 三 章 定理 8.4) 知 上 面 方程 的 左 端 丛 好 是 


KG ( FIO) ) 
我 们 要 解 的 这 个 方程 因而 被 重 写 为 
IK 1(f()] = K(E) -1(9(8) . 


于 是 我 们 有 了 一 个 显然 的 解 , 即使 读者 觉得 我 们 启发 性 的 论证 太 技术 性 了 , 他 也 
应 该 能 用 微分 的 方法 验证 这 个 解 


定理 3.3 在 定理 3.2 的 背景 下 , 函数 
f(t)= Kt 下 red 
是 非 齐 次 初 值 问题 
= Ti(a) 十 gb， f(0) = 
的 解 . 因此 这 是 5 的 右 北 元 尼 的 一 个 公式 , 它 由 5 的 宕 空间 NN 的 补 Mo 决定 . 


常 系数 方程 的 特殊 情形 极其 重要 , 这 里 的 “系数 ” 算 子 到 是 HomW 的 一 
个 固定 工 . 观察 到 的 第 一 个 新 事实 是 当 f 为 da/dt = T(o) 的 一 个 解 时 , 六 也 是 
它 的 一 个 解 . 因为 方程 f(t) = T(f(t)) 有 一 个 可 微 的 右 端 , 微分 后 得 到 f(t) = 
T(f(t)). 于 是 有 
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引 理 3.1 常 系数 方程 da/dt = 了 (al) 的 解 空间 在 导数 算 子 D 下 不 变 . 


又 , 我 们 从 微分 方程 看 出 算 子 DD 在 N 上 恰 是 与 了 的 复合 . 更 准确 地 说 , 方 
程 f'(t) = 了 T(f(t)) 可 以 重 写 为 ntoD = Tom,， 并 且 因 为 zi 在 入 上 的 限制 是 入 
到 W 的 同 构 pi, 故 从 此 方程 可 以 解 出 了. 因此 我 们 有 下 面 的 引 理 . 


引 理 3.2 ”对 每 个 国定 的 二 从 及 到 全 的 同 构 wi 把 N 上 的 导数 算 子 DD 市 
到 W 上 的 算 子 全 . 即 : 


T= YoDopr 


现在 基本 解 Ki 的 方程 是 4S/dt = TS. 在 初等 微 积分 中 这 是 个 指数 函数 的 
方程 , 它 使 我 们 预期 并 立刻 验证 有 K = e 红 ( 见 第 四 章 第 3 市 的 末尾 ). da/dt = 
T(a) 的 通过 < 0,6 > 的 解 因此 是 函数 


~ ,; 17 (8) 
et 人 一 2 。 


如 果 T 满足 一 个 多 项 式 方程 p(T) = 0, 我 们 知道 当 W 为 有 限 维 时 它 必 
定 如 此 , 于 是 我 们 的 分 析 可 以 大 大 地 向 前 推进 .假设 现在 p 只 有 实 根 , 故 它 的 
互 素 因 式 分 解 为 p(z) = [I*(z - 入)”. 我 们 从 第 一 章 定理 5.5 知道 , W 是 直 和 
W = BY Wi, 其 中 Wi 是 变换 (了 一 Xi) 的 零 空 间 , 而 每 个 Wi 在 工作 用 下 不 变 . 
这 给 出 了 当 点 a 在 某 个 零 空 间 Wi 时 的 解 曲线 etza 一 个 大 为 简单 的 形式 . 暂且 
把 这 样 的 子 空间 Wi 本 身 就 当 作 W, 那么 我 位 有 (TT 一 和 7)”==0, 故 T= 和 + 
其 中 Rm = 0, 从 而 分 解 et 了 = etxetk 连同 etR 的 有 限 级 数 展开 , 给 出 了 


| 


etTa 一 et |a+tR(Q) + :+ t™ 


注意 , 右 端 的 项 数 是 因子 (t 一) 在 多 项 式 p(t) 中 的 次 数 . | 
在 一 般 情形 W = 四“ Wi, 我 位 有 a = 1 Qi, e!7(Q) = y Tet(ai), 而 每 个 
ctr(ai) 具有 上 面 的 形式 . f(t) = T(f(t)) 的 经 过 一 般 点 < 0a > 的 解 因而 是 形 
”如 tetxpi 的 项 的 有 限 和 , 项 的 个 数 等 于 多 项 式 p 的 次 数 . 
如 果 W 是 个 复 巴 拿 赫 空 间 , 那么 关于 p 只 有 实 根 的 限制 是 多 余 的 . 我 们 除 
了 和 为 复数 值 外 得 到 了 完全 一 样 的 公式 . 这 在 解 曲线 的 行为 上 引进 了 更 多 的 变 
化 , 这 是 因为 外 部 的 指数 因子 e = ele 当 v 才 0 时 有 了 一 个 周期 的 因子 . 
综合 起 来 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 . 
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定理 3.4 如 果 W 是 个 实 或 复 的 巴 拿 款 空 间 , T E HomW, 于 是 初 值 问题 
f(t) = 二 T(f(t)),f(0)=B 在 WW 中 的 解 曲 线 是 


f(t) =e78 = 5 TB) 
。 0 


如 采 了 满足 多 项 式 方程 (TT 一 入 )” = 0, 则 
fm 一 ] 


f(t) = oD |B +tR(O) + .+ m1 


RPR” (8B)| ， 
其 中 玉 = 了 全 -XI 如果 了 全 满足 多 项 式 方程 p(T) = 0, p 具有 互 素 因 式 分 解 
p(z) =TIr(z 一 和 i)™, 则 f(t) 是 天 个 上 面 形式 的 项 的 和 , 故 有 形式 


f(t) = > Helpi; ， 
2, 


其 中 右 袜 的 项 数 是 多 项 式 p 的 次 数 , 每 个 Bi; 是 国定 的 (第 值 ) 向 量 . 


留意 当 t 一 +oo 时 f(t) 的 渐 近 行为 是 怎样 被 多 项 式 的 根 Xi 控制 的 是 一 件 
重要 的 事 . 我 们 首先 把 我 们 限制 于 通过 某 个 子 空间 Wi 的 一 个 向 量 a 的 解 上 , 它 
等 于 假设 了 (T - 和)” = 0. 于 是 , 如 果 入 有 个 正 的 实 部 , 故 et = etreitr,p > 0 
则 17(b| 按 指数 样子 趋向 无 穷 大 . 如 果 和 有 负 的 实 部 , 则 当 上 一 co 时 f(t) 趋 
向 于 零 (但 其 范 数 当 t 一 一 00 时 成 为 指数 式 快 速 的 无 穷 大 ). 如 果 和 的 实 部 为 0. 
则 如 果 m > LOG 像 t"-! 那样 趋向 无 穷 大 . 因此 f 在 整个 民 上 有 界 的 惟 
一 方式 是 A 的 实 部 为 0 且 m = 1, 这 时 f 是 周期 的 . 相似 地 , 在 一 般 情形 , 这 时 
p(T) = TS(T - Xn)" = 0, 那 相 似 的 结论 仍 是 正确 的 , 即 所 有 的 解 曲线 在 整个 及 
上 有 界 当 上 且 仅 当 根 和 全 都 是 纯 虚 数 且 所 有 的 重 数 mn 为 1. 


习题 


3.1 设 I 为 及 中 一 个 开 区 间 , W 为 赋 范 线性 空间 . 设 F(t,a) 为 人 IXxW 到 WW 的 一 个 连 
续 函 数 , 对 每 个 冉 定 的 t 它 对 a 是 线性 的 . 证 明 存在 一 个 函数 c( 丰 , 它 在 每 个 包含 在 了 
中 的 闭 区 间 [a, 89] 是 有 界 的 , 并 使 得 对 所 有 的 e 和 t 有 | 亚信 al < c(t)|all. 那么 证 明 
可 以 使 得 c 为 连续 .( 你 可 能 要 用 到 海 涅 - 波 雷 尔 性 策 : 如 果 [a,b] 被 一 组 开 区 间 覆 盖 ， 则 
某 个 有 限 的 子 组 已 经 覆盖 了 [a, 避 ].) | 

3.2 在 正文 中 我 们 略 去 了 检验 让 fo) 一 Gt,f… ,fm-DD) 是 从 Xn 到 Xo 的 满 射 
通过 在 简约 到 一 阶 方程 组 的 过 程 中 追寻 满 射 性 的 方法 证 明 上 述 结论 . 
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3.3 假设 在 算 子 
Tf = > f° 


中 系数 ai(t) 全 都 在 CE 中 . 证 明 了 的 零 空间 入 是 Et 中 的 子 空间 . 叙述 这 个 定理 的 
一 个 推广 并 粗略 地 说 明 为 什么 它 是 对 的 ， 

3.4 假设 W 为 巴 拿 赫 空间 , T ec HomW, 8 是 了 的 特征 向 量 , 其 特征 值 为 7. 证 明 常 系数 方 
程 da/dt = T(a) 通过 < 0, 8 > 的 解 是 f(t) =e”p. 

3.5 假定 W 还 是 有 限 维 的 , 并 有 一 个 基 {Bi:}?, 由 了 的 特征 向 量 组 成 其 相应 的 特征 值 为 
ri. 用 a 的 基 展 开 式 求 通过 < 0,a > 的 解 公式 . 

3.6 线性 方程 da/dt = 至 (a) 的 一 个 非常 重要 的 特殊 情形 是 算 子 函数 五 为 周期 的 . 例如 , 假 
设 对 所 有 t 有 了 41 = 至 .证明 这 时 对 所 有 上 和 7 成 立 Ki+rn 二 Ki(K1)”. 

其 次 我 们 假定 KK! 具有 一 个 对 数 , 故 可 写成 KK; = e ,4 为 HomW 中 某 个 元 .( 我 
们 从 第 四 章 习 题 11.19 知道 , 如 果 WW 为 有 限 维 这 总 是 可 能 的 .) 证 明 现 在 可 将 Ki 写 为 
形式 z 
Ki = B(t)e'” ， 
其 中 B(t) 是 以 周期 为 1 的 周期 映射 . 

3.7 继续 进行 上 面 的 习题 , 假定 现在 W 为 有 限 维 复 向 量 空间 . 利用 正文 中 给 出 的 对 eB 的 
分 析 , 证 明 微 分 方程 da/dt = Ti(a) 有 一 个 周期 解 ( 具 任 何 一 种 周期 ) 仅 当 K1 有 一 个 
绝对 值 为 1 的 特征 值 . 又 证 明 如 果 KK 有 一 个 n 次 单位 根 的 特征 值 , 则 此 微分 方程 有 一 
个 周期 为 n 的 周期 解 . 

3.8 写 出 定理 3.3 中 在 常 系数 情形 下 公式 的 特殊 形式 ， 

3.9 以 第 一 章 的 定理 5.3 的 观点 观察 定理 3.1 中 是 事实 是 颇 有 意思 的 . 假定 9 : Xi Xo 为 
满 射 , 且 其 零 空 间 N 在 坐标 (赋值 ) 映射 rte 下 同 构 于 全. 证 明 如 果 M 是 rto 在 忒 1 
中 的 零 空间 , 则 S$ | M 是 到 Xo 上 的 一 个 同 构 , 这 可 由 应 用 此 定理 而 得 证 . 


6.4 7 阶 线性 方程 
mn 阶 线性 微分 方程 是 方程 
dra/dt" = Gl(t,a, da/dt,... ,d" a/dt™  ), 


其 中 G(t,a) = G(t,Q1,… ,Qn) 现在 是 从 V = W" 到 W 在 每 个 te 了 为 线性 的 . 
我 们 把 它 转化 为 一 阶 方程 da /dt = F(t,a) 就 像 上 面 做 过 的 那样 , 这 里 的 下 是 从 
IxV 到 V 的 对 第 二 个 变量 a 为 线性 的 映射 , F(t,a) = Ti(a) . 
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我 们 对 定理 1.5 的 证 明 表 明 CE"(I,W) 中 的 靖 数 f 是 n 阶 方程 raf/dt”* = 
G(t,a,… ,d"-1a/dt"-!) 的 一 个 解 当 且 仅 当 n 联 组 wf =< ff… ,fm-D > 
是 一 阶 方程 da/dt = F(t,a) = Ti(a) 的 解 . 我 们 知道 后 面 的 这 些 解 形成 了 
C1(I,W") 的 一 个 向 量子 空间 和 N, 并 且 因 为 映射 多 :< 六 jj 是 
从 CE?(IT,W) 到 C1(I,W) 线性 的 , 从 而 此 nn 阶 方程 的 解 集合 NN 是 Cr(I,W) 的 子 
空间 , 而 罗 TN 是 从 六 到 六 的 同 构 . 由 于 坐标 赋值 映射 pi = mi | 和 N 对 每 个 t 
是 从 NN 到 W” 的 同 构 (定理 3.1), 由 此 得 到 映射 / 


rod: f < FO FEO, ,fH-DE) > 


将 N 同 构 地 带 到 W?". 其 在 cn 中 零 空间 Mi 是 NN 的 补 , 这 与 以 前 的 情况 一 样 . 
这 里 的 Mi 是 EC*(1,W) 中 使 f(t) =… = f("-0(t) = 0 的 函数 f 的 集合 . / 

我 们 现在 考虑 特殊 情况 W = 及 对 每 个 固定 的 t,G 是 从 Rr* 到 RR 的 线 
性 映射 , 即 (Rn)* 中 的 一 个 元 , 而 它 关 于 标准 基 的 坐标 集合 是 一 个 n 联 组 k= 
< 后 ,如 > 由 于 此 线性 映射 随 t 连续 变化 , 故 这 个 n 联 组 kk 随 + 而 连 
续 变 化 ， 因 此 当 我 们 考虑 到 t 时 我 们 有 在 上 连续 实 函 数 的 n 联 组 k(t) = 
< ki(t),… ,kn(t) > 使 得 / 


Glt,z1,** ,Tn) = ,kilt)zi . 
2 一 工 


n 阶 微分 方程 
daydin = G(t,o,.. ,dla/dt) 


的 解 空间 N 恰 是 线性 变换 工 : CE"(1, RR) 一 C(I, 民 ) 的 零 空间 , 这 里 的 工 被 定义 
(Lf) = ft) — kat) fT DE oo kt) fF) . 


如 果 我 们 将 指标 移 位 使 其 与 导数 的 阶 一 致 , 并 且 如 果 我 们 让 f'” 也 有 一 个 系数 
函数 , 则 我 们 的 n 阶 线性 微分 算 子 工 的 样子 是 


ChO=abjfob+ +ooGdHG ， 


只 要 假设 an(t) 恒 不 为 零 则 给 出 f( 一 个 系数 函数 an 并 没有 改变 什么 ， 
这 是 因为 可 以 用 它 做 除法 又 给 出 我 们 原来 所 研究 的 形式 .， 称 此 为 正规 情形 . 在 
an(t) 对 某 个 上 为 零 时 的 夺 异 情形 需要 做 进一步 的 研究 , 我 们 将 不 再 深入 下 去 . 
概括 在 这 种 情形 下 一 般 线性 理论 告诉 我 们 的 东西 . 
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定理 4.1 工 是 从 空间 EC?(T) 到 ce) = EC(T) 的 满 射 的 线性 变换 , 其 中 C7(7) 
是 IT 上 有 直到 nn 阶 连 续 导 数 的 实 函 数 全 体 ，CE(I) 是 了 上 连续 了 画 数 的 全 体 构 成 
的 空间 . 它 的 零 空间 NN 是 我 们 原来 的 微分 方程 的 解 空间 . 对 每 个 to € 了 映射 
poo :ADO< to ,fm-D(to) > 在 NN 上 的 限制 是 从 入 到 RR” 的 一 个 同 
构 , 而 Cr 中 使 得 f(t0) =… = f(D(t0) = 0 的 函数 f 的 集合 Mi 因而 是 入 在 
C"(T) 中 的 补 空间 , 并 决定 了 工 的 一 个 线性 右 送 . 


对 给 出 的 9 实际 “ 解 ” 出 微分 方程 L(f) = 9 的 f 的 问题 分 成 了 两 个 部 分 . 
首先 我 们 必须 求 出 工 的 零 空间 N, 即 必须 解 齐 次 方程 L(f) = 0. 因为 N 是 个 
n 维 向 量 空间 , 所 以 进行 刻画 解 的 问题 等 于 找 出 一 组 基 , 这 显然 是 进行 解 的 最 有 
效 的 办 法 . 我 们 的 第 一 个 问题 因而 是 找 出 L(f) = 0 的 nn 个 线性 无 关 的 解 {ui}3. 
我 们 的 第 二 个 问题 是 找 出 工 的 一 个 右 逆 , 就 是 说 , 选择 一 个 f 的 线性 方法 使 得 

L(f) = 9 对 每 个 9 成 立 . 这 里 显然 要 做 的 事 就 是 力图 使 定理 3.3 的 公式 能 给 出 
一 个 实际 的 计算 . 如 果 v 是 Hf) = = 9 的 一 个 解 , 则 当然 地 所 有 人 解 的 集合 便 是 念 
射 子 空间 入 十 v. 

我 们 从 第 一 个 问题 开始 着 手 , 即 找 出 L(f) = 0 的 解 的 一 个 基 {wi}?. 可 惜 并 
没有 现成 的 一 般 方法 , 那么 我 们 不 得 不 满足 于 部 分 的 成 功 了 . 我 们 将 看 到 我 们 能 
容易 地 直接 解 出 一 阶 方程 , 并 且 如 果 我 们 能 找 出 n 阶 方程 的 一 个 解 则 可 把 此 问 
题 简约 为 解 一 个 n 一 1 阶 的 方程 . 另外 , 在 具 党 系数 的 算 子 二 的 非 党 重要 的 特殊 
情形 中 , 定理 3.4 给 出 了 一 个 完全 的 显 式 解 . 

一 阶 齐 次 线性 方程 可 以 被 写成 形式 y + a(by = 0, 其 中 yy 的 系数 已 用 除 
法 去 掉 . 除 以 y 并 记 住 y/y = (logy)， 我 们 看 出 , 至 少 是 形式 地 看 出 由 logy = 
一 J a(t)dt 或 y= eyetbd 给 出 的 一 个 解 , 我 们 可 通过 检验 来 确定 它 . 那么 , 方 
程 y +y/t=0 便 有 一 个 解 y = et = 1/t, 读 者 或 许 已 经 知道 它 了 . 

假设 现在 工 为 n 阶 算 子 并 且 我 们 已 知道 L(f) = 0 的 一 个 解 4. 我 们 的 问题 
便 是 求 出 n 一 1 个 解 1,… ,vn-1, 它们 相互 无 关 也 与 4 无关. 有 理由 猜测 这 将 被 
确定 为 一 个 nn 一 1 阶 方程 的 解 . 我 们 试图 找 出 一 个 形 如 c(t)u(t) 的 第 二 个 解 v(t)， 
其 中 c(t) 是 个 未 知 函数 . 我 们 的 动机 部 分 在 于 这 样 的 一 个 解 将 自动 地 己 无 头 ， 
除非 c(t) 最 后 成 了 一 个 常数 . 

如 果 v( = eu 的 则 vw = cu + cw, 一般 地 
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如 果 我 们 写 出 L(v) = yy ai(bug) 人 ,并 对 包含 c( 的 这 些 项 并 项 , 得 到 


Po = ec 的 aiu0) 十 包含 o，… ,ct 的 那些 项 
0 
二 cL(W) + S(c) = 5S(c) ， 


其 中 5 是 一 个 确定 的 mn 一 1 阶 线性 微分 算 子 , 它 可 由 上 面 公式 显 式 地 算出 来 . 我 
们 断言 解 S(f) = 0 就 是 解 原来 的 方程 , 因为 假设 {9:}?”” 是 5S 的 零 空间 的 一 
个 基 , 令 ci(t) = 六 8. 于 是 L(ciw) = S(e) = S(gi) = 0,i = 4.… ,nl1. 又 
u,ciu,.… ;cn_1u 是 无 关 的 , 这 是 因为 如 果 业 = DD? kiciv, 则 1= ?kici()， 
从 而 0= ?kici(t) = D5? ”kigi(t), 这 与 集合 {9:} 的 无 关 性 相 巴 盾 . 

于 是 我 们 已 经 证 明 如 果 我 们 能 找到 n 阶 方程 Lf = 0 的 一 个 解 4, 则 其 全 解 
被 简化 为 n 一 1 阶 方程 $f = 0( 虽 然 我 们 独立 性 论证 是 粗略 一 点 ) . 

这 个 约 化 程序 没有 结合 一 阶 方程 的 解 从 而 建立 n 阶 方程 的 一 组 无 关 的 解 ， 
这 是 因为 粗略 地 说 , 它 “ 从 上 往 下 做 而 不 是 从 下 往 上 ”. 为 了 能 使 这 样 的 结合 
功 , 我 们 不 得 不 从 给 出 的 n 阶 算 子 找到 一 个 一 阶 算 子 5, 使 得 N(S) C N(L), 我 
们 一 般 做 不 到 这 点 . 然而 当 艺 中 的 系数 函数 全 为 常数 时 我 们 能 做 到 但 是 事实 
上 我 们 将 按 不 同 的 方法 进行 . 

同时 值得 注意 的 是 对 一 个 二 阶 方程 Lf = 0， 如 果 我 们 能 求 出 一 个 解 来 则 可 
以 完全 解 出 它 , 原因 是 上 述 论证 把 剩 下 的 问题 约 化 成 了 一 个 一 阶 方程 , 而 这 由 我 
们 前 面 看 到 的 , 可 以 由 一 个 积分 把 它 解 出 . 例如 , 考虑 方程 y' 一 2y/t? = 0 在 任意 
不 含 0 的 区 间 工 上 的 解 , 有 ao( = 1/ 刀 在 工 上 连续 . 由 观察 可 知 u(t) = 志 是 个 
解 . 于 是 我 们 知道 我 们 能 够 找到 一 个 形 如 v(t) = c(t) 的 解 , 它 与 wb 无 天, 而 问 
题 化 作 一 个 对 ce 的 一 阶 方程 . 事实 上 我 们 有 w= tc+2tc 和 w= tc"+4tc'+20, 
故 LW) =v" 一 2v/t =tc 二 te, 而 L(v)= 二 0 当日 仅 当 (e+ (4/t)c = 0. 因 此 


ce 一 ce 一 了 4dt/t 一 e 一 4iog t 一 1/t,c -一 1/t3 


( 差 一 个 纯 量 因子 ; 我 们 只 需要 一 个 基 !), 而 v = 刀 e( = 1/t. (读者 或 愿 验证 一 下 
这 是 个 所 期 望 的 解 .) 算 子 L(f) = f" 一 2f/t 的 零 空 间 因 而 由 {2,1/t} 线性 张 
成 . 

我 们 现在 转向 一 个 重要 而 易于 处 理 的 情形 , 即 微分 算 子 


Lf = onj 二 an-lfn 十 十 aof 
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其 中 系数 ui 为 第 数 , an 则 不 妨 取 为 1. 使 得 这 种 情形 易于 处 理 在 于 现在 工 是 导 
数 算 子 D 的 多 项 式 . 那 就 是 说 , 如 果 Df = f', 故 Dif = /于 是 工 =P(D), 其 
中 p(z) = > 270 QiT’ 

处 理 这 个 方程 最 优美 但 并 非 最 初等 的 方法 是 转移 到 RR" 上 的 等 价 一 阶 方程 
组 dz/d =T(z), 故 可 用 上 一 节 的 合适 的 理论 . 


定理 4.2 如 采 p(t) = (t 一 0)", 则 第 系数 n 阶 方程 p(D)f = 0 的 解 空间 N 
具有 基 
{ert, test, ，,，, ,t" 1ebty 


如 果 p(t) 是 一 个 多 项 式 有 互 素 因 式 分 解 p(t) = [I* pi(t), 其 中 每 个 pi(t) 具有 
上 面 的 形式 ， 则 常 系数 方程 p(D)f = 0 解 空间 具有 基 UBi, 其 中 B; 是 对 方程 
pi(D)f = 0 的 解 空间 Ni 的 由 上 面 写 出 的 基 . 


证 明 我 们 知道 映射 区 : F 呈 < f,f…,f" > 是 从 p(D) 的 零 空 间 六 
到 dz/dt 一 T(x) 的 零 空 间 N 的 一 个 同 构 . ww 显 见 是 与 微分 交换 的 , (Df) = 
< f… ,fm >= Dw(f), 并 且 由 引 理 3.1 我 们 也 知道 N 在 D 下 不 变 , 那么 便 
得 到 (也 可 容易 直接 验证 )N 在 D 下 不 变 . 由 引 理 3.2 我 们 有 T= wioDowpr 
它 不 过 是 在 说 同 构 pp; : N 一 R? 将 NN 上 的 算 子 D 变 成 了 Rr" 上 的 算 子 了 . 总 
合 起 来 , p: oY 将 N 上 的 DD 变 成 了 Rr" 上 的 TT, 并且 由 于 在 入 上 p(D) = 0, 由 
此 得 出 在 民 上 p(T)=0. 

在 定理 3.4 中 我 们 看 到 如 果 p(T)=0 和 p= (tb)", 于 是 dz/dt = 二 T(x) 的 
解 空间 和 N 由 形 如 


ebtz, ， ,tlelty 


的 向 量 张 成 . 这 个 n 联 组 的 函数 g 的 第 一 个 坐标 在 NN 中 构成 了 空间 N( 在 f = 

w-1g 的 同 构 下 ), 因此 我 们 看 出 了 N 是 由 函数 et,…. ,te?t 张 成 的 . 由 于 六 
是 n 维 的 并 且 这 里 有 个 这 些 函 数 , 故 这 个 去 进行 张 成 N 的 集合 构成 一 个 基 . 

定理 的 剩余 部 分 可 以 被 看 作为 上 面 已 证 部 分 和 第 一 章 定 理 5.5 对 入 上 方程 

p(D) = 0 的 直接 应 用 的 结合 , 或 者 作为 在 %-! 下 把 上 节 中 已 经 对 和 N 建立 的 事 

实 转 移 到 了 NN . 口 


如 果 多 项 式 > 的 根 不 全 都 是 实 的 , 我 们 则 不 得 不 求助 于 在 第 四 章 11 站 的 习 
题 阐述 的 复 化 理论 . 除去 最 后 的 一 个 步 又 外 , 结果 都 是 一 样 的 . 一 个 必须 应 用 的 
额外 事实 是 一 个 实 算 子 作用 于 实 向 量 空间 Y 的 零 空间 恰好 是 作用 在 了 的 复 化 
Z =Y 甸 iY 上 的 了 的 复 化 3 的 零 空 间 与 Y 的 交 . 这 意味 着 如 采 p(t) 是 个 实 
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系数 的 多 项 式 , 则 我 们 从 复 解 的 实 部 得 出 了 p(D)f = 0 的 实 解 . 为 了 确切 地 看 
出 其 中 的 意思 , 假设 go(z) = (7x? 一 2bz 十 c)”™ 是 p(z) 中 在 下 上 的 一 个 互 素 因子 ， 
其 中 x? -2 二 ce 在 到 不 可 约 . 在 C 上 , g(x) 分 解 为 (z 一 入)”. (z 一 入 ”其 中 
和 =)+i, w? = ce 一刀. 由 我 们 上 面 的 一 般 理 论 得 到 gq(D) 的 复 2m 维 零 空间 是 
由 
{feXt te*t,..- tm let es teXt ,tm les} 
复 张 成 的 . : 
这 2m 个 函数 的 复线 性 组 合 的 实 部 是 一 个 由 上 面 这 些 函 数 的 实 部 和 以 i 乘 

这 些 函 数 后 的 实 部 张 成 的 2m 维 实 向 量 空间 . 就 是 说 实 算 子 9(D) 的 零 空间 是 由 


{ebtcos wt, tettcos wt,..* ,t™lebdtcos wt;ertsin wt,..- ,t™™ e'sin wt} . 


张 成 的 2m 维 实 空间 . 由 于 有 2m 个 这 种 函数 , 它们 必 为 无 关 , 必 形 成 a(D)f = 0 
的 实 解 空 间 的 一 组 基 . 因此 有 


定理 4.3 ”如果 p(i) 二 (如 十 2 寻 十 Om, 娩 < ec 则 2m 阶 常 系数 方程 pLD) =0 

的 解 空间 有 基 
{tiestcos wt}ro [testsin wi} ， 

其 中 w? 二 Cc 一 如. 对 任意 的 实 系 数 多 项 式 p( 引 , 如 果 p(t) = Try pi( 为 它 的 互 素 
因子 分 解 , 分解 为 线性 因子 的 震 和 不 可 约 二 次 因子 的 需 , 于 是 p(D)f = 0 的 解 空 
闻 N 具有 基山 * Bi, 其 中 Bi 是 pi(0) 的 零 空间 的 基 ; 如 果 pilt) 是 一 个 不 可 约 二 
次 多 项 式 的 震 则 B; 是 我 们 上 面 展示 的 那样 ; 如 果 Pi 是 线性 因子 的 需 , 则 Bi 及 
定理 4.2 中 的 基 .， 


例如 , 假如 我 们 要 求 Dt 一 1 = 0 的 零 空间 的 基 . 这 里 的 p(z) = 2 一 1 = (7 一 
1)(z 二 1)(z 一 小 (2 二 人 ), 复 解 空 间 的 基 便 是 {e',e”， e 六 , e- 让 }. 因为 etd = cost+tisint,， 
故 其 实 解 空间 的 基 是 {et,e 一 ,cos sin 压 

对 D3 一 1=0 的 同一 问题 给 出 了 


pz)=73 1=(z—1)(r +zr+l) 


= (zx—1) (e+) +) ) 


故此 复 解 空间 的 基 是 
{et, et+iv3)/2lt elivV3)/2lt}, 
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而 此 实 解 空 间 的 基 是 
{fet e-t2cos (V3t/2), et/2sin (V3t/2)} . 


* 圭 面 的 结果 提示 我 们 , 所 有 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 所 有 实 解 的 集 a 包 
含 了 如 ,ert cos wb sin wt, 其 中 i,7,w 任意 , 并 且 对 加 法 和 乘法 是 封 周 的 , 实际 上 
是 由 这 些 函 数 生 成 的 一 个 代数 . 

我 们 可 以 容易 证 明 这 个 猜测 . 首先 考虑 和 . 假设 T(f) = 0 和 5(g) = 0, 其 中 
T 和 S 为 两 个 这 种 常 系数 算 子 . 则 因为 S 和 了 可 交换 , 则 jj+9 在 So7 的 零 空 
闻 中 : 


(SoT)(f +9) = (SoT)(f) + (SoT)(g) = S(Tf)+T(S9) =0+0=0. 


我 们 知道 S 和 工 之 所 以 可 交换 是 因为 它们 都 是 D 的 多 项 式 . 

为 了 处 理 乘积 , 我 们 首先 必须 认识 到 所 有 三 角 函 数 sinat, cosat 的 线性 张 成 
空间 是 个 代数 . 换 句 话说 , 这 些 函 数 的 有 限 积 是 这 些 函 数 的 线性 组 合 . 这 是 某 一 
类 三 角 恒 等 式 起 的 作用 . 诸如 2sinzcosz = sin(z 十) 十 sin(X 一 功 , 读者 无 疑 不 得 不 
努力 对 付 它们 . ( 当 我 们 被 允许 用 复 指数 处 理 它们 时 则 所 有 秘密 之 处 都 已 消失 .) 
于 是 我 们 观察 到 代数 a 中 任意 的 函数 都 是 对 某 些 i,r,w 的 函数 形式 ter sinwt 或 
tiertsinwt 作为 项 的 有 限 和 . 我 们 可 以 列 出 有 这 样 一 个 函数 在 其 零 空间 的 算 子 了 
而 我 们 这 些 项 的 有 限 和 则 在 这 些 算 子 T 的 复合 算 子 的 零 空间 中 , 这 是 我 们 第 一 
部 分 论证 中 得 到 的 . 

我 们 想 多 说 几 句 . 函数 如, ert, sinwt coswt 以 及 它们 乘积 的 和 可 以 被 证 明正 
好 是 那些 连续 函数 让 :及 一 及 使 得 /的 所 有 平移 的 集合 有 一 个 有 限 维 的 张 成 
那 就 是 说 , 如 果 我 们 定义 通过 z 的 平移 Ka 为 (Kzf)(t) = f(t 一 2), 于 是 恰好 是 
上 面 的 函数 f 我 们 有 {Ksf :ze R 的 线性 张 成 是 有 限 维 的 . 对 完全 相同 的 函数 
类 的 第 二 种 特征 描述 不 会 是 偶然 所 得 . 其 部 分 秘密 所 在 是 因为 常 系数 算 子 了 正 
好 是 那些 与 平移 可 交换 的 线性 微分 算 子 . 就 是 说 , 如 果 了 是 个 线性 微分 算 子 , 则 
对 所 有 x 有 To Ks = 天 o7 当 生 仅 当 了 具有 常 系数 . 我 们 在 前 一 章 已 经 注意 
到 如 果 To5S = SoT, 则 工 的 零 空 间 是 在 9 下 不 变 的 . 因此 常 系数 算 子 了 的 
零 空间 在 所 有 平移 下 不 变 : 对 所 有 z，Kz[N] C N. 现在 我 们 从 微分 方程 理论 知 
道 N 是 有 限 维 的 . 因此 六 中 的 函数 是 那些 使 它们 的 了 移 张 成 了 有限 生 下 
函数 ! 

找 出 与 算 子 了 交换 的 5 从 而 使 线性 算 子 了 的 零 空间 NN 为 5S - 不 变 , 这 种 
获取 关于 NN 的 更 多 的 信息 的 手段 在 高 等 数学 中 用 得 很 多 . 具有 特殊 重要 性 的 大 
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我 们 有 一 组 可 交换 算 子 S 的 情形 , 这 就 像 我 们 前 面 的 算 子 S = Kz 的 那 种 情形 . 

我 们 还 没有 证 明 的 是 , 如 果 一 个 连续 函数 f 的 平移 生成 了 有 限 维 癌 量 空间 ， 
则 f 是 某 个 常 系数 算 子 p(D) 的 零 空间 中 的 元 . 这 是 美妙 的 , 它 有 赖 于 证 明 如 
果 {Ki} 是 在 一 有 限 维 空间 上 的 线性 变换 的 单 参 数 族 满 足 Kstrt = Kso Kt 及 当 
t 二 0 时 Ki 一 了 则 存在 一 个 SE Homy 使 得 Ki = 二 el .* 


习题 
求 下 列 方程 的 解 . 
4.1 2 一 3r 十 27=0. 
4.2 2 +27 一 37 王 0 . 
4.3 zZ 十 2 ++3r=0. 
4.4 T+27 +i=0. 
4.5 7 —37 ++3r7 一 2 一 0. 
4.6 1”"—z=0. 
4.7 zt6) 一 z =0. 
4.8 z/ =0. 
4.9 rx 一 2 一 0， 
4.10 解 初 值 问题 x” + 4z' 一 5x =0,z(0) =1z(0) =2. 
4.11 解 初 值 问 题 z +z = 0,z(0) =0,z7(0) = -1z (0)=1. 
4.12 求 方程 4t2z" +z = 0 的 一 个 解 尺 : 试 一 试 w(t) = 妃 , 然后 令 v = c(t)wu(t), 像 在 正 
文中 那样 求 第 二 个 解 . / 
4.13 解 t3z" 一 3tr' 二 32 二 0， 斌 一 试 u(t = 如. 
4.14 解 tv 十 -0. 
4.15 解 tz ”十 2) 十 2(zZ 十 Z) 一 0 
4.16 已 知 eicos wt 和 eetsin wt 是 一 个 二 阶 线性 微分 方程 的 解 , 也 知道 它们 在 0 的 值 分 
别 为 1 和 0; 我 们 还 知道 它们 是 线性 无 关 的 . 为 什么 ? 
4.17 求 一 个 常 系数 微分 方程 使 得 下 列 函 数 为 它 的 解 :大 ,sin t,t sin t . 


4.18 如 果 f 和 9g 是 二 阶 线性 微分 方程 w + aiw 十 a24 = 0 的 无 关 解 , 其 中 方程 的 系数 为 
连续 函数 , 于 是 我 们 知道 向 量 < f(z), f(z) > 与 < 9g(z),9 (z) > 在 每 个 > 是 无 天 的 ， 
反 过 来 证 明 , 如 果 两 个 函数 具 前 面 的 性 质 , 则 它们 是 一 个 二 阶 微分 方程 的 解 . 


6.5 解 非 齐 次 方程 : 315 ， 


4.19 用 在 正文 中 讨论 的 阶 的 约 化 程序 解 方程 (D 一 a)*f = 0; 从 一 个 显然 的 解 e*! 开始 . 


6.5 ” 解 非 齐 次 方程 


我 们 现在 到 了 解 非 齐 次 方程 L(f) = 9 问题 的 时 候 . 我 们 将 简短 地 描述 一 个 
实用 的 方法 , 它 在 某 些 时 候 简易 可 行 , 我 们 还 要 描述 一 个 理论 上 的 方法 , 它 永 远 
可 行 , 但 却 难于 应 用 . 后 一 种 只 是 把 定理 3.3 翻译 成 喷 阵 的 语言 ， 

我 们 首先 考虑 常 系数 方程 L(f) = 9 的 一 个 特殊 情形 , 这 时 9 本 身 是 在 某 个 
常 系数 算 子 5 的 零 空间 中 . 简单 的 例子 是 内 一 ay = ex( 或 y 一 ay = sin bt)， 其 
中 g(t) = ett 是 在 5S = (D 一 b) 的 零 空 间 中 . 在 这 种 情形 中 , 解 f 必 在 395o 工 的 
零 空间 中 , 这 是 因为 So L(f) = s(9) = 0 . 我 们 知道 了 所 有 这 些 函 数 是 什么 样子 
后 , 我 们 的 问题 便 是 在 它们 中 选 出 f 使 得 L(f) 等 于 给 出 的 9. 

暂且 假定 多 项 式 工 和 S(D 的 多 项 式 ) 没有 公 因 式 . 于 是 我 们 由 此 知道 工 在 
5 的 零 空间 Ns 上 是 一 个 同 构 , 因而 存在 一 个 f € Ns 使 得 Lf = 9. 由 于 我 们 有 
Ns 的 一 组 基 , 我 们 可 以 对 工 在 Ns 上 的 作用 构造 一 个 矩阵 , 从 而 由 解 矩 阵 方程 
求 出 f, 然而 最 简单 的 做 法 是 取 此 基 的 一 个 以 未 知 量 为 系数 的 一 般 线性 组 合 , 让 
L 作用 于 它 , 然后 看 出 系数 必须 霸 样 才能 给 出 9 . 

例如 要 解 y 一 ay = et, 我 们 可 试用 f(t) = ce 并 应 用 


L:(D— a)(cest) = (b— a)ce": = = ebt ， 
于 是 看 出 c= 1/(b 一 a). 
另外 , 解 y 一 ay = cosbt, 我 们 看 出 cos bt 在 5S = D?+ 懈 的 零 空间 中 ， 而 此 零 空 
闻 有 基 {sin bt, cos bt}. 因此 令 f(t) = ctsin bt 十 czcos bt, 然后 解 (D 一 a)f = cos bt， 


得 到 
(~ac! ~ bc»)sin bt + (be: — ac2)cos bt = cos bt ， 


—0cl 一 bc» = 0, bei 一 CC2 一 , 


从 而 


b . a 
f(t) = ps bt — cs bt . 


当世 和 5 具有 公 因 式 时 , 这 种 情况 就 更 复杂 , 但 相似 的 程序 可 以 作出 证 
明 . 现在 必须 引进 一 个 附加 因 式 蕊 , 其 中 i 为 工 中公 因 式 出 现 的 数 . 例如 , 解 
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(D— r)*f = 所, 我 们 有 So 工 = (D— 7)3, 因此 我 们 必须 令 f(t) = port 二 是 我 
们 的 方程 变 为 
(D —r)2ct?ert 一 2ce = ert ， 


因而 c= 3 

对 于 (D2? 十 1)f = sin t 我 们 必须 设 f(t) = t(cisin t 十 czcos), 而 后 我 们 将 其 
算出 找到 cl = 0, ca = 一 3, 使 得 f = 一 itcos tt. 

这 种 程序 自然 地 被 叫做 待定 系数 法 ， 它 违背 了 我 们 关于 求解 过 程 是 一 个 求 
线性 右 道 这 个 原理 . 的 确 , 它 并 非 可 用 于 出 现在 右 跨 的 任意 9 的 单一 过 程 , 而 是 
随 算 子 5 而 改变 . 然而 当 它 能 用 时 , 它 是 最 简单 的 计算 显 式 解 的 办 法 . 

我 们 下 面 要 描述 一 般 理论 上 的 一 个 方法 , 它 被 称 作 参数 变 值 法 , 是 一 个 工 的 
右 道 , 而 且 确 实 能 用 于 每 一 个 9. 另外 , 它 回 到 了 一 般 的 ( 变 系 数 ) 线性 n 阶 算 子 
了 : 


(LH) = > a . 


我 们 假定 已 知 工 的 零 空 间 NN; 就 是 说 , 假定 我 们 知道 了 齐 次 方程 Lf = 0 的 
n 个 线性 无 关 的 解 {u;}? . 我 们 要 做 的 是 把 我 们 对 da/dt = Ti(a) + g(t) 的 解 公 
式 Kt [< K;!(g(s))ds 转换 到 现在 的 背景 下 . 因为 


vv:f PP < ff ,fd > 


是 从 n 阶 方程 L(f) = 0 的 解 空间 N 到 等 价 的 一 阶 方程 组 dz /dt = Ti(z) 的 解 空 
间 N 的 一 个 同 构 , 从 而 得 出 , 如 果 我 们 有 N 的 一 组 基 {wi)?, 则 矩阵 wij = ww” 
的 列 构成 了 六 的 一 组 基 . 

设 w(t) 为 矩阵 wij(t) = uD(t) . 由 于 在 t 的 取 值 是 从 N 到 R" 的 同 构 ， 
则 w(t) 的 列 对 每 个 上 构成 了 RR” 的 一 组 基 . 但 是 Ki(a) 是 方程 dxf/dt = Ti(z) 
的 通过 初 值 点 < 0,a > 的 解 在 t 的 值 , 从 而 推导 出 线性 变换 Ki 将 矩阵 w(0) 市 
到 w(t) 相应 的 列 . Ki 的 矩阵 从 而 是 w(t) . w(0)-, 那么 我 们 的 公式 


f(t) = 天 / (Ks)-!(g(s))ds 
0 
的 矩阵 形式 便 是 


f(t) = wh) ww(0)-1 / w(0)w(s)-! .g(s)ds . 
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加 之 , 由 于 积分 和 常 值 线性 变换 (这 里 是 乘 以 一 个 常数 矩阵 ) 的 作用 互 换 , 则 中 间 
的 w(0) 因子 被 消去 , 我 们 便 有 了 结果 : 


t 
f(t) = wl | w(s)-! . g(s)ds 


是 dr/dt = T(z) 十 g(t) 通过 < 0,0 > 的 解 . 最 后 , 令 Rs) = w(s)-! .9g(s), 故此 
解 公式 分 裂 成 了 一 对 : 


f(t) = w(t) / k(s)ds 和 ap(s) .KE(s) =g(s) ， 


现在 我 们 解 非 齐 次 n 阶 方程 L(f) = 9 意味 着 解 一 阶 方程 组 , 其 中 g = 
~ 0, ”“"” ,0,9 入。 因此 ， 上 面 的 第 二 个 方程 等 价 于 


> wij(s)k;(s) = 0， i<n, 
7 


Dwni(s)ki(s) = g(s) . 
另外 , n 阶 方程 的 解 f 是 n 联 组 f 的 第 一 个 分 量 ( 即 f =” 下 ), 故我 们 最 终 有 
f(t) = 六 (#) / kj(s)ds - >》 ai(bcj( ， 


其 中 cj( 是 反 导数 局 kj(s)ds. 任何 其 他 的 反 导 数 也 同样 可 以 , 这 是 因为 这 两 个 
所 得 的 最 后 公式 之 间 的 差 具 有 形式 和 ?aiui(b, 这 是 齐 次 方程 L(f) = 0 的 一 个 
解 . 现在 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 : 


定理 5.1 如 果 {ui(t)}? 是 齐 次 方程 L(h) 二 0 的 解 空 间 的 一 个 基 , 并 且 如 采 
f(t) = 350? ci(t)wui(t), 其 中 导数 ci(t) 是 作为 万 程 


S et)uD() =0 j=0,.…,n—2, 
ein  (t) = g(t) 
的 解 被 确定 , 则 L(f) = 二 9. 


我 们 现在 考虑 这 个 方法 的 简单 例子 . 方程 y'+y = secz 具 常 系数 , 我 们 可 容 
易 地 找 出 齐 次 方程 y' 十 y 的 零 空间 . 它 的 一 个 基 是 {sinz,cosz}. 我 们 在 这 里 不 
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能 用 待定 系数 法 , 因为 secz 不 是 一 个 党 系数 方程 的 解 . 因此 我 们 试用 一 个 解 
v(Z) = ci(x)sin Z 十 cz(Z)icos I. 


我 们 要 解 的 方程 组 是 


clsin ZX+ cocos T=0 
CICOS 2 — CoSin £ = sec r. 
因此 co = -catanz 和 co(cosz+sinz.tanz)=secz 给 出 
_ 1 
c=1],， co 三 一 tan7， 


CI 二 TX, C2 = log cosZz, 


从 而 
z vU(Z) = 2 sin z+ (log cos x)cos 7 .- 
(验证 它 !) 

这 就 是 我 们 关于 求解 过 程 要 说 的 全 部 内 容 . 在 一 切 都 顺利 的 情形 下 我 们 便 
完全 掌握 了 II(f) = 9 的 解 , 从 而 可 以 解 初 值 问 题 . 如 果 工 的 阶 为 n, 那么 我 们 
知道 零 空 间 N 便 是 n 维 的 , 而 如 果 对 给 出 的 9, 郴 数 v 是 非 齐 次 方程 L(f)= 9 
的 一 个 解 , 则 所 有 解 的 集合 是 n 维 平面 ( 仿 射 子 空间 )M = NN +v 如 采 我 们 已 
经 找到 了 NN 的 一 个 基 {ui}?, 则 L(f) = 9 的 每 个 解 具有 形式 = 21 ciui 十 v. 
初 值 问题 是 求 f 使 得 L(f) = 9 且 f(to) = a, f(to) = 9,… ,fy = 
其 中 < a9,… ,ao >= a0 是 给 定 的 初 值 .现在 我 们 用 这 ? 个 条 件 来 确定 在 
=Yciui+uo 中 的 mn 个 系数 ci 从 而 找到 这 个 惟一 的 f， 我 们 得 到 ”个 未 知 量 
ci 的 n 个 方程 . 我 们 解 此 问题 的 能 力 再 次 惟一 地 回溯 到 矩阵 wij(to) = 好 (to) 
是 非 异 的 这 个 事实 , 这 同 我 们 在 完成 参数 变 值 法 过 程 中 取得 成 功 的 原因 一 样 . 

我 们 以 讨论 一 个 非常 简单 但 重要 的 例题 来 结束 本 节 . 当 一 个 具有 完美 弹性 
的 弹簧 被 拉 伸 或 压缩 时 , 它 以 一 个 与 形变 成 比例 的 “恢复 ” 力 进 行 阻 抗 . 如 采 我 
们 画 出 此 线 图形 弹簧 处 在 沿 > 轴 的 位 置 , 其 在 未 扰动 时 一 端 固定 而 自由 妆 位 于 
原点 (图 6.3), 于 是 当 此 线圈 伸 长 了 距离 (压缩 为 负 伸 长 ), 它 所 释放 的 力 为 -cx， 
其 中 ec 为 代表 弹簧 的 强度 或 弹性 的 一 个 常数 , 负 号 表示 力 的 方向 指 四 位 移 的 相 
反方 向 . 这 是 胡 克 定律 . 

假设 我 们 在 弹簧 自由 端 加 上 了 一 个 质量 为 m 的 点 , 并 把 弹 签 拉 到 初始 位 置 
zo = a, 然后 松 开 . 读者 完全 熟知 此 系统 将 振动 , 而 我 们 想 要 显 式 地 描述 这 个 振 
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图 6.3 


动 . 我 们 忽略 弹簧 本 吴 的 质量 (等 于 修正 m) 而 且 和 暂且 认为 摩擦 为 零 . 故此 系统 
将 不 停 地 振动 下 去 . 牛顿 定律 告诉 我 们 , 如 果 力 FF 作用 于 质量 m, 则 此 质点 依照 
方程 


加 速 . 这 里 的 下 = -cz, 故此 结合 了 和 牛顿 定律 和 胡 克 定律 的 方程 为 
mm 十 cz 二 0. 
这 差不多 是 最 简单 的 常 系数 方程 了 , 而 且 我 们 知道 其 通 解 为 


z = cisSin {2t + cocos {2t, 


其 中 中 = Vc/m. 我 们 的 初始 条 件 是 当 1=0 时 x=a 和 zx = 0. 因此 c。= 
a Ci 二 0, 故 x = acos ft， 质 点 将 永远 在 x = -a 与 x = 4a 之 间 振 动 下 去 . 最 
大 位 移 a 被 称 作 此 振动 的 振幅 4. 单位 时 间 的 完全 振动 的 次 数 被 称 作 频率 f, 故 
f = 8/27 = Vc/2rvm . 这 是 一 个 直观 上 清楚 的 事实 的 量化 表达 , 即 频率 随 强 
度 c 增加 而 增加 但 随 质 量 m 增加 而 减 小 . 其 他 的 初始 条 件 也 同样 合理 . 我 们 可 
以 考虑 此 系统 原本 处 于 静止 状态 而 给 予 击 打 , 故 开 始 时 初速 为 v 而 初始 位 移 为 
0, 即 上 = 0 的 状态 . 现在 cs =0, 而 z = csin ft. 为 了 给 ci 定 值 , 我 们 记 起 上 =0 
时 dz/dt = wv, 因 dx/adt = ci1f2cos ft， 我 们 有 wv 二 cl, 从 而 ci =2/A02. 这 是 此 运 
动 的 振幅 . 一 般 说 来 , 初始 条 件 会 是 1:=0 时 z=a 和 x'= vw， 而 如 此 决定 的 惟一 
解 包含 了 通 解 中 的 全 部 两 个 项 , 其 振幅 可 以 被 算出 来 . 

当 摩擦 力 被 考虑 进来 时 , 这 种 情况 更 为 真实 也 更 为 有 趣 . 摩擦 阻力 理想 的 是 
一 个 与 速度 dz/dt 成 比例 的 力 但 又 具有 一 个 负 号 , 这 是 因为 它 的 方向 与 运动 方 
向 相反 . 因此 我 们 的 新 方程 是 
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而 且 我 们 知道 这 个 系统 将 按照 各 数 m, Ac 之 间 的 关系 以 十 分 不 同 的 方式 行动 
要 求 读者 在 习题 中 进一步 探索 这 些 方程 . 

令 人 惊奇 的 是 相同 的 这 个 方程 恰好 也 支配 了 一 个 上 自由 振荡 电路 . 该 方程 现 
在 被 写成 


其 中 L, R,C 分 别 是 此 电路 的 电感 , 电阻 和 电容 , 而 dz/dt 是 电流 . 然而 这 样 一 个 
电路 的 通常 运行 所 涉及 的 不 是 自由 振荡 而 是 强迫 振荡 . 一 个 交流 (正弦 曲线 的 ) 
电压 被 作为 一 个 额外 的 , 外 部 的 “ 力 ”施加 于 此 电路 , 方程 现在 为 


dz dr 1 
Lm + t + 7 = osin wt. 


这 展示 了 最 有 兴趣 的 现象 . 利用 待定 系数 法 , 我 们 发 现 这 个 解 包含 了 由 齐 次 方程 
贡献 的 瞬时 项 它 逐 渐 消 逝 , 还 包含 了 由 非 齐 次 项 asin wt 产生 的 具有 频率 w/2r 
的 项 , 它 成 了 恒定 的 部 分 . 称 作 位 相 和 共振 的 新 现象 出 现 了 , 读者 将 在 习题 中 发 
现 这 些 . 


习题 
求 下 列 方程 的 特 解 


5.1 z/ 一 Z 一 大 . 
5.2 Z ”一 zz 一 Sint， 
5.3 7"—7r=sint+t. 
5.4 7 十 Z=SsSint， 
5.5 4 一晃 =2( 此 处 多 = dy/dz). 
5.6 一 =e. 
5.7 考虑 在 正文 中 解 过 的 方程 y 十 y = sec xz. 在 什么 区 间 了 上 我 们 必须 限制 我 们 的 讨论 ? 
验证 正文 中 找到 的 特 解 是 正确 的 . 解 下 面 的 初 值 问 题 : 
f(z) + f(z) =sec zs, f(0) =1, f°(0)=- 


用 参数 变 值 法 解 下 列 方程 . 
5.8 zZ ”十 2 一 tant， 


5.9 2Z ”二 2 一 上 上. 
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5.10 yw +y=1. 

5.11 40 y=cosz. 

5.12 y+ 4y = sec 27. 

5.13 y+4dy=secz. 

5.14 证 明 无 摩擦 弹性 方程 m(d*x/dt*) + cx = 0 的 通 解 


Cisin (t+ Cocos 人 


可 以 重 写 为 形式 

: Asin (ft — a). 
( 记 住 sin(z 一 y) = sin zcos y 一 cos zsin y.) 沿 着 一 条 直线 的 这 种 类 型 的 运动 称 作 向 
谐 运动 . 


5.15 在 上 面 的 习题 中 用 初 值 t = 0 时 dzx/dt = v, zz=a 来 表达 4 和 a， 
5.16 现 考虑 自由 振动 系统 , 但 考虑 了 摩擦 因素 . 因此 有 方程 
m(d’z/dt*) + k(dz/dt)+cr=0, 
其 中 所 有 系数 为 正 . 证 明 如 果 入 < 4mc, 则 此 系统 将 水 远 振 动 , 但 振幅 按 指 数 递 降 . 决 
定 振动 频率 . 用 习题 5.14 化 简 此 解 并 描绘 其 图 像 . 


5.17 证 明 如 果 摩擦 力 足够 大 (k? > 4mc), 则 一 个 自由 振动 系统 实际 上 不 会 摆动 取 最 简单 
情形 k? = 4mc, 概述 当 t= 0 时 dz/dt = 0,z = a 的 初始 条 件 下 此 系统 的 行为 .对 
始 条 件 为 上 = 0 时 dz/dt = wz = 0 做 同样 的 事 

5.18 用 待定 系数 法 求 驱动 电路 方程 


dr’ dr Zz . 
LI 十 十 二 sw 


的 一 个 特 解 . 假定 R > 0, 用 一 种 一 般 论证 方法 证 明 你 的 特 解 实际 上 是 通 解 的 稳 恒 态 
部 分 ( 即 不 是 指数 式 豪 减 的 部 分 ) . 
5.19 证 明 上 面 习题 中 的 你 的 解 的 “电流 "dz/dt 可 以 写成 形式 
dz _ a 
dt VRi+ XX? 
其 中 和 = Lo 一 1/wC. 称 a 为 位 相 角 . 
5.20 继续 讨论 . 证 明 当 “外 加 电压 "asin wt 的 频率 为 1/2rVZC 时 , 电路 中 的 电流 将 有 一 


个 极 大 振幅 ， 这 是 共振 现象 ， 又 证 明 当 电 流 与 外 加 电压 同位 相 ( 即 a = 0) 当 且 仪 当 
L=C=0. 


sin(wt — a),， 
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5.21 位 相 a 近似 于 99 和 -90 的 条 件 是 什么 ? 


5.22 在 动态 系统 的 稳定 平衡 拟 的 理论 中 我 们 最 终 有 了 两 个 纯 量 积 (&,n) 和 ((é&,D), 它们 定 
义 在 一 个 有 限 维 向 量 空间 Y 上 , 二 次 形式 q(€) = 3((&,é)) 为 势能 , 而 p(&') = 5(€ ,6) 
为 动能 . 我 们 现在 知道 有 dgqa(é&) = ((a,é))， 相 似 地 对 p 也 成 立 , 并 且 由 于 这 个 事实 可 
以 证 明 其 拉 格 朗 日 方程 能 写成 


4 (ln) = (0) 


证 明 可 以 找到 V 的 一 个 基 {6;}? 使 得 此 向 量 方程 成 为 二 阶 方程 组 


其 中 常数 Xi 为 正 . 因而 表明 此 系统 的 运动 是 n 个 线性 无 关 的 简 谐 运动 的 和 . 


6.6 ” 边 值 问题 


我 们 现在 转向 一 个 看 起 来 像 是 初 值 问题 的 问题 , 但 它 原来 却 具有 完全 不 同 
的 特性 . 假设 7 是 个 二 阶 算 子 , 我 们 在 闭 区 间 [a,9 引 上 考 虚 它 . 在 物理 中 一 些 最 
重要 的 问题 要 求 我 们 求 T(f) = 9 的 解 , 使 得 f 在 a 和 具有 已 知 值 而 不 是 f 
和 f' 在 单个 点 to 具有 已 知 值 . 称 这 个 新 问题 为 边 值 问 题 . 这 是 由 于 {a,b} 是 区 
域 [a,9] = 了 的 边界 的 缘故 . 像 初 值 问题 那样 , 如 有 果 集合 


M={ffec(oib):Aa) = f(2) = 0} 


最 后 被 证 明 是 了 的 零 空间 N 的 补 空间 , 则 边 值 问题 也 可 简单 地 被 分 裂 成 两 个 子 
问题 , 然而 , 如 果 读 者 考虑 一 下 这 个 一 般 性 的 问题 , 他 会 意识 到 从 我 们 对 初 值 问 
题 的 阐述 中 他 没有 得 到 什么 线索 , 事实 上 不 得 不 设计 出 一 个 全 新 的 工具 . 

我 们 的 做 法 是 忘记 我 们 在 试图 解 边 值 问题 , 取而代之 的 是 从 内 积 和 自 伴 算 
子 的 观点 来 思索 线性 微分 算 子 了 . 那 就 是 说 , 我 们 目前 对 了 的 研究 就 是 利用 内 
积 (f,9) = 户 /6gG 紫 求 工 的 右 着 S, 以 解 Tf = 9 的 这 个 常常 遇 到 的 一 般 性 
问题 . 也 像 平常 那样 , S 可 以 由 求 N(T) 的 补 M 来 决定 . 然而 现在 得 到 的 结果 
是 , 如 果 是 “形式 地 自 伴 ”, 则 M 的 适当 选取 将 使 其 相伴 的 右 逆 5 为 自 伴 和 
紧 的 , 并 且 可 以 作为 齐 次 方程 Tf 一 rf = 0 的 那些 在 M 中 的 解 来 计算 5S 的 特征 
向 量 , 从 而 利用 第 五 章 的 定理 5.1, 它 允 许 我 们 以 同样 容易 (相对 地 ) 的 方法 处 理 
5, 它们 让 我 们 处 在 早先 的 有 限 维 情形 
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我 们 先 考虑 一 个 n 阶 线性 微分 算 子 了 的 “形式 自 伴 ”概念 . 分 部 积分 的 通 


常 公 式 是 
b 
[ro=s| -fi9 . 


它 允 许 出 现在 内 积 (Tf,g) 中 的 f 的 导数 每 次 转移 一 个 到 9 上 . 最 终 , f 没有 被 
微分 而 9 却 被 某 个 n 阶 线性 微分 算 子 RR 作用 . 像 前 面 的 jg]。 那样 , 在 端点 的 取 
值 经 过 一 步 一 步 的 积累 , 可 以 描述 为 


B(f,g)lo = DY, ki(z)f Yr)g (rz) 


0 入 ?十 7<mn 
其 中 系数 函数 ki;(z) 是 系数 函数 ai(z) 和 它们 的 导数 的 线性 组 合 . 因此 
(Tf,g) = (f, Rg) + B(f, 9)} . 


称 算 子 R 为 T 的 形式 伴随 , 并 且 如 果 R= 工 ,我们 则 说 工 是 形式 自 伴 . 

分 部 积分 公式 每 用 一 次 便 引 起 了 一 个 符号 变化 , 而 读者 应 该 能 看 出 R 的 首 
项 系数 是 (-1)” 乘 以 了 的 首 项 系数 . 假定 如 此 , 我 们 便 看 出 了 形式 自 伴 性 的 一 
个 必要 条 件 是 ”为 偶数 , 从 而 玉 和 了 有 相同 的 首 项 . 

假设 了 为 形式 自 伴 , 我 们 寻找 了 的 零 空间 N 在 CE"([a,49]) 中 的 一 个 补 M， 
它 具 有 进一步 的 性 质 , 即 与 全 相关 的 右 道 S 是 作为 从 准 希 尔 伯 特 空间 C([a,9]) 
到 它 自身 的 自 伴 映射 . 让 我 们 看 一 看 这 进一步 的 要 求 等 价 于 什么 .对 于 任意 
uv Eco 令 f= Su,g= 5v, 从 而 f 和 9g 在 MM 中 ,以 及 w=Tf,v= 7Tg. 于 是 
(u, Sv) = (Tf,g) = (f,Tg) + B(f, 9) = (su,v) + B(f,9)) . 

我 们 因而 有 : 


引 理 6.1 如 果 工 是 一 个 形式 自 伴 的 微分 算 子 , M 为 工 的 罕 空 间 的 一 个 科 
, 空间 , 则 由 M 决定 的 了 的 右 北 是 自 伴 的 当 且 仅 当 


jgeM 人 59 下 =0. 


从 现在 开始 我 们 将 只 考虑 二 阶 的 情形 . 然而 我 们 将 要 做 的 所 有 一 切 对 一 般 
情形 都 完全 可 行 , 一 般 化 的 代价 只 不 过 增加 了 符号 的 复杂 性 ， 
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我 们 从 计算 二 阶 算 子 Tf = czf”+ cif' cof 的 形式 伴随 开始 , 我 们 有 
b b b 
(Tf,9) = |/ mf"g+ | af'g+ | cof'g ， 
; 但 ; 位 
/ cif'g = cif ole - / fl(c19) ， 


b b 
/ caf"g = caf'gl — / f'(c2g) 
全 己 
(cof'g — flcag) + / f(c29)" ， 


(f, Rg) = / f(c2g9)"” — (c19) + (co0g9) ， 


B(f,g) = ce(f'g—9f) + (ci — cc)f9. 


因此 Rg = 一 c2g9" + (2c2 —c1)9 十 十 (c2 一 cl 十 C0)9， 而 R= 1 当日 仅 当 2co 一 C1 二 ci( 和 
一 0 = 0), 因此 c= ci. 我 们 已 经 证 明了 


引 理 6.2 二 阶 微分 算 子 工 为 形式 自 伴 当 且 仅 当 
Tf=csf"+of +cof = (cf) +coy ， 


此 时 
B(f,g) = ce(f'g—9f). 
因此 , 一 个 常 系 数 算 子 为 形式 自 伴 当 且 仅 当 ci1 = 二 0. 


假设 并 为 形式 自 伴 , 我 们 现在 想 找 出 它 的 零 空间 的 补 M 使 得 六 ge M > 
B(f,9)]$ = 0. 因 为 N 是 二 维 的 , 故 任意 的 补 空间 M 可 以 由 在 X2 = 芝 ([o,) 中 
两 个 线性 泛 函 1 和 12 的 零 空间 的 交 来 描述 . 例如 在 前 面 与 初 值 问题 有 关 的 那个 
< 单 点 ” 补 空间 Mi 便 是 两 个 线性 泛 函 1(f) = f(to) 和 12(f) = f'(to) 零 空间 的 
交 . 但 是 在 这 里 的 两 个 li 和 1 对 两 个 函数 f 和 9g 为 零 必须 要 使 得 B(f,9)] = 
co(f'g gf) = 0, 因 而 4(f) 必定 包含 了 和 在 a 和 b 的 值 . 我 们 自然 会 儿 
测 1 和 1 中 每 个 必定 具有 形式 1(f) = if(a) +k2f'(a) 十 ksf(b) 十 kaf'(b), 事实 
上 可 以 证 明 它 的 确 如 此 . 

我 们 的 问题 现在 可 以 重 述 如 下 . 我 们 必须 找 出 两 个 线性 泛 函 li 和 ls, 它们 
具有 上 面 的 那 种 一 般 形式 , 使 得 如 果 M 为 它们 的 零 空间 的 交 , 则 
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(a) M 为 N 的 一 个 补 空间 , 而 且 
(b) f,g E M3 ef'g— 9 f=0, 
这 时 , 我 们 称 边界 条 件 1(f) = l2(f) = 0 是 自 伴 的 . 


引 理 6.3 上 面 的 条 件 (a) 可 以 换 为 
(a ) 工 在 M 上 为 单 射 的 . 


证 明 如 果 了 在 M 上 为 单 射 的 , 则 Mn N = {0}, 故 映射 
fo <U(f),l2(f) > 


在 N 上 为 单 射 的 , 并 且 由 于 N 是 二 维 的 , 它 应 是 从 NN 到 RR 的 一 个 同 构 (第 二 
章 定理 2.4 的 推论 ). 于 是 由 第 一 章 的 定理 5.3 知 M 是 NN 的 一 个 补 空间 . 口 


现在 我 们 可 以 容易 地 写 出 许多 对 的 Li 和 1, 它们 构成 了 一 个 自 伴 的 边界 条 
件 . 我 们 在 下 面 列 出 其 中 几 个 . 

(1) f E M$ fla) = f(b) = 0 1(f) = f(0),12(f) = f (0 . 

(2) f EM f(a)= f(b)=0. 

(3) 更 一 般 地 , f'(a) = f(a), AD = cf(b). (事实 上 , 可 以 是 任意 一 个 只 依 
赖 于 在 a 的 值 的 泛 函 4 而 12 只 依赖 于 5. 因此 41(f) = 如 f(a) + ij 从 而 如 
果 (f) = 44(9) = 0, 则 对 < f(a),f'(a) ~>，< g(a),9'(a) > 是 相关 的 , 都 在 1 的 
一 维 零 空间 中 , 故 jg -gfl。 = 0. 对 l。 和 5 成 立 相 同 的 结果 , 故此 分 离 的 一 对 
端点 条 件 使 得 B 在 a 和 尹 的 值 分 别 为 0, 从 而 B(f,9)lo = 0 .) 

(4) 如 果 ez(a) = c2(0), 则 取 je M 台 f(a) = f(b) 及 f(a) = f(b), 就 是 说 
1(f)= f(a)— f(0) 和 12(f) = f(a)— fF (0). 

我 们 要 证 明 在 除去 (3) 以 外 的 每 种 情形 中 , 如 果 我 们 用 一 和 替换 工 , 则 条 
件 (a’) 仍然 成 立 ; 这 里 的 和 为 适当 的 数 . 对 情形 (3) 这 个 事实 也 是 对 的 , 只 十 证 
明 有 些 难 , 故 略 去 . 


引 理 6.4 假设 M 由 上 面 (1),(2) 或 (4) 中 任 一 自 伴 边界 条 件 所 定义 ,并 假 
设 在 [全 上 cs 昌 >m>0 和 入 >co( 提 +1. 于 是 ,对 所 有 了 EM 有 


((T — NF DZ mllf "ll + llflla ， 


特别 地 , M 是 本 一 入 的 零 空间 的 一 个 补 空间 , 因而 定义 了 工 一 入 的 一 个 自 伴 右 送 . 
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证 明 我 们 有 
b pb 
(MAT)f,f) = / (cf)'f + / (A — eo)f? 
b ， 
= -cf f+ / c2(f')? 
b 
十 / (A — co)f”. 


在 条 件 (1),(2) 或 (4) 中 任 一 个 下 , c2f'flj。 = 0, 而 且 这 两 个 积分 项 显然 分 别 以 
ml| 了 "| 和 ||fll2 为 下 界 . 于 是 引 理 6.3 表明 M 是 TT 一 和 的 零 空间 的 补 . 口 


现在 要 讲 我 们 的 主要 的 定理 了 . 它 说 的 是 , 由 上 面子 空间 M 决定 的 了 一 和 
的 右 逆 5 是 准 希 尔 伯 特 空间 CE*(fa, 外) 到 自身 的 一 个 紧 目 伴 上 映射, 因此 被 赋予 了 
上 一 章 定理 5.1 的 全 部 充足 的 特征 值 结构 . 首先 我 们 提 及 n 个 经 典 术 语 . [a,6] 上 
的 一 个 施 图 姆 - 刘 维 尔 系 统 是 定义 在 闭 区 间 [中 上 的 一 个 形式 自 伴 二 阶 微分 算 
子 Tf = (c2f")' + cof, 连同 对 此 区 间 的 一 个 自 伴 边界 条 件 1(f) = 12(f) = 0. 如 
果 c2(t) 在 [@, 引 上 永 不 为 零 , 则 称 此 系统 是 正则 的 . 如 采 c2(a) 或 c2(b) 为 零 ,或 
者 如 果 区 间 [a, 0] 被 换 作 诸 如 [a, co) 这 样 的 无 穷 区 间 , 则 称 此 系统 为 奇异 的 . 


定理 6.1 如 果 工 : ,ls 是 [a, 上 一 个 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 系统 ， 其 中 
c2 > 0, 则 如 果 取 入 充分 大 , 由 齐 次 边界 条 件 定义 的 子 空间 M 是 N(T 一 入 ) 的 补 
空间 , 从 而 由 M 决定 的 了 一 入 的 右 间 是 从 准 希 尔 伯 特 空间 C([a, 趾 ) 到 自身 的 一 
个 紧 的 自 伴 映射 . 


证 明 此 证 明 有 赖 于 前 面 引 理 中 的 不 等 式 . 由 于 我 们 仅 在 边界 条 件 (1),(2) 和 
(4) 之 下 证 明了 这 个 不 等 式 , 那么 对 此 定理 的 证 明 也 只 对 这 些 情形 有 效 . 

今 g = (T -入 f. 因为 由 施 瓦 效 不 等 式 有 |lgllzllfllz > I((T 入)f, 有 |, 那么 由 
引 理 我 们 首先 有 |jj 民 < lgllalifllz, 使 得 


fl < llgll ， 
其 次 有 ml|f"l2 < lgllzllfllz < jigll8, 故 
Pa < llella/ vm. 


我 们 已 经 验证 过 了 由 M 定义 的 形式 自 伴 了 -入 的 右 逆 5S 是 目 伴 的 , 我 们 还 
需 证 明 的 是 集合 SIZ] = {f : llgllz < 1} 具有 紧 的 闭 包 . 对 任何 一 个 这 样 的 f, 施 
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瓦 效 不 等 式 和 上 面 的 不 等 式 表明 
y y 
FW -F090< F=f Fi < ha yop 


_ 11/2 

< 
因此 SIV] 为 一 致 等 度 连续 . 因为 SIU] 中 函数 的 公共 定义 域 为 肥 集 [a, 中 那么 ， 
如 果 我 们 能 证 明 存 在 一 个 常数 C, 使 得 S[U] 中 所 有 函数 的 值 域 都 在 [~-C, COC] 中 ， 
我 们 则 可 从 第 四 章 的 定理 6.1 得 出 结论 说 集合 SIU] 是 完全 有 因 的 . 在 上 面 的 最 
后 一 个 不 等 式 中 取 |f| 达到 其 极 大 值 和 极 小 值 的 点 y 和 z, 我 们 便 有 了 fio 一 
min|f| < (5 一 Q)i:2/Vm. 但 是 (min|f0)(b 一 a)'2 < fils < llglls < 1, 因此 


fl < C= 1 -0 ?+0-a) /vm. 


因此 SIU] 是 由 紧 集 [a, 引 到 紧 集 [-C,C0] 的 函数 映射 的 一 致 等 度 连续 集 
合 , 从 而 在 一 致 范 数 下 为 完全 有 界 . 因为 C([a,09]) 在 一 致 范 数 下 是 完备 的 , 所 
以 SIV] 中 每 个 序列 都 有 一 个 子 序列 一 致 收敛 于 某 个 f E CE， 又 因为 | 有 fl 抒 
(b 一 a)1/2fllw, 故此 子 序列 在 2 - 范 数 下 也 收敛 于 f. 

那么 , 我 们 已 经 证 明了 如 果 五 是 有 标准 的 内 积 的 准 希 尔 伯 符 空间 C([a, 串 )， 
则 单位 球 UVC 五 在 5S 下 的 像 SIUV] 具有 的 性 质 是 : S[U] 中 每 个 序列 都 有 一 在 电 
中 收敛 的 子 序列 . 这 是 我 们 实际 用 来 证 明 第 五 章 定理 5.1 的 那个 性 质 . 但 它 不 完 
全 是 5 紧 性 的 定义 , 后 者 要 求 我 们 证 明 闭 包 SIU] 在 HH 中 紧 . 但 是 , 如 果 {&%} 为 
在 此 闭 包 中 的 任 一 序列 , 那么 我 们 可 以 在 SIUV] 中 选取 {4n} 使 得 | 全 一 人 | < 1 
由 上 面 知 序列 {6%} 有 一 收敛 子 序列 {Gn(m) }m, 于 是 {én(m)}m 收敛 于 辣 一 极限 . 
因此 5S 是 个 紧 算 子 . 口 


定理 6.2 存在 完全 由 了 人 的 特征 向 量 形 成 的 法 正 交 序 列 {pn}, 它们 是 M 的 
一 组 基 . 另外 , 任意 JE M 关于 基 {pn} 的 傅 里 叶 展 开 式 一 致 收 伍 于 f( 在 2- 范 
数 下 同样 也 对 ) . 


证 明 由 第 五 章 定理 5.1 知 , 对 5 的 值 域 存 在 一 个 在 M 中 的 特征 基 . 因为 
对 某 个 非 零 的 了 有 SPn = rpmn， 故我 们 有 (T 一 入 ) (rnopn ) 一 pn 和 pn = 
((1+ Xra)j/ra)pn， 此 级 数 收敛 的 一 致 性 来 自 下 面 更 一 般 的 考量 . 口 


引 理 6.5 假设 了 为 准 希 尔 伯 特 空间 了 上 的 一 个 自 伴 算 子 , 并 且 作 为 从 下 
到 < Vg > 的 映射 是 紧 的 , 这 里 的 gg 是 V 上 的 第 二 个 范 数 , 它 支 配 内 积 范 数 
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p( 即 gq 之 cp). 于 是 荆 是 紧 的 (从 pp 到 p), 并且 在 工 的 值 域 中 任 一 个 元 康 B 的 特 
征 基 展开 式 》, bnpn 在 这 两 个 范 数 下 都 收敛 于 PB . 


证 明 设 U 为 V 中 在 内 积 范 数 下 的 单位 球 由 此 引 理 的 假设 条 件 , 工 [只 的 
gq- 团 包 B 是 紧 的 . 于 是 B 也 是 p- 紧 的 , 这 是 因为 由 于 p< cq, 则 其 中 的 任何 一 
个 序列 有 一 个 9g - 收敛 的 子 序列 也 必定 p - 收敛 于 同一 极限 . 因此 可 以 应 用 特征 
基 定 理 . : 

现在 设 a 及 6 = T(a) 分 别 有 傅 里 叶 级 数 aipi 和 并 bp 并 设 T(ypi) = 
ripi; . 于 是 bi = riai, 因为 b; = (T(a), yi) = (QT(Pi)) = (aipi) = Ti(Q, ai) = 
riai . 鉴于 部 分 和 ?aipi 的 序列 是 p - 有 界 的 ( 贝 塞 尔 不 等 式 ), 那么 序列 
{307 bipi} = {T( aipi)} 为 完全 gq -有 界 . 因此 它 的 任 一 子 序列 均 有 一 个 子 子 
序列 g - 收 全 于 V 中 某 个 元 素 7. 由 于 它 也 p- 收敛 于 Y, 7 必定 就 是 6 . 因此 每 
个 子 序列 有 一 个 子 子 序列 g - 收敛 于 8， 故 而 {2j1 bipi} 本 身 由 第 四 章 引 理 4.1， 
q - 收敛 于 PB. _ 口 


习题 


6.1 已 知 Tf(z) =zf(z)+Fz) 和 SFz) = 了 zh) 计算 To 和 5o7， 
6.2 证 明 微分 算 子 工 = aD 和 3 = 6bD 可 交换 当 且 仅 当 函数 a(z) 和 以 z) 成 比例 . 


6.3 证 明 微分 算 子 卫 = aD? 和 S = bD 可 交换 当 卓 仅 当 Mz) 是 一 次 多 项 式 Mz) = 
cr +d, a(z) = k(b(7))?. 


6.4 计算 下 列 了 的 形式 伴随 5 : 
(a) Tf=7, (b) Tf = (©) Tf=7", 
(dd THE)=zf(0), (©) TAs) = f(r). 


6.5 设 S 和 工分 别 为 m 阶 和 nn 阶 的 线性 微分 算 子 . 要 使 SoT 为 m+n 阶 的 线性 微分 
算 子 , 它们 的 系数 条 件 是 什么 ? 


6.6 设 工 是 二 阶 线性 微分 算 子 
(Tf)(t) = a2(t) fF (t) + ai(t)f (t) + ao(t) f(t) . 


使 其 形式 伴随 存在 的 系数 函数 的 条 件 是 什么 ? 对 了 为 n 阶 , 这 些 条 件 又 是 什么 ? 


6.7 设 S 和 了 分 别 为 mm 和 mn 阶 的 微分 算 子 , 并 设 所 有 系数 为 C” 函数 (无 限 次 可 向) 证 
明 SoT-To5S 的 阶 <m+n 一 1. 


rire I i 


6.7 傅 里 叶 级 数 ,329 ， 


6.8 一 个 5 - 反射 脉 串 是 一 个 连续 的 非 负 函数 yp 使 得 在 [一 6, 6] 外 面 
为 0, 并且 请 p = 1( 图 6.4). 我 们 假定 有 一 个 无 限 可 微 的 1 - 反 
射 脉冲 yp. 证 明 对 每 个 5 > 0 存在 一 个 无 限 可 微 的 6 - 反射 脉冲 . 
定义 你 所 想到 的 中 心 在 z 的 一 个 5- 反射 脉冲 的 意思 并 证 明 存在 
这 样 的 一 个 . 

6.9 设 f 为 [a,b] 上 的 连续 函数 使 得 (f,9) = 户 jog = 0, 其 中 9 为 每 
个 在 a 和 附近 为 0 的 无 限 可 微 函数 . 证 明 f = 0. (利用 上 一 个 习题.) 


6.10 设 EC%([a, 趾 ) 为 [a,0| 上 无 限 次 可 微 函数 的 向 量 空间 , 并 设 了 为 系数 在 E” 的 二 阶 线 
性 微分 算 子 : / 


-0 0 


(Tf)(t) = a2(t)f  (t) + oi(t)f (t) + oo(t) f(t) . 
设 5S 为 cce(fla, 引 ) 上 的 一 个 线性 算 子 使 得 


(Tf,9) ~ (f, $9) = K(f,9) 


为 只 依赖 于 f,g, f' 和 9g’' 在 a 和 的 值 的 双 线 性 泛 函 . 证 明 S 是 了 的 形式 伴随 .[ 提 示 : 
取 f 为 中 心 在 z 的 6 -反射 脉冲 . 于 是 玉 (f,9) = 0. 现 力图 将 此 论断 转 成 可 以 应 用 上 
面 习题 的 形式 以 得 到 证 明 . 

6.11 证 明 上 面 习题 的 n 阶 情形 的 推广 形式 . 

6.12 设 久 为 具 cce 系数 的 线性 微分 算 子 的 空间 , 并 设 4r 为 工 的 形式 伴随 . 证 明了 工 吓 47 
是 由 羡 到 XX 的 同 构 . 证 明 4dros) = 4soe47. : 


6.7 ” 健 里 叶 级 数 


没有 多 少 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 系统 的 相伴 法 正 交 特 征 基 被 证 明 对 实际 的 计 
算是 重要 的 . 被 使 用 的 大 多 数 的 法 正 交 基 , 诸如 属于 贝 塞 尔 的 , 勒 让 德 的 , 埃 尔 米 
特 的 以 及 拉 盖 尔 的 , 全 都 由 奇异 施 图 姆 - 刘 维尔 系统 产生 , 因而 超过 了 我 们 为 此 
讨论 所 设 定 的 界限 . 然而 最 著名 的 例子 , 傅 里 叶 级 数 , 对 我 们 来 说 倒是 现成 的 . 

我 们 将 考虑 常 系数 算 子 Tf = D?f, 它 或 是 在 [0,7] 上 的 边界 条 件 f(0) = 
f(x) = 0( 类 型 1) 或 是 在 [7,7] 上 的 周期 边界 条 件 f( 一 7) = f(m), f(T) = 
f'(x)( 类 型 4) 下 既是 形式 自 伴 的 又 是 正则 的 . 

要 解 第 一 个 问题 , 我 们 必须 求 f” 一 和 f = 0 满足 f(0) = jn = 0 的 解 
如 果 入 > 0, 我 们 知道 其 二 维 解 空间 由 {e”,e-"*} 张 成 ,7 = 入 2 .但 是 如 果 
cier?+cze-"? 在 0 和 都 为 0, 则 ci =cz = 二 0( 因 为 <1,1> 和 <e e "> 线性 
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无 关 ). 因此 当 入 > 0 时 没有 满足 此 边界 条 件 的 解 . 如 果 入 = 0, 则 f(x) = cizx 十 oo， 
仍 是 co = ci =0. 

如 果 入 < 0, 则 这 个 解 空间 由 {sin rz,cos rx} 张 成 , 其 中 > = (一 和 1!22. 如 果 
clsin rz 十 cecos 7r7 在 T= 二 0 和 z=7 时 为 0, 我 们 得 到 cs =0 以 及 rr =mr mn 
为 某 个 整数 , 因此 第 一 个 系统 的 特征 函数 形成 了 集合 {sin nz}?, 而 相应 的 DD? 
的 特征 值 为 {-n*}? . : 

在 本 节 最 后 部 分 我 们 将 证 明 在 已 ([a, 引 ]) 中 那些 在 a 和 5 附近 为 零 的 函数 集 
在 2 - 范 数 下 稠 于 C([a,9]) . 假定 已 知 这 个 结果 , 那么 从 第 五 章 定 理 2.3 可 以 推 
导出 M 的 一 组 基 是 C 的 一 组 基 的 结论 , 从 而 我 们 有 了 下 面 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 
定理 的 推论 : 


定理 7.1 序列 {sin nzjge 是 准 希 尔 伯 特 空间 Ce([0, 可 ) 的 一 组 正 交 基 . 如 果 
f eC(0,7]) 有 f(0) = f(7) =0， 则 三 的 傅 里 叶 级 数 一 致 收 伍 于 三 . 


现在 考虑 第 二 个 边界 问题 . 计算 有 一 点 复杂 , 但 仍然 当 f(z) = cler*+eze-*， 
且 f(-7) = f(m), 了 (7) = /mr) 时 我 们 有 f =0 .因为 这 时 


cle “十 cae“”“ 一 cle“ 十 cze "",， 


给 出 Cl 一 C2) 另外 


TT rn 


CITe™’”" ~ Core’” =Cre” — Core ", 


给 出 了 cl(err 一 e"") = 0, 故 cl = 0. f(x) = ctz +oc 也 须 删除 .最 后 ,， 如 采 
f(z) = cisin rz + czcos rz, 我 们 的 边界 条 件 变 为 


2clsin rT 一 0 和 2rczsin rr 一 0 ， 


故 又 有 7 = n ,但 这 次 , (D? + m2)f = 0 的 整个 解 空 间 都 满足 这 个 边界 条 件 . 


定理 7.2 集合 {sin nz}? U {cos nz}8 形成 了 准 希 尔 伯 特 空间 @([ 一 ,7]) 
的 一 个 正 交 基 . 如 果 了 EC(-mT) 且 f(-7) 二 (7), 了 (7) 二 了 (7), 则 的 
傅 里 叶 级 数 在 [一 x,7T| 上 一 致 收敛 于 f. . 


6.7 侍 里 叶 级 数 . 331 . 


剩余 的 证 明 除了 sin nz 和 cos nz 的 正 交 性 外 , 此 定理 由 一 般 的 施 图 姆 - 
刘 维 尔 问题 的 讨论 中 得 到 . 我 们 有 


充 
(sin nz, cos nx) = / sin nt cos nt dt 


二 ; / sin 2nt dt 
= —(1/4n)cos 2nz]® 
一 0 . 


或 者 我 们 直接 注意 到 第 一 个 积分 项 是 个 奇 函 数 , 因而 它 在 任意 对 称 区 间 [-oa 
上 的 积分 必 为 零 . 


具有 不 同 特征 值 的 特征 向 量 的 正 交 性 目 然 来 目 第 五 章 定 理 3.1 的 证 明 . 


最 后 , 我 们 证 明 前 面 所 需要 的 那个 稠密 性 定理 .有 非常 巧妙 的 方法 来 证 明 
它 , 但 这 需要 比 我 们 现在 掌握 的 更 多 的 工具 和 技术 ; 与 其 花 时 间 来 打造 这 些 机 制 
还 不 如 白手 起 家 来 证 明 此 和 定理 . 


在 表示 一 个 函数 类 的 记号 放 上 一 个 零下 标 是 一 种 标准 符号 , 它 表 示 在 这 个 类 
中 取出 的 那些 “在 边界 上 ” 按 某 种 意义 为 零 的 那些 函数 的 函数 类 ， 这 里 co([o, 吕 
就 表示 在 C([a, 英 ) 中 那些 在 a。 和 5 的 邻 域 中 为 零 的 函数 , 类 似 地 有 C3([a,]) . 


定理 7.3 在 一 致 范 数 下 EC2([a, 引 ) 稠 于 CE([a;0|) 而 在 2- 范 数 下 Ca([a,b) 和 
于 €([a,b)) . 


证 明 我 们 首先 以 一 个 逐 段 “线性 ” 函数 g 以 。 范围 内 逼近 f € C([a; 吓 )， 
其 中 9 是 把 [a, 引 的 痢 分 4& = zo < x1 <… < zn = 5b 上 的 f 图 像 上 的 相 邻 
点 用 直线 段 相 联 结 形成 的 函数 .如 果 在 每 个 区 间 (zi;-1,7i) 上 f 的 变化 小 于 &， 
则 | -gw < es. 现在 g(t) 是 一 个 阶梯 函数 , 它 在 上 面 剖 分 的 子 区 间 上 为 党 
值 . 我 们 在 g(t) 的 每 个 跳跃 之 处 稍稍 改变 一 点 使 得 到 的 新 函数 h(t) 在 这 些 地 
方 连续 ， 如 果 我 们 如 图 6.5 所 描绘 的 那样 去 做 , 则 在 跳跃 处 的 总 的 积分 误差 为 
零 , 1 一 9) = 0, 而 极 大 误差 <; 是 5A/4 . 如 果 我 们 取 5 = e/llgl。, 出 
由 于 A < ?gw, 这 个 极 大 误差 小 于 e。 我 们 现在 有 了 一 个 连续 函数 h, 满足 
/h(t)dt (f(z) - Fo))| < 2e. 换 句 话说 , 我 们 有 一 个 一 臻 逼近 于 f 的 连续 可 
微 函数 ， 
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p(x) 


现在 C1([a, 可 ) 中 选取 9 和 hh 使 得 上 f - gw < e/2, 于 是 lg hil < 
E/2(b 一 a) .那么 


ols) -9(0) -= { hl < ef2 


从 而 H(z) = 及 h + 9(0) 是 二 次 连续 可 微 函数 , 使 得 | 一 Hllo。< e. 换 句 话说 
C([a, 8)) 和 c(fc,) 中 按 一 致 范 数 稠密 . 因为 


， \ 1/2 ,\ 1/2 
we=(/ a < | fi|oo (/ !] = (5 — a)f?||flle ， 


所 以 它 也 在 2 - 范 数 下 稠密 . 

然而 我 们 现在 可 以 做 对 一 致 范 数 不 可 能 做 的 一 些 事 了 : 我 们 能 改变 此 近似 
函数 为 一 个 在 a 和 5 的 邻 域 为 0 并 保持 好 的 2 - 范 数 近似 . 已 知 6, 设 el(t) 为 
la, 上 一 个 非 负 函 数 使 得 e(t) = 1, 其 中 te [a 十 26,b 一 26] 而 在 [a,a + 引 和 在 
5b 一 6, 是 上 elt) = 0, 同时 e” 连续 , ||elloo。 = 1. 这 样 的 e(t) 是 存在 的 , 因为 我 们 
可 以 画 出 一 个 来 . 我 们 把 实际 上 定义 一 个 e(t) 当 作 一 个 有 意思 的 习题 留 给 读者 . 
给 一 个 提示 : 以 某 种 方式 证 明 存在 一 个 5 次 多 项 式 p(), 它 在 0 和 1 之 间 的 图 像 
如 图 6.6 所 示 , 并 在 0 和 1 有 一 个 为 0 的 二 阶 导 数 , 然后 利用 此 图 像 中 的 一 段 ， 
经 适当 的 平移 , 压缩 , 旋转 等 等 , 以 便 拼合 成 e(t) . 

无 论 如 何 , 对 E([a,9]) 上 任意 的 g 有 lg 一 egllz < glleo(46)1/2, 并 且 如 果 9 
有 直到 2 阶 的 连续 导数 , 那么 eg 也 如 此 . 因此 , 如 果 我 们 从 fe EE 开始 ,以 中 
的 9 近似 它 , 然后 用 eg 近似 9, 把 它们 合 起 来 便 有 了 定理 中 的 第 二 个 通 近 口 


6.7 傅 里 叶 级 数 .333 ， 


习 匮 


7.1 把 准 希 尔 伯 特 空间 C([0, 7]) 的 正 交 基 {sin nz} 了 转化 为 一 个 法 正 交 基 . 
7.2 对 C([ 一 ,7]) 上 的 正 交 基 {sin nz}Y U {cos nz}6" 做 上 面 同样 的 事 ， 


7.3 证 明 {sin nz}? 对 于 [一 7,7 上 的 所 有 寺 连 续 函 数 是 门 量 衬 本 V 一 个 正 交 基 .( 讨 巧 些 . 
不 要 从 头 算 起 .) 法 化 上 面 的 基 . z 


7.4 叙述 并 证 明 对 [一 7, T] 上 偶 函 数 的 相应 定理 
7.5 证 明 奇 函数 的 导数 为 偶 , 反之 也 对 . 
7.6 我 们 现在 要 证 明 下 面 关 于 傅 里 叶 级 数 一 致 收敛 性 的 更 强 的 定理 


定理 7.4 设 f 在 [~7,7] 上 有 连续 导数 , 并 假定 f( 一 rt) = (7). 于 是 有 的 伴 里 
叶 级 数 一 致 收敛 于 了 . 


为 方便 起 见 , 假定 f 为 偶 函 数 (这 只 是 为 了 削减 计算 量 .) 首先 证 明 三 的 傅 里 叶 级 数 由 
对 f 的 傅 里 叶 级 数 经 逐 项 微分 得 到 . 把 上 面 习 题 用 于 此 处 . 其 次 由 它 的 傅 里 叶 级 数 到 
请 的 2- 范 数 收敛 性 和 施 瓦 兹 不 等 式 证 明 f 的 健 里 叶 级 数 一 致 收敛 . 

7.7 证 明 {cos nz}8 是 [0, 7] 上 满足 f (0) = f(z) =0 的 函数 的 空间 MM 的 一 个 法 正 
交 基 . : 


7.8 求 一 个 5 次 多 项 式 p(z) 使 得 
p(0)=p(0)=p"(0)=0, p(1)=p (1)=0,p(1)=1. 
(在 得 到 最 后 结果 前 先 忘掉 最 后 面 的 一 个 条 件 .) 描绘 p 的 图 像 . 
7.9 用 上 面 多 项 式 p 的 “一 段 ” 构造 函数 e(z) 使 得 e 和 e” 存 在 并 连续 , 在 T < a 十 6 和 
jz>b-65 时 e(z)=0, 而 在 la+26,b 一 26] 上 el(z)=1, 生 jjellw=1. 
7.10 证 明 下 面 的 在 [0, "| 上 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 其 步骤 如 下 . 我 们 知道 f 可 以 由 一 个 C- 
小 数 g 一 致 地 远近 . 
(1) 证 明 可 以 找到 c 和 d, 使 g(t) 一 c(t)-d 在 0 和 7 为 0. 


(2) 用 此 函数 的 傅 里 叶 展 开 和 对 函数 sin nz 的 马克 劳 林 级 数 证 明 可 以 找到 此 多项式 
D(Z) ， 


定理 7.5 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 渤 近 定理 ) ”在 一 致 范 数 下 多 项 去 在 C([a, 61) 中 稠密 ， 就 
是 说 , 给 出 [a,b] 上 任意 连续 函数 有 和 任意 &， 存在 一 个 多 项 式 p 使 得 对 fa 二 中 所 有 
Tz 有 |f(z)— p(x)| <&. 


第 七 章 “ 多 重 线性 泛 函 


本 章 主要 是 作 参 考 用 的 . 虽然 大 部 分 证 明 都 给 出 来 了 , 但 并 不 期 望 读者 去 学 
它们 . 我 们 的 目标 是 一 组 关于 交错 多 重 线性 泛 函 或 外 形式 的 基本 定理 , 行列 式 函 
数 是 我 们 得 到 的 东西 中 的 一 个 . 


7.1 双 线 性 泛 函 


我 们 已 经 学 过 双 线 性 泛 函 的 许多 不 同 的 方面 . 在 第 一 章 第 6 节 我 们 考虑 了 
它们 的 对 偶 性 所 蕴涵 的 思想 , 在 第 二 章 第 7 节 考 虑 了 对 称 双 线性 泛 阔 的 “上 典型 形 
式 ” 和 它们 的 等 价 二 次 型 , 当然 , 第 五 章 的 整个 内 积 理论 是 双 线 性 汉 晴 内 一 个 更 
加 特殊 类 的 理论 . 在 本 章 中 我 们 只 局 限于 在 有 限 维 空间 上 的 双 线 性 和 多 重 线性 
泛 函 , 我 们 所 关心 的 是 纯 代 数 的 . 

我 们 从 早先 讲 过 的 代数 的 有 关 材 料 开 始 . 如 果 V 和 W 是 有 限 维 向 量 空间 ， 
则 在 V x W 上 的 所 有 双 线 性 泛 函 显然 是 个 向 量 空间 . 我 们 以 V* @W* 表示 它 
并 称 其 为 V* 和 W* 的 张 量 积 . 我 们 的 第 一 个 定理 只 不 过 是 叙述 某 些 隐 仿 在 第 
一 章 定理 6.1 中 的 东西 . z 


定理 1.1 向 量 空间 V*OW*,， Hom(V,W*) 和 Hom(W,V*) 自然 地 同 构 . 


7.1 双 线 性 泌 函 . 335 . 


证 明 在 第 一 章 定理 6 我 们 曾 看 到 V* 69 W* 中 每 个 f 决定 了 一 个 线性 映 
射 a fo :W 到 V*, 其 中 fo(€) = f(&,a)， 我 们 还 注意 到 从 V*@W* 到 
Hom(W,V*) 是 双 射 的 . 目前 的 这 个 定理 全 部 所 添加 的 只 是 说 , 这 个 双 射 对 应 是 
线性 的 , 从 而 构成 一 个 自然 的 同 构 , 对 于 V* 的 Wr* 到 Hom(V, W*) 的 那个 双 射 也 
是 相似 的 . 要 明白 这 点 , 设 fT 为 对 应 于 Hom(V, W*) 中 工 的 双 线 性 泛 函 . 于 是 由 
于 fer+s(a,8) = (T+S)(a))(B) = (T(a)+ S$(a))(8) = (T(a))(8) + (S(0a))(8) = 
fr(a,B)+ fs(a,B), 则 Jr+s = r+ fs. 对 于 齐 性 可 同样 证 明 . 

四 矿 * 与 Hom(W,V*) 只 要 反 转 变量 的 角色 就 完全 按 同样 的 方法 推出 . 
因此 我 们 完成 了 证 明 . 口 


在 寻找 V* 的 W* 的 基 之 前 , 我 们 对 任意 两 个 泛 函 YE V* 和 入 EW* 定 
义 一 个 双 线 性 泛 浮 7 四 入 为 7 四 人 (7) = YAO) . 我 们 称 Y 的 入 为 泛 薄 7 
和 和 的 张 量 积 , 并 称 任何 具有 此 形式 的 双 线 性 泛 孙 为 初等 的 . 不 太 难 就 可 看 出 
Fe 大 因 帮 :为 初等 当 且 仅 当 对 应 的 了 e Hom(V,W*) 是 个 并 癌 量 . 

如 果 V 和 W 是 各 为 维 数 m 和 ?7 的 有 限 维 向 量 空间 , 则 上 述 V* @W* 与 
Hom(V, W*) 的 同 构 表明 V* @ W* 的 维 数 是 mn， 我 们 现在 用 VV 和 W 中 的 给 
定 基 来 描述 它 的 基 . 


定理 1.2 设 {Qs}m 和 1{18) 汉 为 了 和 了 机 的 任意 基 , 其 在 V* 和 We* 中 的 对 
偶 基 为 {ji}m 和 {2;}?. 则 mm 个 初等 双 线 性 泛 函 {ji 的 Vj} 形成 V* 的 Wr 的 一 
组 对 应 的 基 . 


证 明 因为 Hi 的 vj(é, 7) 一 Mi(é) ”7 (7) 一 Lidj) f(é€,”n) 一 六 bi Ty; 这 个 丁 
阵 展 式 为 1(&,7) = Di3 ti(pi 9 vi)(&,D 或 者 写 为 


f= > to) 
2,] 


于 是 集合 {ji 的 vj} 张 成 V* 区 W*， 因 为 它 包 含 了 与 V* 的 W* 维 数 (mn) 相 
同 个 数 的 元 素 , 故 是 一 组 基 . 口 


当然 ， 也 可 直接 验证 其 无 关 性 . 如果 开刀 (内因 四) = 0, 则 对 每 对 
<k, [>, tk = 2 ji; tij(Hi vi) (ok, Pi) =0 

我 们 也 应 该 注意 到 , 这 个 定理 完全 等 价 于 在 第 二 章 第 4 节 末 尾 对 Hom(V,W) 
的 基 的 讨论 . 
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7.2 多重 线性 泛 函 
所 有 上 面 的 考虑 都 可 推广 到 多 重 线性 沁 也 
f:Vixx RR. 


我 们 改变 一 下 记号 : 如 同 我 们 将 传统 的 < TY ~ 了 替换 成 T =< TX1, mn > 
Ee Rn" 那样 ， 因此 我 们 记 f(ai,…,an) = f(a)， 其 中 9 =< al ,an > 
E Vi x… x Vn, 我 们 的 要 求 是 


在 对 所 有 i 了 的 mi 固定 不 动 时 是 ai 的 线性 泛 函 . 所 有 这 些 泛 函 的 集合 是 个 
向 量 空间 , 被 称 作对 偶 空 间 VY，,… ,V+ 的 张 量 积 , 记 为 由 @…@V 
像 以 前 那样 ,在 这 些 张 量 积 空间 和 各 种 Hom 空间 之 间 存 在 着 自然 的 同 构 


例如 ， 
Vi C00... Vn 与 Hom(Vi, V2? ©6060 V) 
为 目 然 同 构 . 但 也 增加 了 一 类 在 双 线性 情形 没有 直到 过 的 同 构 . 对 我 们 来 说 没 
有 必要 深入 到 这 些 问题 中 . 
像 前 面 一 样 定义 初 寺 多 重 线 性 沪 函 设 Ai € VV, 1,. ,Nn,é 二 < &1,: “9 


én >， 则 
CO Cg 和 mn) = NG) MEn) . 


为 使 我 们 的 记号 能 保持 尽量 简单 ， 本 我 们 只 
考虑 在 Vi = 仍 = … = WV =V 的 基 问 题 . 这 时 称 (Y9) 四 = 7 办. 四 广 (分 
为 因子 ) 为 V 的 n 阶 协 变 张 量 空间 . / 

如 果 {o;] 是 的 基 , 上 且 f € (V*) 包 , 我 们 可 以 用 关于 向 量 &: 的 基 展 开 
式 来 展开 函数 值 f(€) = f(&1,… ,与 ), 如 同 当 f 为 双 线 性 情形 我 们 曾 做 过 的 那 
洋人 然而 现在 的 这 个 结果 在 记号 上 更 加 复杂 . 如 果 我 们 令 & = ?21 zjQj, i = 

,n( 故 而 & 的 坐标 集 为 ri = {zx};) 并 利用 f(&1,… ,én) 对 每 次 一 个 的 每 
个 单 六 变量 的 线性 性 我 们 得 到 


fl&1,: , cn) = Th Tpa Zp Fap ap * ,Qtpn ) ， 


其 中 对 所 有 n 联 组 p =< pi1,… ,pn > 取 和 , 使 对 每 个 从 1 到 m 的 i 有 1<pi< 
_m. 所 有 这 些 n 联 组 恰好 是 从 {1,… ,n} 到 {1,… ,m} 的 所 有 函数 的 集合 . 我 们 
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面 公式 表示 : 


f(é1,-** ,én) = >》 rp Zp jap ap) 
PETT 
此 公式 的 严格 证 明 可 对 ”进行 归纳 , 留 给 感 兴趣 的 读者 去 做 吧 . 在 归纳 步骤 上 他 
必须 将 二 重 求 和 并 cr cm 重 写 为 单 次 求 和 郧 cnt75， 所 用 的 事实 是 , 在 
mr x 均 中 一 个 有 序 的 偶 对 < p,i > 等 价 于 一 个 (n+1) 联 组 gq € "1 其 中 对 
i=1,..,n,gi= Di, qn =): 
如 果 {ji}? 是 V* 的 对 偶 基 , ge Ti 设 1 是 初等 泛 冰 ja 的 … 的 jas: 于 
是 ， 除了 P=4d 外 Hakap , Qipn, ) 一 Ty pos(ap;) = 0, 而 当 p=d 时 其 值 为 l. 
更 一 般 地 ， 
Ma(é1,* , én) = pg (&1) - Hqn (én) = To "To, : 


因此 , 如 果 我 们 令 cg = f(ag,,… , 0,), 那么 一 般 展 开 式 的 样子 征 
f(&1,- ” , En) 一 >》, Cplip(é&1) 四 , En) ) 


DE 
或 者 f = 站 cow, 它 与 我 们 在 双 线性 情形 得 到 的 是 相同 公式 , 不 过 用 了 更 加 精 
致 的 符号 而 已 . 因此 泛 函 {Jw : pe TW} 张 成 了 (V*) 吕 .它们 也 是 无 关 的 . 因为 ， 
如 果 2 cpHp = = 0, 则 对 每 个 d,Cgq 一 2 cplip(CQqi … ,Qo,) = 0. 我 们 已 经 证 明了 
下 面 的 定理 . 


定理 2.1 集合 {jp :PE 而 } 是 (V*)® 的 一 组 基 . 对 (V*)® 中 任意 了 
其 坐标 函数 由 cp = f(Qpi，… ,Qps) 定义 因此 f 二 2 cplip, (8&1,…… , én) = 
> cplip(é1,** ,En) = > cpzpi “Tp, 对 任意 < &,&2，… ,En >E V” 和 任意 
feE (V*)@ 成 立 . 


推论 2.1 (V*)@ 的 维 数 为 mm . 
证 明 在 7 天 中 有 mn 个 函数 , 故 基 {jp :PE mT} 有 mr" 个 元 素 . 口 


7.3 ”置换 


集合 9 上 的 一 个 置换 是 一 个 双 射 了 : S 一 5. 如 果 S(5) 是 5 上 所 有 置换 
的 集合 则 S = S(S) 在 复合 下 封闭 (0,p e S ”> 9op € S) 也 在 道 运算 下 封闭 
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(oc € 5S 沪 07 € 6). 又 , 便 同 映射 1 也 在 S 中 ,当然 ,复合 运算 是 结合 的 . 所 有 这 
些 论 述 恰恰 说 明 S 在 复合 运算 下 是 个 群 . 除 了 工 以 外 的 最 简单 的 置换 是 交换 5 中 
的 一 对 元 素 而 其 他 元 素 保持 不 动 . 称 这 样 的 置换 为 一 个 对 换 . 

现 取 5S 为 有 限 集 元 = {1,… ,nj}, 令 5s = S(N). 不 难看 出 , 任 一 个 置换 可 以 
表达 为 对 换 的 乘积 , 并 且 有 各 种 不 同 的 方式 . 

一 个 更 为 基本 的 我 们 所 需要 的 事实 是 , 如 果 p 是 Sn 中 一 个 固定 元 素 , 则 映 
射 cmoop 是 Sn 一 Sn 的 一 个 双 射 . 因为 任何 o' 可 以 写 为 o' = (0o' op-1)op, 
故 其 为 满 射 的 ; 又 因为 go1 op = ozep 全 (oilop)opr1=(ozopjop-1 人 ol = 0， 
故 其 为 单 射 的 . 类似 地 , 映射 o 已 po olp 固定 ) 为 双 射 . 

我们 也 需要 sn 中 的 元 素 个 数 为 n! 这 个 事实 . 这 是 高 中 代数 所 考虑 的 事 . 在 
定义 一 个 元 素 o € Sn 时 , o(1) 有 m 个 选取 的 方式 . 对 每 个 这 种 选取 , o(2) 有 
n 一 1 种 选取 方式 , 从 而 < 0(1),o(2) > 可 以 有 n(n 一 1) 种 选取 方式 .对 每 个 这 
些 选 取 , o(3) 有 7n 一 2 种 选取 方式 , 等 等 . 总 合 起 来 rc 有 n(n 一 (nm 一 2):…1=n! 
种 选取 方式 . 

在 下 文中 我 们 常常 写成 ‘po’' 来 代替 "poco 这 如 同 我 们 有 了 时 写成 “ST'’ 来 替 
代 ‘“So7T’ 这 个 复合 的 线性 映射 一 样 . 

如 果 & = 二 < 刀 ,… ,n>EV",o € Sn, 我们 则 可 以 “把 o 施用 于 &” 或 “通过 
0 置换 < 与 …… ,én > 的 元 素 ”. 我 们 的 意思 当然 是 说 我 们 用 < 各 个， com > 
替代 了 < 后 ,én >, 即 以 Eo0 替换 了 &. 

置换 变量 把 泛 函 f e (V*)@ 改变 为 一 个 新 的 这 种 泛 函 ， 特 别 , 给 出 f e 
(Y") 思 和 ce Su 我们 定义 f° 为 


f°(é)= JEoo  )= 6- eraom). 
使 用 c-: 而 不 是 o 的 部 分 理由 在 于 它 给 出 了 我 们 下 面 的 公式 . 
引 理 3.1 ft =(f")” 


证 明 f(%1°2)(€) = f(t€o(01002) 1!) = /eol(oz ool )) = coop )o01 ) 一 
f"(€007') = (f")"(é) 0 

定理 3.1 对 每 个 o€ Sn, 由 f 品 f° 定义 的 映射 TT 是 由 (V*) 加 到 自己 的 
一 个 线性 同 构 . 映射 9 瞩 T; 是 由 群 6, 到 Hom((V*) 四 ) 中 非 异 元 素 的 群 上 的 
反 同 赤 . 


7.4 置换 的 符号 ' 339， 


证 明 置换 变量 不 改变 多 重 线性 性 , 故 T 映射 (V*) 加 到 自己 . 由 于 (af + 
bg)® 一 af” + bg", 故 它 是 线性 的 . 并 且 因 为 fr?” 一 (f?)°, 故 了 oo 一 To oO 1p. 因此 
rr T 保持 乘积 不 变 但 顺序 相反 . 这 就 是 为 什么 称 它 为 反 同 态 的 理由 . 最 后 ， 

Te-1) 0 1, 一 Too-1) 一 -7 一 了 。 
故 T, 可 逆 (或 非 异 , 或 同 构 ) . 口 


映射 c D T, 是 群 S54 用 (V")@ 上 线性 变换 的 一 个 表示 (其 实 是 一 个 反 表 
示 ) . 


引 理 3.2 每 个 7 将 基 {jiw} 带 到 自己 , 故 是 在 基 上 的 一 个 置换 . 


证 明 我 们 有 (jp)”(€) = jp(é 007 71) = Thi hpi(bo-10)). 令 7= 0 (2) 故 
有 i= 0o()), 那么 此 乘积 可 被 重 写 为 [Ti Ho ) = Hpoc(. 因此 


(Hp) 一 Hpoo 3 


由 于 ppoo 是 元" 上 的 一 个 置换 , 故 得 证 . : 0 


7.4 ”置换 的 符号 
现在 考虑 R 上 的 特殊 的 多 项 式 EE, 定义 为 


E(z) = E(x, ,zn)= {| (i 2;). 
1<i<j&n 

这 是 在 所 有 偶 对 < i >E 元 x 元 上 取 的 积 , 其 中 i < j. 这 个 有 序 偶 对 的 集合 一 一 
对 应 于 所 有 二 元 集 1 分 C 元 天 7 的 汇集 p， 有 序 偶 对 由 无 序 偶 对 按 其 目 然 顺 
序 排列 . 现在 可 清楚 看 到 , 对 任意 置换 o € Su 映射 包 详 上品 {c(),c(7)} 是 2 的 
一 个 置换 . 这 意味 着 在 多 项 式 EB”(z) = E(zo0-!) 中 的 因 式 除了 在 o 倒转 了 一 个 
偶 对 的 顺序 的 情形 有 符号 的 改变 外 , 与 多 项 式 E(x) 的 因 式 完全 一 样 . 因此 , 如 采 
n 是 这 些 倒转 的 个 数 , 我 们 则 有 EB” = (一 1)"E. 映射 o 局 (一 1)” 以 'sgn’ 表示 ( 读 
作 ' 符 号 小 因而 sgn 是 从 Sn 到 {1, 一 1} 的 一 个 函数 , 使 得 EB” = (sgn o)E, 对 所 有 
的 o€ Sn 成 立 . 因为 (sgn po)E = Er” = (E?)” = (sgn o)E? = (sgn p)(sgn o)E, 
并 可 在 任意 使 E(xz) 关 0 的 n 联 组 zx 取 值 E; 消去 因子 B(x), 得 到 


sgn po = (sgn p)(sgn o) . 
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如 果 o 是 个 对 换 , 我 们 有 
segn 一 一 | . 


这 对 o 交换 相 邻 的 两 个 数 时 是 很 清楚 的 , 因为 这 时 它 正 好 只 改变 了 B(x) 中 一 
个 因子 的 符号 ; 一 般 的 情形 作为 习题 留 给 感 兴趣 的 读者 . 


7.5 ”交错 张 量子 空间 a” 


定义 5.1 如 果 协 变 张 量 f € (V*)@ 对 所 有 o e Sn 满足 fo = 了 则 称 了 是 对 
称 的 . 


如 果 f 是 双 线 性 的 [f e (V9JO], 这 正好 是 条 件 f(€,m) = f(nm,é) 对 所 有 
£,n EV 成 立 . 


定义 5.2 如 果 协 变 张 量 f E (V*) 四 对 所 有 o € 56, 满足 f = (sgn 0)f, 则 
称 ff 是 反对 称 的 , 或 交错 的 . 


由 于 每 个 o 是 对 换 的 乘积 , 这 个 定义 也 可 表达 成 如 果 它 的 变量 中 的 两 个 进行 
交换 时 f 正好 改变 一 次 符号 这 个 事实 . 在 双 线 性 泛 函 情形 就 是 对 所 有 €,7 ET 
有 f(&,n) = 一 f(m,&) 这 个 条 件 ， 有 一 个 重要 的 情形 需要 留意 , 即 只 要 nn 联 组 
ce 二 < &,… ,&n > 不 是 单 射 的 ( 即 对 某 些 i 关 了 有 =) 就 有 f(&) = 0. (四 
中 所 有 对 称 元 素 的 集合 显然 是 一 个 子 空间 , (对 我 们 来 说 ) 更 重要 的 是 所 有 交错 
元 素 的 集合 on 也 是 如 此 . 有 一 个 重要 的 从 (V*)@ 到 om 的 线性 投影 , 我 们 现在 
来 描述 它 . / 


定理 5.1 映射 f 卢 (1 /nl) > vcs (Sgn 0)f” 及 一 个 从 (V*)® 到 qn 的 投影 ， 
记 为 人. 


证 明 首先 验证 对 每 个 f € (V*) 久 有 2f € ar. 我 人 有 (ff)? = 
(nl 和 (sgn c)jfe2. 而 sgnc = (sgn op)sgn p. 令 o=aop 并 记 住 co 征 
个 双 射 , 因此 我 们 有 


[21 = SL Ssgn of” = (spn DG21) , 
故 ff ea". 


如 果 f 已 经 在 ar 中 , 则 f° = (sgn 0)f, 及 2f = (ln oes,f. 因为 5 
有 nl! 个 元 素 , 故 8f = f. 所 以 8 是 从 (V*) 名 " 到 a? 的 投影 . 口 


7.5 交错 张 量子 空间 a" - 341 . 


引 理 5.1 (1f2) = (sgn 0)801 


证 明 对 Q(f?) 的 公式 与 (8f)? 除了 ps 替换 了 op 外 是 一 样 的 . 故此 证 明 同 
于 上 面 定理 的 证 明 . 口 


定理 5.2 在 m 维 向 量 空间 WV 上 的 交错 n - 线性 泛 函 空间 吧 的 维 数 等 于 
(%). 


证 明 如 果 f € a? 则 f = jy cpkp, 于 是 由 于 f” = (sgn 0)f， 我 们 有 
> cphHhpoc = > (sgn 0)cpjp， 其 中 0o 为 Sn 中 任意 元 . 令 poc = gq, 则 左 病 的 
和 式 为 ”。coov-:He， 而 且 因为 这 个 基 展 式 是 惟一 的 , 我 们 对 所 有 PE i” 必 有 
Cgog-! = (sgn 0)cg, 或 cp = (sgn 0)cpoo. 反 推 过 去 , 我 们 看 出 相反 地 , 这 个 条 件 
也 剖 涵 了 Fe = (sgn o)f. 因此 fe a" 当 且 仅 当 它 的 坐标 函数 cp 满足 等 式 


cp 一 (Sgn ICjcpoc 


对 所 有 p € mr" 和 所 有 o € Sn 成 立 . 从 这 个 等 式 可 推出 许多 结果 . 其 一 便 是 ， 
除非 p 是 一 一 对 应 ( 单 射 ), 否则 cp = 0. 因为 如 果 pi; = pj, 而 o 是 交换 i 和 
1 的 对 换 , 则 po0o = p,cp = (Sgn 0o)cpoo 二 一 Cp，; 故 cp = 0， 如果 mm > m， 
则 没有 任何 p 是 单 射 的 , 因而 我 们 看 出 这 时 a? 中 惟 一 的 元 素 是 零 泛 阴 . 那么 ， 
n>m=>dma =0. 

现 假设 n < m. 对 任何 单 射 的 p, 集合 {poo :0o € Sn} 由 所 有 具有 与 p 相 
同 值 域 的 ( 单 射 的 )n 联 组 构成 . 它们 一 共有 n! 个 . 算 进 整个 值 域 集合 正好 只 有 
一 个 g = poo 是 按 其 自然 序 排 列 的 , 即 满足 @ < go < … qn. 我 们 选取 这 个 惟 
一 的 g 作为 所 有 具有 此 值 域 的 元 素 poo 的 代表 . 这 些 典 型 的 (代表 元 )g 的 集合 
C 因而 一 一 对 应 于 元 = {1,… ,m} 中 容积 ”的 所 有 ( 值 域 ) 子 集 的 集合 . 

每 个 单 射 的 pe 7T* 可 惟一 地 表达 为 p = qoo, 其 中 gq € C,o € Sn 因 
而 au” 中 每 个 f 是 和 式 溃 wcc 并 cs tgoolqoo. 由 于 taoe = (sgn 0)ta, 这 个 和 
式 可 以 重 写 为 >.oec ta > (Sgn I)Haoc 一 2voec fgzZa， 其 中 我 们 已 经 设 vo 一 
> (sgn oHgoo = nf (Hq) . 

我 们 几乎 要 证 好 了 . 由 于 va 在 1 的 值 域 中 , 故 每 个 vg 是 交错 的 ， 并 且 我 们 
刚刚 发 现 对 每 个 f c aq? 成 立 的 展开 式 


/ 一 D_ tavg 


qEC 
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表明 集合 {vq : gq € C} 张 成 a. 它 也 是 无 关 的 , 理由 是 > ,vcc tavg = 2pczi 天 加 Hp 
而 集合 {jp} 是 无 关 的 . 因此 它 是 a? 的 一 个 基 . 

现在 从 元 = {1,…,n} 到 元 = 人 mm 的 单 映射 p 的 总 的 个 数 是 
m(m 一 1)…(m 一 nn 十 1), 这 是 因为 第 一 个 元 素 有 mm 种 选取 方式 , 第 二 个 有 mm 一 1 
种 , 等 等 直至 经 n 次 选取 , 最 后 一 个 元 素 具 有 mm 一 (n 一 1) = mm 一 n 十 1 种 可 能 性 . 
而 我 们 前 面 已 知 具有 给 定 值 域 的 这 些 p 的 个 数 为 n!, 因此 不 同 值 域 集合 的 个 数 
为 mm 一 … 4 = A 全 二 (%) :这 就 是 元 素 ge C 的 个 数 . 口 


n 二 m 的 情形 非常 重要 . 现在 C 只 包含 一 个 元 素 , 即 Sn 中 的 单位 元 故 


f= Crxr = Cr 》 (sgn Ij)Heo 


从 而 
三 Cr >》 (sgn CjUueCDtsl) La(m) (Em) 


= CI >_(sgn 0)zzd) 和 ‘To(m) : 
我 们 将 看 到 , 这 实质 上 就 是 行列 式 的 公式 . 


7.6 ”行列 式 


在 第 5 节 中 我 们 已 经 看 到 在 m 维 向 量 空间 V 上 的 交错 m 形式 的 空间 a* 具 
有 维 数 (m) = 1. 因此 在 纯 量 因子 范围 内 在 V = R" 上 有 一 个 惟一 的 交错 的 mm 
重 线性 泛 函 D, 从 而 我 们 可 以 调整 此 常数 , 使 得 D( 丰 7,… ,6") = 1. 这 个 惟一 确 
定 的 mm 形式 就 是 行列 式 泛 函 , 其 在 m 联 组 < x1,… ,zx”" > 的 值 D(z ,… ,2 ) 
是 算 阵 x = (7i;) 的 行列 式 ， 其 第 了 列 是 向 量 27 ,7 = 1,…,m. / 


引 理 6.1 D(t,, “0 ,t™) 一 Drcs， (sgn Oo)to(),1 ‘to(m),m: 


证 明 这 恰 是 上 面 最 后 一 节 的 最 后 面 的 评注 ,这 时 常数 Cr = 1( 因 为 D(6， 
6™) = 1), 并 将 记号 改变 成 了 通常 的 矩阵 形式 bij U 


推论 6.1 D(t*) = D(t). 


证 明 如 果 我 们 按 值 c; 的 顺序 去 重新 排列 乘积 to ,1…to,,,m 的 因子 的 顺序 ， 
则 此 乘积 成 卫 …tm,om, 其 中 p=0-1. 由 于 op=0o 是 从 Sm 到 Sm 的 
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双 射 ,并且 由 于 sgn(c” ) = sgn o, 所 以 引 理 中 的 和 式 可 重 写 为 > vcs (sgn Pp)ti,p 
0 tm,pm, 但 这 就 是 


5(sgn pts 1 tsim = D(t) . D 


推论 6.2 D(t) 是 的 行 向 量 的 交错 m 重 线性 泛 画 . 


现 设 dim V = m, 并 设 f 为 V 上 任意 非 零 交错 m 形式 . 对 Hom Y 中 任意 
7 由 户 ( 和 各) = f(T&,-… ,Tn) 定义 的 泛 孙 fT 也 属于 a". 由 于 oa" 是 一 
维 的 ， 对 有 某 个 常数 kT 使 fr 一 krf. 另外 ， kT 与 f 无 天 因为， 如 果 gT 一 km9, 
而 g = cf, 我 们 必 有 cfr = kcf, 从 而 放 = kr. 称 这 个 惟一 决定 的 常数 为 了 的 
行列 式 ; 以 A(T) 表示 它 . 注意 , A(T) 与 V 的 任何 基 的 选取 无 关 . 
定理 6.1 A(SoT)= A(SA(T). 
证 明 
A(9 oT)f lt, 四 ) Em) 一 f((S 0 T')(&1), 四 (09 0 T)(Em)) 
= SG S(T (Em))) 
= A(S)f(T(€1),.…* ,T(ém)) 


现 消去 f. 口 


定理 6.2 如 果 0 是 从 VV 到 WW 的 一 个 同 构 , 并 且 如 条 工 E HomV, S = 
GoTo0-!, 则 A(S) = A(T). 


证 明 如 果 f 是 W 上 任意 非 零 交 错 m 形式 ,并 且 如 果 我 们 定义 9 为 
g(&1,… ,nn) = 二 f(0&1,… ,06n). 则 9g 为 V 上 的 非 零 交 错 m 形式 . 
现 f(So0é1,... ,So0én) = A(s)f (O61,... ,08n) = A(S)g(&1,… ,én)， 叉 有 
fl(So0é1,... ,So0én) = f(90TEi,:.. ,00Tén) = g(Thi,** = 和 Ag 
én), 从 而 A(s)g = A(T)g 从 而 A(S) = A(T). 口 


读者 会 预料 到 , 我 们 所 引进 的 行列 式 的 这 两 个 概念 是 一 致 的 ; 我 们 现在 来 证 
明 它 . 


推论 6.3 如 果 t 是 工 的 关于 VV 的 某 个 基 的 矩阵 , 则 D(t) = A(T). 
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证 明 如 果 0 是 个 坐标 同 构 , 则 工 = 6oTo0 在 HomR” 中 且 AT) = 
人 A( 忆 , 这 是 上 面 定理 的 结果 . 又 上 的 列 是 m 联 组 工 (看 ),… ,T(6"). 因此 D(t) = 
万 人) = DT ,T(6™")) =AG)D06 ,6™) = A(T). 合 起 来 得 
到 D(t) = A(7). 口 


推论 6.4 如 果 8 和 tt 都 是 mm xm 矩阵 , 则 (s. 奶 = 了 (3s)D 人 . 
证 明 D8:t)=A(SoT)=A(OAT EDBODE). 
推论 6.5 D(t) =0 当 且 仅 当 为 奇异 . 


证 明 如 果 t 为 非 异 , 则 二 ! 存在 ,从 而 D(&)D(t7!) = Dit  )=DO)=1 特 
别 ，D(t) 闫 0. 如果 t 奇 异 ,那么 某 列 , 壁 中 妇 , 是 其 他 列 的 线性 组 合 ,t1 = >)2 ci 
而 D(t1,… ,tm) 二 2 ciD(ti,t2,… ,tm) = 0; 其 理由 是 此 和 式 中 每 一 项 是 D 
在 具有 两 个 相等 元 素 的 m 联 组 上 取 的 值 , 所 以 由 交错 性 质 它 为 0. OD 


我 们 还 必须 证 明 A 具有 在 第 二 章 描述 过 的 所 有 性 质 . 其 中 一 些 是 现成 的 . 
我 们 知道 有 A(S。o。T) = A(S)A(T)， 及 所 有 一 维和 二 维 的 性 质 是 平凡 的 . 那 
么 , 如 果 了 交换 二 维 空间 中 的 无 关 向 量 ax 和 az, 则 其 矩阵 在 将 其 作为 基 时 为 


0 1 
:| 1 , 故 A(T)= D(t) = -1. 


下 面 的 引 理 将 完成 这 项 工作 . 


引 理 6.2 在 特殊 的 假定 条 件 tm = 6m 下 考虑 感 旧 = 万 ( 纪 … ,tm"). 如 果 5 
是 从 m x m 算 阵 中 消去 最 后 一 行 和 最 后 一 列 得 到 的 (m 一 1) x (m 一 1) 矩阵 , 则 
D(s) = D(t). 


证 明 这 可 由 考查 引 理 6.1 的 公式 推出 , 但 我 们 要 直接 进行 论证 . 

如 果 t 也 以 gm 作为 它 的 第 ;j 列 , j 关 m, 则 由 交错 性 质 当然 有 D(t) = 0. 

这 意味 着 如 果 第 j 列 在 其 第 m 个 位 置 上 有 改变 时 D(t) 不 变 , 因此 D(t) 只 依赖 

于 ;im 的 行 中 的 好 的 值 ， 就 是 说 ,， D(t) 只 依赖 于 s. 现在 ts 显然 是 到 

Rm-Ixtm-1) 的 满 映 射 , 并 作为 s 的 函数 D(t) 是 交错 (m - 1) 重 线性 的 . 因此 它 
是 Rm-UJxtm-i 上 行列 式 D 的 常数 值 . 要 知道 此 常数 是 什么 , 我 们 在 


8 =<6!l,.… ,6m > 


取 值 . 于 是 D(s) = 1 = D(t) 在 此 特殊 值 上 , 故 一 般 地 也 有 D(s) = D(t)}. 口 
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为 了 党 握 剩 下 的 两 个 性 质 , 我 们 考虑 一 个 m x m 甜 阵 t, 它 的 最 后 m 一 n 列 
为 5"+1,.… , 6m, 我们 要 重复 地 使 用 上 面 的 引 理 . 首先 我 们 有 D(t) = D((bmm)， 
其 中 (t)"™"m 是 由 t 去 掉 最 后 一 行 和 最 后 一 列 所 得 到 的 (m - 1) x (m -- 1) 矩阵 
因为 此 和 矩阵 以 5m"-! 为 其 最 后 一 列 (5m~! 现在 是 一 个 (m 一 1) 联 组 ), 相同 的 论 
证 表明 它 的 行列 式 同 于 由 它 按 同样 方法 得 到 的 (m - 2) x (m - 2) 矩阵 . 我们 如 
此 继续 到 最 后 的 5 列 , 因而 看 出 D(t) 是 在 t 的 右上 角 的 ”xm 矩阵 的 行列 式 . 
如 果 我 们 以 变换 的 术语 去 解释 它 的 话 , 我 们 就 得 到 下 面 的 引 理 : 


5| 理 6.3 假设 V 是 m 维 的 ,了 TT 属于 HomV, 其 在 一 个 (m 一 n) 维 子 空间 六 
上 为 恒 同 映射 . 设 Y 为 六 的 一 个 补 空间 ,p 为 到 了 的 沿 蕊 的 投影 . 则 po(T 1 Y) 
可 以 考虑 成 HomY 中 一 个 元 素 , 且 A(T) = Alyy(po (T1Y)). 


证 明 设 ai ,an 为 了 的 一 组 基 , an41,… ,am 为 匀 的 一 个 基 ， 于 是 
{aijf 为 VY 的 基 , 并 且 对 i= n+1,…,m,T(ai) = ai, 那么 了 的 矩阵 对 ;= 
n+ 1,… ,m 的 第 i 列 为 六， 如 果 我 们 能 证 明 po (T 1 Y) € HomY 是 上 的 左 
上 和 角 定 阵 , 那么 引 理 可 由 我 们 上 面 的 讨论 得 到 ， 如 果 同 学 们 能 形象 地 看 出 向 量 
(po7)(ai) 入 对 是 什么 样子 , 那么 他 们 便 明 日 了 这 点 . 口 


推论 6.6 在 上 面 情形 中 , 如 果 了 在 全 下 也 不 变 , 则 A(T) = Ay(T1Y). 
证 明 由 于 现在 po (T1Y) = 了 T1Y, 故 立 即 得 到 证 明 . 口 


如 果 和 和 YY 的 角色 互 换 , 并 都 在 了 工 下 不 变 , 而 了 在 了 上 为 恒 同 映射 , 则 
同一 引 理 告诉 我 们 有 A(T) = Ax(T1? 关 ) . 如 林 我 们 只 知道 入 和 了 为 工 -不 
变 , 则 我 们 可 以 分 解 了 为 一 个 可 交换 的 滋 积 了 = 五 oo 有 = To 其 中 并 
和 Ts 是 上 面 所 讨论 的 两 个 较为 特殊 的 类 型 , 故 有 规则 A(T) = AQ)A(C2) = 
Ax(T1XX)Ay(T1TY),， 这 是 第 二 章 中 所 列 出 的 男 一 个 性 质 . 

最 后 的 一 个 规则 也 是 上 面 引 理 的 一 个 推论 . 如 果 了 在 X 上 为 恒 同 映射 并 
同时 在 V/X 上 也 为 恒 同 , 则 不 难看 出 po (T 1Y) 作为 HomY 中 的 元 素 也 是 恒 
同 的 , 故 由 引 理 知 A(T) = 1 . 

我 们 现在 证 明 有 关 “ 按 子 式 (或 余 因 子 ) 展 开 ” 的 定理 . 设 上 为 由 xmm 炖 阵 ， 
并 设 (#)?" 为 由 t 消去 第 p 行 和 第 7 列 后 得 到 的 (m 一 1) x (m 一 1) 子 矩阵 . 于 是 
有 


定理 6.3 D(t) = > 人 (一 DrtirD(( 的 了) 就 是 说 , 我 们 可 以 按 第 7 列 展开 
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米 对 D(t) 计 值 ; 把 第 7 列 中 每 个 元 素 乘 上 与 它 相 侍 的 (m 一 1) x (m 一 1 和 给 阵 的 
行列 式 而 后 相 加 . 定理 中 出 现 的 两 个 'D’ 自然 各 具 维 数 和 mm 一 1. 


”证明 在 tr = pz 的 特殊 假定 下 考虑 D(t) = D( 贡 ,… ,tm). 因为 D(t) 既 对 
的 列 也 对 t 的 行 均 是 交错 线性 泛 函 , 故而 我 们 可 以 把 第 7 列 和 第 p 行 移 到 右边 
缘 和 底 边 缘 上 , 然后 用 引 理 6.2. 因此 


Dt) =(-D™ (一 _Dm-aptm) = (CDPtrpltz ) ， 


一 般 情形 下 , tr = 交 岂 ， tir6i, 如 果 我 们 对 这 个 在 第 > 位 置 的 和 式 展开 万 (和 
t"™), 另外 如 果 我 们 用 上 面 对 所 得 和 的 各 分 别 项 的 计 值 ， 便 得 到 D(t) 
D1) tt D((E)™). 


推论 6.7 如 果 s 关 7, 风 5 (一 1)'+rtisD((t)””)=0 


证 明 现在 我 们 有 和 矩阵 第 s 列 与 第 7 列 完全 相同 时 的 定理 的 展开 式 .， i 
性 , 这 个 矩阵 的 行列 式 为 0 . 


为 了 使 记号 更 简明 , 令 cy = (一 1)i+tiD((t) 卫 ). 称 其 为 元 素 好 在 t 中 的 余 因 
子 . 我 们 的 两 个 结果 合 起 来 是 说 


> cirt is 一 0 . 

1 二 1 
特别 , 如 果 D(t) 和 0, 则 分 量 为 si = cir/D(t) 的 矩阵 s 是 t 的 逆 . 这 种 观察 
到 的 性 质 给 了 我 们 表达 一 组 线性 方程 解 的 干净 利落 的 方法 . 我们 要 以 y 解 出 
t.zx 二 y 的 zx, 假定 D(t) 关 0. 于 是 因为 s 是 t 的 道 , 便 有 z = 3.2. 即 对 
j 二 1 ,mz = 一 si 二 (于 yicij)/D(t)， 按 照 我 们 的 展开 定理 , 此 表 
达 式 的 分 子 正 是 由 从 t 中 以 m 联 组 y 替换 其 第 j 列 得 到 的 矩阵 的 行列 式 dj. 因 
此 , 以 这 样 定 义 的 dz = y 的 解 是 mm 联 组 
dm 
“万 的 DE 


这 是 克拉 默 法 则 .这 与 2.5 节 的 陈述 在 记号 上 稍 有 不 同 . 


口 1 


TL 一 


7.7 ”外 代数 


我 们 最 后 的 工作 是 在 交错 n 重 线性 泛 函 (也 称 为 外 m - 形式 ) 之 间 引 进 乘法 
运算 ， 我们 首先 扩张 张 量 乘积 运算 , 我 们 需 用 此 运算 由 泛 函 形成 了 初等 协 变 张 
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量 . 


定义 7.1 如 果 Ee(V9@ ,ge (VD 则 fg 是 (V*)@+0O 中 的 元 素 ， 
其 定义 为 


f CO gE ,Ent) = fi ,En)g9(Ently ,Ent) 
我 们 自然 要 问 , 如 何 将 此 运算 与 (V*) 加 + 到 on+l 的 投影 2 结合 起 来 . 
定理 7.1 f(f@9)= 0(f@ fg9)= (Nf O99). 
证 明 我 们 有 
0(f @ 09) = i 5(en 0)(f OO 29) 


一 i >》 (sgn o) 6 (9 2 _(sgn no" | 
= or 2_(sgn o)(sgn p)(f (0 g?7)" 


我 们 可 以 把 p 看 作 作 用 在 /Go 的 全 部 n+! 位 置 上 的 置换 ,但 在 前 n 个 位 置 为 
恒 同 作用 . 因而 (f 的 gr?)”= (f 的 9)?°. 令 po = 对 每 个 o', 满足 po = 的 
偶 对 < p,o > 准确 地 有 个 , 即 偶 对 {< p,p -10 ' ~: p€ Si}. 因此 上 面 的 和 式 为 


i 》 (sgn o)(f C909)” = 2(f C99). 


对 0(0f 9g) 的 证 明 本 质 上 是 一样 的 . D 
定义 7.2 如 果 f ea"r,geEal 则 fAg= ("+ ') pr 


5| 理 7.1 A 人 人 fr = n/niinol nl) (fi 的 … 的 天), 其 中 ni 用 
户 的 阶 ， 2 一 1,: 有 以 及 了 = Dini 


证 明 用 横 运 算 人 的 定义 和 上 面 定理 直接 用 归纳 法 证 明 . 二 


推 伦 7.1 如 末 入 ; E 二 则 


NA AM = nf CO Cg Mn) 
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特别 , 如 果 gq 过 … <qn, 生 {14}? 是 Vr* 的 一 个 基 , 则 
Lg 人 人 jgs 二 Rn1Q(Jq) = q" 的 基 元 vq . 
定理 7.2 如 果 fear? 和 和 geal, 则 g 人 f= (1)"*f 入 g. 特别 对 入 EV* 有 
A 和 人 入 =0. 


证 明 如 果 o 是 将 最 后 面 的 ! 个 位 置 中 的 每 一 个 移动 过 最 前 面 n 个 位 置 中 
的 每 个 元 , 我 们 则 有 g@f = (f 的 9)". 因此 o 是 i 汉 个 交换 的 积 , 从 而 (sgn c) = 
(—1)”, 并 日 、 

QA(g 601) = 1(f 609)" = (sgn 0) 0(f C099) = (-D)"0(f C009). 
乘 上 ("+0) 便 得 到 定理 . 
推论 7.2 如 果 {Ai}? CV*, 则 和 入:… 信 An 二 0 当 且 仅 当 序列 {Ai}? 相关 . 


证 明 如 果 {A 和 i} 无 关 , 它 便 可 以 扩张 为 V* 的 一 组 基 , 从 而 由 上 一 个 推论 知 
和 i 和信 … 信 和 x 是 a? 中 的 某 一 个 基 向 量 vg, 特别 , NA… An 天 0. 

如 果 {和 i} 相关 , 则 其 中 一 个 元 素 , 璧 如 Ni, 是 其 余 的 线性 组 合 , Xi = > 2 ci 和 i， 
从 而 和 信和 2 入-… 信 An 二 7s Ci 和 i 入 (XA2 人 … 信 入) . 这些 项 的 第 i 个 重复 出 现 


了 Xi, 故 由 引 理 及 上 一 个 推论 应 为 0 . 口 
引 理 7.2 映射 < jg>FjAg 是 由 mxa 到 anf' 的 双 线 性 映射 . 
证 明 由 fg 的 显然 的 双 线 性 性 立即 推导 出 . 口 


我 们 以 一 个 重要 的 扩张 定理 结束 . 
定理 7.3 设 0 为 交错 n 重 线性 映射 
< Al1,.…: ,An ~ AL 人 …… 和 人 An 


它 从 (V*)n 到 qn. 于 是 对 任意 的 交错 n 重 线性 泛 函 F(A1,… ,和 An) E (V*)", 存 
在 om 上 惟一 决定 的 线性 泛 函 G, 使 得 下 = Go0. 因而 映射 G 户 玉 是 从 (gq")* 
到 an(V*) 的 典型 同 构 . 

证 明 证 明 此 定理 的 直接 方法 是 用 方程 = G o9 确定 G 在 一 组 基 上 必须 
的 值 来 定义 G, 然后 由 G 的 线性 性 ， 


< A ,An > Fy》 和 1 人 .…… 人 An 
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的 交 铺 多 重 线性 性 和 的 交错 多 重 线性 性 表明 了 等 式 FF = Geb 处 处 成 立 . 其 
计算 在 记号 上 相当 复杂 . 我 们 将 用 其 他 方法 绕 过 这 种 计算 . 我 们 将 会 看 到 , 在 证 
明 比 此 定理 的 结论 更 多 的 东西 时 反倒 得 到 了 此 定理 的 一 个 较 短 的 证 明 . 口 


考虑 空间 a*(V"*), 它 是 (V*)* 上 所 有 交错 的 n 重 线性 函数 . 由 定理 5.2 知 
d(a"(V*)) = ()( 因 为 dV*) = d(V) = m). 现 对 每 个 (ao") 中 泛 函 G, 泛 函 Gob 
是 交错 和 nn 重 线性 的 , 故 G 呈正 = Go0 是 由 (qa?)* 到 an(V*) 的 映射 , 它 显然 是 线 
性 的 . 它 又 是 个 单 射 , 这 是 因为 , 如 果 G 冯 0, 则 Fljoy,…… AU) = G(vg) 0， 
其 中 vo = He 人 … 信 jiqtn) 是 a*(V*) 的 某 个 基 向 量 . 因为 da?(V*)) = (7) = 
do") = d((a”)*), 故此 映射 是 个 同 构 (由 第 二 章 定理 2.4 的 推论 ). 特别 地 , 每 个 
在 a*(V*) 中 的 下 具有 形式 Go0 . 

可 以 进一步 证 明 , 上 面 定 理 所 断 言 的 性 质 是 o 的 一 个 抽象 的 特征 描述 . 我 
们 这 样 说 的 意思 是 这 样 的 : 假定 给 出 了 一 个 向 量 空间 和 从 (V*)* 到 XX 的 一 
个 交 销 了 映射 p， 并 假定 (V*)” 上 每 个 交错 泛 卫 FF 惟一 地 扩张 为 式 上 的 线性 泛 
卫 G( 即 下 = Go wy). 则 半 同 构 于 a", 并 使 vp 成 为 9. 

要 明日 这 点 我 们 只 需 简 单 地 注意 到 惟一 可 扩张 性 的 假定 完全 准确 地 等 于 $ : 
GPF=Gogy 是 从 X* 到 a"(V*) 的 一 个 同 构 这 个 假定 . 上 面 定 理 给 出 了 一 个 
同 构 9 : (a")* 二 a*(V*) 而 伴随 映射 ( o 0)*, 因而 是 由 X** 到 (a?)** 的 一 
个 同 构 , 就 是 说 , 从 式 到 a"7. 我 们 将 不 去 验证 p “成 为 "98 了 . 

由 于 定理 6.2 的 推论 6.3, 等 式 DO = D(t*) 是 更 加 一 般 的 等 式 A(T) = 
A(T*) 的 矩阵 形式 , 留意 这 个 方程 的 “不 徘 坐 标 ” 的 证 明 是 若 有 意思 的 . 当然 , 这 
里 的 全 EHomyY . 

首先 注意 到 等 式 (7T* 和 A)(&) = A(T(&)) 通过 @ 和 入 的 定义 可 以 给 出 


1 AIAAT An Cn) 一 AAA 人 An(T6 pn) ， (*) 


又 ,eve : AIAAAn Fry 和 和 和信 An( 世 ，… ,én) 对 每 个 EE€V" 是 一 个 an(V*) 上 的 
交错 n 重 线性 泛 函 . (*) 左 端 那个 项 因而 是 eve(T* 和 AL,… ,T* 和 hw); 如 果 n = dim V 
由 A 的 定义 , 这 就 是 A(T*)eve (和 1,… ,和 An). 由 同样 的 定义 , (*) 的 右 病 变 成 了 


AT)[A A A Mn (E11 ,én)] = A(T)eve(N,: ,Mn) . 


因此 (*) 意味 着 等 式 A(T*)eve = A(T)eve. 由 于 当 € = {&:}? 为 无 关 时 , eve 天 0， 
我 们 便 证 明了 A(T*) = A(T) . 

我 们 称 泛 函 Nie V" 的 攀 积 NA….A Xn 为 一 个 多 重 向 量 .在 上 面 我 们 看 到 
A 入 … 人 An 闫 0 当 且 仅 当 {Xi}? 是 无 关 的 , 这 时 {和 Xi}? 张 成 V* 中 一 个 n 维 子 
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空间 . 下 面 的 引 理 表明 这 个 几何 联系 并 非 偶然 . 


引 理 7.3 V* 中 两 个 无 关 的 n 联 组 {Ai}? 和 {Li]j? 在 V* 中 张 成 相同 的 线 
性 子 空间 当 且 仅 当 ji 和信 … 人 人 jin 二 (A1 人 … 人 人 An), 其 中 上 为 某 个 常数 . 


证 明 如 果 {jj}? C L(Ai}?), 则 每 个 jv; 是 这 些 和 A; 的 线性 组 合 . 如 采 我 们 按 
照 这 些 基 的 展开 式 去 展开 ji 人 和信 … 信 jn. 得 到 了 k( 和 1 人 入 … 人 An). 如 果 更 进一步 ， 
{41ij? 是 无 关 的 , 则 上 非 零 . : 
现 设 若 相 反 , ji 人 入 … 人 jn 二 kk 和 1 人 入 … 信 An),k 关 0. 这 首先 表示 {ji}? 是 无 
关 的 , 并 且 对 每 个 ; 有 z 
Hj 人 A 人 (AIAAAn)=0, 


故 每 个 1 与 {Ai}? 相关 . 合 起 来 , 这 两 个 结果 蕴涵 了 集合 {41i}? 与 {和 i}? 有 相 
同 的 线性 张 成 空间 . DO 口 


这 个 引 理 表明 一 个 多 重 向 量 有 一 种 与 它 决定 的 子 空间 的 关系 , 这 关系 类 似 
于 单个 向 量 和 它 张 成 空间 的 关系 . 


7.8 ”内 积 空间 的 外 需 


设 V 为 有 限 维 向 量 空间 , 并 设 (,) 为 一 个 非 退 化 ( 非 异 ) 的 V 上 的 对 称 双 线 
性 形式 . 在 这 一 节 和 下 一 节 中 我 们 称 任意 这 种 双 线 性 形式 为 一 个 内 积 , 那 怕 它 可 
能 不 是 正定 的 . 我 们 知道 这 种 双 线 性 形式 (,) 诱导 了 V 与 V* 的 同 构 , 它 将 每 个 
y 映 到 EV*, 其 中 x) =< 7z,7 >= (x,y) 对 所 有 z 成 立 . 于 是 我 们 在 V* 上 
令 (如 = (u,v) 得 到 一 个 非 退 化 的 形式 (内 积 ), 并 继续 用 (,) 表示 . 在 o 上 也 
得 到 一 个 非 退 化 内 积 , 这 时 令 


(Ti A NAT,D1 A A Dg) = det((ti, 5))). (8.1) 


要 验证 (8.1) 式 有 意义 , 首先 注意 到 对 固定 的 页 ，…… ,54 € V*, (8.1) 式 的 右 剖 是 
个 反对 称 的 向 量 页 …… ,zi 的 多 重 线性 函数 , 因此 由 定理 7.3 可 扩张 到 aq(Y 
上 . 类 似 地 , 固定 这 些 均 便 决 定 了 一 个 9(Y“) 上 的 线性 函数 , 从 而 (8.1) 式 确 有 先 
义 , 并 扩张 到 ax(V*) 上 一 个 双 线 性 函数 .(8.1) 式 的 右 端 显然 对 4 和 v 是 对 称 的 ， 
故此 双 线 性 形式 确 为 对 称 . 要 明白 它 是 非 退 化 的 , 我 们 来 选取 一 组 基 1,… ,un， 
使 得 

(Wi, uj) 三 士 0ij . (8.2) 
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(由 第 二 章 定 理 7.1, 我 们 总 能 找到 这 样 一 组 基 .) 我 们 知道 {如 } = { 入 入 玩 , } 
构成 mf 的 一 组 基 , 其 中 =< 1 ,io > 遍历 所 有 满足 1 < <.…<is <n 的 
整数 的 g 联 组 ; 我 们 断言 

(Ui, Uj;) = +0i; . \ (8.3) 


事实 上 , 如 果 i 关 7 则 对 1 与 g 之 间 的 某 个 7 值 和 对 所 有 s 有 i; 关 js. 这 时 算 
阵 (wz, 13, ) 的 一 整 行 即 第 7 行 全 都 为 0. 因此 (8.1) 式 在 此 时 为 0. 如 有 果 i = 了， 
则 (8.2) 式 说 的 是 此 矩阵 沿 对 角 线 为 士 1 而 其 余 处 为 0, 这 就 建立 了 (8.3) 式 , 因 
此 (,) 在 af 上 非 退 化 . 特别 地 , 我 们 有 


(U1 AAUny Ut A A un) = (—1)#, (8.4) 


其 中 # 是 在 (8.3) 式 中 人 负 号 的 个 数 . 


7.9 ” 星 亏 算 子 


设 V 是 个 有 限 维 向 量 空间 , 并 赋 以 像 第 8 节 中 那样 的 非 退 化 内 积 . 如 采 n 
是 Y 的 维 数 , 则 ar" 是 一 维 的 . 那么 , 在 a* 上 所 诱导 的 内 积 是 非 退 化 的 , 故 (了 2, 避 
对 ur 中 所 有 非 零 的 元 e on 要 么 总 是 正 的 , 要 么 总 是 负 的 . 特别 地 , 在 a” 中 正好 
有 两 个 元 使 (&, 如 ) = 土 1. 让 我 们 选 定 其 中 一 个 , 在 本 节 剩 下 的 内 容 中 认定 它 不 
变 . 几何 地 说 , 这 等 于 在 了 上 选取 了 一 个 定向 . 我 们 已 经 排出 了 一 个 


(ze qa", 满 足 (如 ) = (一 1)#. (9.1) 


邻 为 aq? 中 某 个 固定 的 元 素 . 于 是 对 任意 5 Ear"? 有 A 人 YE€ 吧 , 故 可 写 为 
TAT = 方 ( 信 E， 其 中 方 ( 食 线性 依赖 于 5. 因为 在 a*“? 上 所 诱导 的 内 积 (,) 是 非 
退化 的 , 故 存在 一 个 惟一 的 元 素 #5 € un- 使 得 (5,*5) = 万 ( 避 ， 重复 说 一 下 , 我 
们 对 每 个 可 Ee qs, 用 令 

(了 *D )T =VAY (9.2) 


的 方式 给 定 了 一 个 * 5 € an-9. 那么 我 们 已 定义 了 从 吧 到 qa" 的 一 个 映射 * . 
由 (9.2) 式 知 此 映射 是 线性 的 . 设 tw,… ,un 为 满足 (8.2) 式 的 V 的 一 组 基 , 也 
令吉 二 ti 人 入 … 信 Wn, 并 构造 qf 和 qa"? 的 对 应 的 基 . 于 是 如 果 在 9 联 组 i 中 出 
现 的 任 一 计 也 出 现在 7 了 则 坏人 = 0. 如 果 没 有 任何 妇 出 现在 7 中 , 则 


Ui A Uj 二 EL 
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其 中 sg = senk. 
如 果 将 此 与 (9.2) 式 和 (8.3) 式 比 较 , 我 们 看 出 


水 电 ; 一 士 Ei jj _ vt ; . (9.3) 


其 中 的 符号 用 于 在 (8.3) 式 中 出 现 的 , 即 符号 为 正 还 是 负 按 照 满足 (j,i) = 一 1 
的 元 出 现在 了 中 的 个 数 是 偶数 还 是 奇数 而 定 . 将 * 施用 于 (9.3) 式 , 我 们 看 到 ， 
对 所 有 Vv Ea， 

六 米 可 一 (—1)%("—D+#y (9.4) 


设 v 和 忆 为 0 中 元 素 . 于 是 


(#2 站) = VA #t = (—1)%(" DxwAwv 


= (—1)%(" Dk* wv ， 
如 果 使 用 (9.4) 式 , 则 有 


(* v,* 1w) = (—1)*(v, w) . (9.5) 


第 八 章 ”积分 


8.1 5| 言 


本 章 将 讲述 在 n 维 欧 氏 空间 到 中 的 一 个 积分 理论 , 读者 所 记得 的 欧 氏 守 
间 , 简单 地 说 就 是 n 维 第 卡 儿 空间 连同 标准 的 内 积 . 我 们 的 主要 事情 就 是 对 到 
的 子 集 引 进 一 个 大 小 的 概念 (二 维 中 的 面积 , 三 维 中 的 体积 , … ). 在 进行 正式 定 
义 之 前 , 让 我 们 看 一 看 我 们 想 要 的 大 小 概念 要 有 什么 样 的 性 质 . 我 们 要 寻找 一 个 
函数 1, 它 对 有 界 子 集 4 C Er 派 定 一 个 数 (4) . 

(i) 我 们 想 要 py(4) 为 非 负 实数 . 

(i) 如 果 4 Cc B, 我 们 想 有 (4) 和 p(B). 

(ii) 如 果 4 和 B 不 交 ( 即 4nB = 2), 则 我 们 期 竺 有 MA4UB) = p(A4)+p(B). 

(iv) 设 了 为 任意 一 个 欧 几 里 得 运动 !. 对 任何 集合 4, 设 Th 为 所 有 形 如 Tz 
的 点 ze 4 的 集合 . 于 是 我 们 期 待 有 AT4) = MA4). (因而 我 们 需要 “全 等 ”集合 
有 相同 大 小 .) 

(v) 我 们 期 待 一 个 “ 低 维 集合 "(对 此 有 适当 的 定义 ) 的 大 小 为 0. 因此 直线 中 
的 点 , 平面 中 的 曲线 , 三 维 空间 中 的 曲面 , 等 等 , 大 小 应 该 全 都 为 零 . 

(vi) 由 相同 的 理由 , 我 们 期 待 开 集 具有 正 的 大 小 . 

1 回忆 一 个 欧 几 里 得 运动 是 E? 中 的 一 个 等 距 上 映射 , 因而 可 以 表示 为 平移 与 正 交 变换 的 复 
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在 上 面 的 讨论 中 我 们 没有 仔细 阐明 我 们 谈 的 是 什么 样 的 集合 . 人 们 或 许 有 
极 大 的 愿望 试图 对 Em” 中 每 个 子 集 都 给 出 一 个 大 小 . 但 这 被 证 明 是 不 可 能 的 , 理 
由 如 下 : 设 U 和 V 为 区 中 任意 两 个 有 界 开 子 集 . 可 以 证 明 ? 我 们 能 找到 分 解 


k k 
U=[JtU 和 Vv=(jV 

i=1 i=1 
满足 U; NU; = @ = VNV,i 关 7 及 欧 几 里 得 运动 Ti 使 得 TiU; = Vi. 换 句 话 
说 , 我 们 可 以 分 裂 7 为 有 限 多 块 , 移动 它们 然后 再 组 合 就 得 到 了 Y 不 用 说 , 集 
合 矿 必定 看 起 来 非常 之 坏 . 我 们 立刻 就 会 想到 , 如 果 希 望 对 所 有 子 集 (包括 像 
那些 U/) 给 出 一 个 大 小 度量 我 们 便 不 能 满足 (i),(ii),(Giv) 和 (wi). 事实 上 Gy) 便 
复 (k 一 1) 次) 意味 者 


nu(U) 一 > 


而 (iv) 蕴涵 了 HL) = AD). 因此 AZ) = 4(V), 或 者 说 ,任何 两 个 开 集 的 大 小 
相同 . 因为 任 一 开 集 包含 有 两 个 不 交 的 开 集 , 这 表明 由 (站 有 MD) > 2k(U0), 故 
ADC) =0. 
因此 我 们 面临 着 选择 .要 么 去 掉 上 面 (i)~(vi) 中 某 些 要 求 ， 要 人 么 我 们 不 对 
En 中 每 个 子 集 都 派 定 一 个 大 小 度量 . 由 于 我 们 的 要 求 是 合理 的 , 我 们 宁愿 选取 
第 二 个 可 能 性 . 当然 这 表明 现在 除了 引进 大 小 概念 外 , 我 们 还 必须 描述 那些 我 们 
所 接受 的 “好 ”的 集合 的 类 . 

我 们 将 以 公理 化 的 方式 进行 ， 列 出 一 些 对 -类 子 集合 和 一 个 函数 /的 “ 合 

理 的 ”公理 . 


8.2 ”公理 


我 们 的 公理 关联 到 下 的 一 个 子 集 类 呈 和 定义 在 号 上 的 函数 六 .( 即 如 采 4 
是 Er 中 属于 我 们 类 人 的 子 集 , 则 MA4) 有 和 完 义 .) 

LD 是 多 的 一 些 子 集合 的 汇集 , 满 大 : 

D1. 如果 AeED,BED 则 AUBED,ANBE2， 还 有 A 一 Ben. 

D2. 如 果 4 € 人 ,了 是 个 平移 , 则 TA ED . 
~ 29 Banach and A. Tarski, Sur la décomposition des ensembles de pointes en partle respec- 


tivement congruentes, Fund. Math. 6,244~ 277(1924). R. M. Robinson， On the decomposition 
of Spheres, Fund. Math. 34,246~ 260(1947) . 
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D3. 集合 Qi = {z:0 才 2 < 1 属于 分 ， 

II. 实 范 数 人 有 下 列 性 质 : 

41. 对 所 有 A € DD,1(A) >0. 

12. 如 果 AEeED,BeD 有 是 ANB=%, 则 yw(4UB)= yj(4)+p1(B). 

13. 对 任何 4E 和 任何 平移 三 有 AT4) = py(4). 

Wa BO . 

继续 进行 之 前 , 对 我 们 的 公理 按 顺 序 作 些 评注 . 公理 D1 让 我 们 可 以 对 信 中 
元 素 进行 初等 的 集合 论 中 的 运算 . 注意 在 公理 D2 和 13 中 只 允许 进行 平移 , 但 
是 在 我 们 所 罗列 的 想 要 的 性 质 中 有 (iv) 中 要 求 关 于 对 所 有 欧 几 里 得 运动 有 适当 
表现 . 原因 是 我 们 将 证 明 对 于 人 DD 的“ 好” 选择, 这些 列 出 的 公理 惟一 地 决定 了 . 
虽然 我 们 只 设 定 了 较 弱 的 条 件 13 作为 公理 , 但 最 终 将 证 明 , / 实际 上 满足 了 更 
强 的 条 件 (iv) . 

公理 D3 保证 了 我 们 的 理论 不 是 完全 平凡 的 , 即 汇 集 人 是 非 空 的 . 公理 /4 
具有 法 化 4 的 作用 . 没有 它 , 任何 满足 J1,42 和 13 的 4 都 可 以 习 上 一 个 非 负 实 
数 , 如 此 得 到 的 新 函数 凡 仍然 会 满足 我 们 的 公理 . 特别 地 , /4 确保 了 我 们 没有 
选择 / 为 对 每 个 4 指派 0 的 平凡 函数 . : 

下 面 几 节 的 计划 是 对 全 作 一 些 合理 的 选择 并 证 明 对 所 给 定 的 这 个 人 D9 存在 
一 个 惟一 的 满足 1 到 yj4 的 4 上. 

我 们 常常 用 到 而 不 加 评论 的 一 个 人 9, - 公理 的 一 个 重要 的 初等 推论 是 

15. 如 果 4 C U? 4;, 其 中 的 所 有 和 集合 均 在 人 D 中 , 则 py(4) < >i 4(4i). 

我 们 开始 做 的 大 部 分 事情 是 组 合式 的 . 我 们 首先 考虑 (广义 的 ) 窍 形 , 它 是 区 
间 的 笛 卡 儿 积 , 以 及 用 在 其 中 一 个 点 来 决定 一 个 分 裂 矩形 的 方法 , 即 像 在 图 8.1 
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中 表示 的 那样 将 矩形 分 成 更 小 的 矩形 的 组 合 . 它 所 关联 的 事实 是 任意 两 个 窍 形 
的 交 为 矩形 , 两 个 矩形 之 差 为 有 限 个 矩形 的 不 交 并 ( 见 图 8.2) . 


8.2 


我 们 称 集合 4 是 可 铺 的 是 说 它 可 以 表示 为 矩形 的 有 限 个 不 交汇 集 p 的 并 和 集 
( 称 为 4 的 一 个 铺 砌 )， 由 我 们 这 种 组 合式 的 想法 可 知 , 所 有 可 铺 的 集合 的 汇集 
Dwin 满足 公理 D1 到 D3, 并 且 是 那样 的 最 小 族 : 任何 其 他 满足 这 些 公理 的 汇集 
D 包含 了 Dmin. 于 是 , 如 果 几 在 9min 上 满足 J1 到 /4d, 则 它 必定 对 一 个 矩形 有 
自然 的 值 ( 即 边 长 的 乘积 ). 这 表明 , 由 于 对 任意 可 铺 集 J(4) 必定 是 4 的 一 个 铺 
“ 砌 中 和 拢 形 自然 值 的 和 , 故 在 Dmin 上 kh 由 要 求 /1 到 J4 而 惟一 地 决定 . 在 Dmin 

上 的 存在 性 依赖 于 一 个 关键 的 引 理 , 即 4 的 两 个 不 同 的 铺 砌 给 出 相同 的 和 数 
( 见 图 8.3) . 


图 8.3 


这 归结 到 这 样 的 事实 :4 的 两 个 铺 砌 的 “ 交 ” 是 第 三 个 “更 细 ” 于 它们 中 任何 
一 个 的 铺 砌 , 以 及 当 单个 的 矩形 被 分 裂 开 时 , 对 各 个 分 裂 块 的 自然 值 上 相 加 成 这 
个 被 分 段 的 矩形 的 几 值 . 

所 有 这 些 想法 虽然 初等 却 在 细节 上 十 分 凌乱 棘手 . 我 们 在 下 面 给 出 的 证 明 
是 为 读者 在 有 疑问 时 作为 参考 之 用 , 他 或 许 只 须 读 一 读 定 义 和 结 果 的 陈述 , 然后 
便 进 到 第 6 市. 
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8.3 ”和 矩形 和 可 铺 集合 


首先 引进 一 些 记 号 和 术语 . 设 a 二 < a}, 7 ,a 六 和 b 二 < 六 ， 四 ,b™ 六 为 多 

中 元 素 . 我 们 所 说 的 和 矩 形 口 ? 是 指 一 个 集合 , 它 的 所 有 点 2 =< ZI ,Zn >E 了 
满足 a < x* < 六 .因此 

DD= {zr:a <r <b,i=1,.…,n}. (3.1) 

注意 , 为 了 让 口 ? 非 空 , 必须 有 ai < 对 所 有 i 成立 . 换 句 话说 , 如 果 a > 对 

某 个 i 成立 , 则 

Dt=g. (3.2) 

例如 在 平面 (”= 2) 中 , 我 们 的 矩形 对 应 于 普通 的 欧 几 里 得 窍 形 ,其 边 平行 

于 轴 ( 或 许 我 们 应 该 用 一 个 附加 形容 词 来 称呼 我 们 的 集合 为 水 平 矩 形 , 文 柱 形 和 孝 


形 或 者 别 的 什么 , 但 为 简明 起 见 , 我 们 只 叫 它们 做 矩形 .) 注意 , 在 平面 中 我 们 的 
矩形 只 有 左边 和 下 边 而 没有 右边 和 上 边 ( 见 图 8.4) . 


Xx1=0 
| | 


图 8.4 


对 一 般 的 n, 如 果 我 们 令 1 =< 1,1,… ,1 >, 那么 我 们 的 记号 与 D3 的 一 致 
我 们 现在 汇 拢 一 些 关于 矩形 的 初等 性 质 . 从 定义 (3.1) 式 立即 可 以 推出 , 如 
采 Q =~ Q ,+ , ar >,b 三 < 六 ,有 六 等 等 ， 则 


已 人 92 = Os, (3.3) 


其 中 ef 二 maxfai cn fi 二 min(bi,di),i = 1,… ,n. (读者 应 画 出 各 种 不 同 的 在 平 
面 上 关于 这 个 等 式 的 例子 从 而 得 到 正确 的 几何 感觉,) 注意 此 时 品 :nD4 = 的 
情形 由 (3.2) 式 也 包含 在 (3.3) 式 中. 另 一 个 由 定义 (3.1) 式 直接 得 到 的 结果 是 


对 任意 的 平移 T,， TD2 = Dre . (3.4) 
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我 们 要 建立 一 些 初 等 的 结果 , 而 它们 将 意味 着 对 任何 满足 公理 D1 到 D3 的 
DD 必 包 人 洛 所 有 的 齿 形 . 


引 理 3.1 任何 算 形 口 。 可 以 写 为 不 交 并 
k 
口 2 = [J Os, 其 中 四 一 ar € 品 o . 
Tr 二] 


(这 个 引 理 说 的 是 任何 一 个 “大 的 ” 窍 形 可 以 写 为 有 限 个 “小 的 ”矩形 的 并 .) 


”证明 我 们 可 假设 Ds 关 g( 否 则 在 并 中 取 避 = 0). 因此 &t > ai. 特别 , 如 果 我 
们 选取 一 个 充分 大 的 整数 m, 则 (1/2m")(b -a) 将 位 于 口 中 . 
用 归纳 法 , 只 要 证 明 我 们 能 把 D8 分 解 为 不 交 并 


1 


DO = (J OS, 其 中 ds -cs = 3(0-o) 35) 


就 可 以 了 .( 因 为 由 此 我 们 可 以 继续 细 分 直到 我 们 得 到 了 足够 小 的 甜 形 .) 

我 们 以 显而易见 的 方式 来 得 到 这 个 剖 分 , 即 选 取 窍 形 “ 中 间 位 置 的 ”点 为 顶 
点 , 并 考虑 由 通过 此 点 而 平行 坐标 面 的 超 平面 分 割 得 到 的 所 有 和 元 形 . 要 写 出 一 
个 显 式 表 述 的 公式 , 方便 的 办 法 是 使 用 {1,… ,n} 中 所 有 子 集合 的 集合 为 指标 
集 而 不 用 整数 1 … , 2” 为 指标 . 设 J 了 表示 {1,2,… ,n} 的 一 个 任意 子 集 . 设 


QJ =<ay,:.… ,ay >,b7 =< 访 ,… ,好 > 由 
， jai+ 妃 汪 ， 如 果 ie 也 
CQ 一 
CQ， 如 果 i g J 
以 及 | 
(’ 如 果 i € 
J 一 ， i 
bi — Lae, 如 果 i 4 J 


给 出 . 于 是 任 一 zx € 口 位 于 一 个 且 只 有 一 个 Der 中 ， 换 句 话说 , 如 果 J 关 玉 则 

De N De = Gg， 并 且 Up 在 jDe; = Da. (n = 2 的 情形 展示 在 图 8.5 中 .) 因为 

bj 一 QJ =3(b 一 @) 对 所 有 J 成立, 故 引 理 得 证 . 口 
现在 我 们 看 到 , 由 (3.3) 式 对 任意 ce Da 我 们 有 


Ds=DInDc_ ，. (3.6) 


c—l1 
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设 T, 表示 通过 向 量 v 的 平移 . 于 是 D2_1 = Tc-10D8, 这 由 (3.4) 式 得 出 因此 
由 公理 D2 和 人 D3 抢 形 口 s_; 必定 属于 分 . 由 (3.6) 式 和 公理 人 D1 我 们 得 出 结论 ， 
D6 € 人 D 对 任何 ce Di 成 立 . 

由 (3.4) 式 观察 到 T,D2-* = 吕 . 因此 一 旦 5 一 a € 口 $, 则 


DeenD. 
如 果 我 们 此 时 用 引 理 3.1 便 得 出 结论 说 , 对 所 有 a 和 b， 
DeeD. : (3.7) 
我 们 给 出 下 面 的 定义 . 


定义 3.1 子 集 5 C Er 称 为 一 个 可 铺 集 是 说 , 如 果 9 是 有 限 儿 个 答 形 的 不 
交 并 . 


我 们 于 是 可 断言 : 


命题 3.1 满足 公理 D1 到 匀 3 的 任何 一 个 匀 必定 包含 了 所 有 的 可 销 采 , 设 
Dmin 表示 所 有 矩形 有 限 并 集 的 汇集 ， 则 Dmin 兰 足 公理 4)1 到 23 


证 明 我 们 已 经 证 明了 此 命题 的 第 一 部 分 . 将 第 二 部 分 作为 习题 留 给 读者 口 
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8.4 ” 极 小 理论 


我 们 将 看 到 由 公理 Al 到 /3 决定 的 A 到 底 能 走 多 远 . 事实 上 , 我 们 要 证 明 
ADe) 正 是 它 应 该 是 的 那个 样子 , 即 , 如 果 


Qa=<a,.…,a"> 和 b=<0b,-.…,b">， 


则 我 们 必 有 


wDo= 4 各 果 De = (4.1) 
(bi 一 Q1 ) ” 《bn 一 Qn), 如 果品 2. 


公理 j4 说 ,(4.1) 式 对 特殊 情形 a = 0,b = 1 成 立 ， 考 查 引 理 3.1 的 
证 明 表明 Dj 可 以 写 做 2* 个 矩形 的 不 交 并 , 它们 都 全 等 于 (通过 平移 ) 口 0 ”， 


1 
pHDa )= 训 


重复 这 个 论断 便 归纳 地 证 明了 如 果 去 =< 去 ,…， 
去 > 则 

1 
Dnr 
我 们 要 用 (4.2) 式 去 验证 (4.1) 式 . 想法 是 用 立方 形 图 8.6 


ADa” ) = (4.2) 


OL 


的 平移 的 并 去 逼近 任 一 个 矩形 . 在 证 明 (4.1) 式 时 我 们 发 现 , 只 需要 考虑 形 如 口 8 
的 矩形 . 事实 上 , 取 c = 5b 一 a, 并 看 到 


T_a (De) 一 Do ) 


故而 公理 /49 蕴涵 了 HKD) = jp( 品 6), 并 由 定义 ,cl,…c? 三 ( 姑 一 全) 一 an”)， 
如 果 Di = 2, 则 (4.1) 式 显而易见 正确 (由 公理 /2) . 假定 D6 关 2. 于 是 c = 
< cl,… ,cn >, 其 中 对 所 有 i,ci > 0. 对 每 个 7, 有 nn 个 整数 N1',… ,NN" 使 得 (图 
8.6) 

Ni/2" < ei < (N+1)/2". / (4.3) 
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在 下 面 ， 设 k 三 < 有 ,+ ,k™ >,!l 二 ~ 1 的 六 等 等 ， 表示 具有 整数 坐标 
的 向 量 ( 即 天 都 为 整数 )， 如 果 ki < 4i 都 所 有 i 成立, 我 们 记 其 为 尺 < i. 如 采 
N =< 和 Ni,… ,Nn >, 则 由 (4.3) 式 和 定义 得 到 : 一 旦 k < 入 则 


(1/2")k+1/2" 
D0 2r) C Do. 


对 任意 和 1 如 果 k 关 1 


(1/2r)R+I/2" ，、 门 (L/2r)i+1/2” _ 
中 Gy 门口 dy = 


由 于 由 (4.2) 式 (及 公理 12) 
(D2 Et/2") 一 1 


(1/2°")k onr 
和 
U /2 et1/2" Cc Oe 
Rk<N 
我 们 得 到 


AL( 口 8) > DFT x (满足 0 < 有 < 六 的 开 的 个 数 ) . 
容易 看 出 有 Ni . Na. … 天 个 这 样 的 R, 故 


MD) > wr x (Ni N= ( 社 )…( 匡 ) 


根据 (4.3) 式 ， Ni /2" Dei 一 1 /27， 故而 


AD ) > G 一 司 + G 一 3 . (4.4) 


类 似 地 ， 
se U oA 
k<N+2 
从 而 得 到 
人 DO) < G 十 滞 1 ce 十 >) . (4.5) 


让 在 (4.4) 式 和 (4.5) 式 中 的 7 一 oo 便 证 明了 (4.1) 式 . 

在 推导 (4.1) 式 中 我 们 利用 了 公理 yu4. 查验 我 们 的 论证 可 以 证 明 如 果 pv 满 
足 y2 和 3 但 不 是 4, 我 们 则 可 以 按 同 一 方式 进行 论证 , 然而 有 一 点 不 同 , 即 我 
们 不 得 不 用 固定 的 常数 u'( 口 3) 去 乘 每 一 个 东西 . 总 合 起 来 我 们 已 证 明了 
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命题 4.1 如 果 j 满足 公理 HL 到 4, 则 任意 算 形 的 j 的 值 被 惟一 决定 并 由 
(4.1) 式 给 出 . 如 果 jv! 满足 J1 到 jv3, 则 对 任意 算 形 口 , 有 


HL(D2) = Ku(De), 其 中 K = Wy/(D8). 


8.5 ” 极 小 理论 ( 续 ) 


我 们 现在 要 证 明 公 式 (4.1) 可 扩张 到 一 个 定义 在 全 min 上 满足 公理 pl1 到 14 
的 惟一 的 4. 我 们 必须 从 实质 上 建立 两 个 事实 . 
(1) 算 形 的 每 个 并 集 可 以 写成 算 形 的 不 交 并 . 
这 个 事实 让 我 们 对 每 个 4 E Dmin 按 公 理 yl 决定 u(4); 如 果 4 是 口 # 的 
不 交 并 , 则 令 . 
1(A) = 》 pu(De:). 


由 于 4 可 以 以 另外 的 方式 写成 矩形 的 不 交 并 , 除非 我 们 建立 了 下 面 的 事实 , 否 
则 这 个 公式 并 没有 确切 的 定义 . 
(2) 如 果 4 二 UDB = UDd 为 4 的 两 个 算 形 不 交 并 的 表示 , 则 


>_p(De:) = 》 ADS) . 
先 引进 一 些 记 号 . 


定义 5.1 Er 的 一 个 铺 砌 pb 是 个 互 不 相交 的 算 形 的 有 限 集合 . 这 个 铺 砌 的 地 
面 是 所 有 属于 p 的 矩形 的 并 集 , 记 为 |p| . 


如 果 p = { 口 纪 }, 7 为 平移 , 我 们 令 Tp = {了 Dai}. | 

如 果 p 和 3 是 两 个 铺 砌 , 称 3 细 于 p ( 记 为 p < 3 ) 是 说 如 果 p 中 的 每 个 起 
形 是 3 中 和 矩形 的 一 个 并 集 . 显然 , 如 果 p < ov,3< p 则 3< b. 还 要 注意 3< 
缠 闷 了 |p| C |al / 


命题 5.1 设 p 和 3 为 两 个 铺 砌 . 则 存在 第 三 个 铺 砌 0 使 得 0<p 和 v0<3. 


证 明 证 明 的 想法 极 简 单 .p 中 或 3 中 每 个 矩形 决定 了 2 个 超 平面 (每 个 起 
平面 包含 矩形 的 一 个 面 ). 如 果 我 们 汇 拢 所 有 这 些 超 平 面 , 它们 将 “ 包 ” 住 了 许多 
个 矩形 . 我 们 设 v 为 在 此 汇 拢 的 集合 中 那些 不 再 包含 更 小 的 矩形 的 矩形 组 成 . 图 
8.7 展示 了 这 种 情形 (n = 2), 其 中 p 和 3 每 个 只 包含 了 一 个 矩形 , 而 b 包含 了 9 
个 矩形 . 
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我 们 现在 充满 整个 论证 的 细节 . 设 cl =< ci ……，c >,*… ,Ck 一 < CE， 
cn > 为 所 有 那些 出 现在 描述 p 和 3 中 矩形 的 向 量 . ( 换 句 话说 , 如 采 De e p 或 
e3, 则 a 和 5 均 在 这 些 c 中 .) 设 di,… ,dkr 为 形 如 < ci ,…,c? > 的 癌 量 ,其 
中 局 的 值 域 各 自 独立 地 在 1 和 上 之 间 (从 而 它们 有 妇 个 ). ( 见 图 8.8 对 n=2 和 
p 与 3 各 含 一 个 矩形 的 情形 .) 对 每 个 d;， 最 多 有 一 个 最 小 的 dj(i) 使 di < dji): 
事实 上 , 如 果 


_ 1 nn 
di =<Ci,** ,Ci, >,， 


则 令 dj(i) 二 ~ Ci)» i C7 Lk 其 中 


cy = min {co,} . 
设 b = {口中 }. 于 是 b 比 p 和 3 细 . 事实 上 ,如 果品 ep, 则 口 s = 口 2 对 某 些 
a 和 pb, 且 
De = 人 Og®. (5.1) 
a Ce 
要 明白 这 点 , 只 要 看 到 如 果 ze D32 则 du < z < ds， 选取 一 个 最 大 的 
d; < z. 于 是 di < x < dy, 故 z€ 口 ?这 便 证 明了 此 命题 . 我 们 在 后 面 要 用 
到 我 们 所 构造 的 这 个 b 的 特殊 形式 , 以 寻找 更 多 的 信息 . 口 


现在 能 够 证 明 (1) 和 (2) 了 
引 理 5.1 设 bl,…… ,pl 为 铺 砌 . 于 是 存在 一 个 铺 感 子 使 得 |3| = jpi|U…Ulpi| . 
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证 明 反复 应 用 命题 5.1， 生生 用 各 一人 有 人 5b, 细 于 所 有 的 pi. 于 是 每 
个 pi 是 让 生生 和 的 矩形 的 并 . 令 3 为 所 有 那些 出 现在 所 有 pi 中 的 矩形 的 
集合 . 于 是 引 = lpi|U…U lpxl . 国 


特别 地 , 我 们 已 经 证 好 了 (1). 更 一 般 , 我 们 也 已 证 明了 每 个 A € Dmin 均 具 
有 形式 4 = |p|, 其 中 为 某 个 适当 的 铺 砌 . 我 们 现在 要 转 而 讨论 (2) . 


引 理 5.2 设 本 < < 人 < < 的 ,只 <.…< 避 为 n 个 数 的 序 
列 . 于 是 


<cel … 六 
: nt 
Dn. i = 2, pD- 
1<&i1 <r1 


1&in <rn 


证 明 事实 上 ,ci -ci == 上 一 二 的 一 避 十 … 二 ci 一 ci_,; 故 当 我 们 乘 出 所 
有 因子 时 引 理 便 由 (4.1) 式 得 出 . D 


现在 证 明 (2). 设 p = {D8},3 = {OD 如 }, 其 中 4= |p| = 人. 设 。 为 我 们 在 命 
题 5.1 的 证 明 中 所 构造 的 铺 砌 . 设 s = {Dd" } 为 0 中 使 口 2 C lp| = | 的 那些 
矩形 口 4 的 汇集 . 那么 要 证 明 (2) 只 要 证 明 


>》 HAOd) = >》 ADu) = >》 (Of:) (5.2) 


就 可 以 了 . 现在 每 个 矩形 D& 按 (5.1) 式 被 分 解 为 矩形 D230， 即 ai = du, = 
dp, 等 等 . 
由 这 些 d 的 构造 知 , 这 完全 是 引 理 5.2 中 所 描述 的 那 种 分 解 类 型 . 因此 (5.1) 
式 草 函 了 
pnD2)= 3 AD29) 
a Cd 
对 所 有 口上 取 和 (并 对 口 s; 同样 进行 ) 便 证 明了 (5.2) 式 . 因此 我 们 可 鬼 述 为 : 


定理 5.1 每 个 4egmin 可 写 为 4 二 pl. 数 4(4) = 2DepHAOD) 不 依赖 于 
p 的 选取 ， 因 此 我 们 得 到 Dmin 上 一 个 有 明确 定义 的 函数 凡 . 它 满足 公理 HL 到 
14. 如 果 凡是 四 min 上 另 一 个 满足 J2 和 1 的 函数 , 则 (4) = Kp(A), 其 中 
K = py'(D8) . 


证 明 定理 的 最 后 两 个 结论 的 证 明 是 容易 的 , 留 给 读者 当 作 习 题 - 
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8.6 可 度 集合 


定理 5.1 表明 我 们 的 公理 不 是 个 空 沉 . 然而 它 并 没有 提供 一 个 满意 的 理论 ， 
因为 Dmin 所 含有 的 集合 太 少 了 . 特别 , 它 不 满足 要 求 ( 首 ), 这 是 因为 除了 一 些 极 
为 特殊 的 情形 外 ,Dmin 在 旋转 下 不 是 不 变 的 . 我 们 现在 要 修补 它 , 办 法 是 重复 使 
用 第 4 节 的 论证 ; 我 们 要 用 那些 已 知 其 4 的 集合 , 即 包含 在 Dmin 中 的 集合 去 力 
图 通 近 更 为 一 般 的 集合 . 这 种 思想 可 追 湖 到 阿 基 米 德 他 使 用 这 种 思想 去 求 平面 
图 形 的 面积 . 


定义 6.1 设 4 为 可 的 任意 子 集 . 如 果 jp| C A 则 称 p 为 4A 的 一 个 内 乌 
砌 .如 果 A C | 着 则 称 3 为 4A 的 一 个 外 铺 砌 . 


我 们 列 出 数 个 显然 的 事实 . 
如 果 lpl| C A C 13|, 则 p(p) < p03) . (6.1) 
如 果 |pl CA4Cll, 则 ITpl CTAClITa. (6.2) 
如 果 4in4z = 和 且 lpi| C Ai,lp2l C 42 ， 
则 piUp2 是 41U 4s 的 内 铺 砌 (6.3) 


定义 6.2 对 本 中 任 一 有 界 子 集 4, 设 


A (A) = ub Ap ， 


称 其 为 4 的 内 容 度 .又 设 
FE(C4) = glb 从 (3) ， 
ACl3| 


称 其 为 4 的 外 容 度 . 


注意 , 由 于 4 是 有 界 的 , 故 存在 一 个 3 满足 4 C |i|. 这 表明 玉 A) 有 定义 . 这 
个 连同 (6.1) 式 表明 j*(4) 有 定义 并 且 z 


w*(A) < A(A). (6.4) 


定义 6.3 称 集合 4 是 可 度 的 是 说 如 果 有 J*(4) = KK( 人 名 . 我 们 称 J*(4) = 
(A) 为 4 的 容 度 , 并 记 为 4(A). : 
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每 个 A € Dmin 是 可 上 度 的 . 事实 上 , 如 果 A = |ol, 则 vb 同时 是 4 的 内 铺 砌 和 
外 铺 砌 . 因此 广 (4) = 的 4) = pl(lo), 从 而 A4) 的 新 定义 与 老 的 一 致 . 
我 们 的 下 一 个 直接 目标 是 证 明 所 有 的 可 度 集合 的 汇集 满足 公理 D1 到 人 D3. 


命题 6.1 集合 4 可 度 的 充 要 条 件 是 它 的 边界 是 可 度 的 并 且 有 容 度 0 . 


证 明 假定 4 是 可 度 的 . 对 任何 5 > 0, 可 以 找到 一 个 内 铺 砌 p 和 一 个 外 
铺 砌 3 使 得 (3) - Ap) < 5/2. 我 们 要 用 一 个 满足 lp C int 4 的 比 p 更 千 
近 的 铺 砌 去 替换 p. 要 做 到 这 点 , 我 们 选取 一 个 小 的 数 7 并 以 口 54 -9 去 替 
代 p 中 的 每 个 矩形 局 . 以 py 记 所 有 这 些 矩 形 的 集合 . 于 是 lpn| C intlp|, 从 而 
pn| C int 4. 进一步 还 有 Ab) = (1 一 27)”p(]p|), 这 是 因为 (1 一 2n) 是 p 中 每 个 
矩形 的 每 边 的 减少 因子 . 相似 地 , 用 稍 大 一 点 的 满足 4 C intlay| 的 3 替换 3, 并 
有 Ka) < (1 十 29)?p(| 引 ). 选取 7 充分 小 , 因而 可 使 得 jy(]3w|) 一 (lpr|) < 6. 设 
vb 是 比 3 和 py 还 细 的 一 个 铺 砌 , 满足 lol = 中 设 s Co 由 vb 中 那些 位 于 int 4 
中 的 矩形 组 成 . 于 是 |o| = li?| 2 51D |p|, 故 Al) 一 p(s|)) 5. 但 04 Cc lo 一 外 ， 
从 而 (64) < plb 一 5|) = (0|) - Ash < 4. 换 句 话说 , A(04) = 

反之 , 假定 94 的 容 度 为 0. 设 5 为 94 的 一 个 外 铺 砌 使 j(|s|) < e. 设 b 为 细 
于 5s 的 一 个 铺 砌 使 得 A C jv|. 设 p Co 由 那些 包含 于 4 内 的 那些 矩形 组 成 . 让 
3 Co 由 那些 在 |p| U |s| 中 的 矩形 组 成 . 于 是 Ki) < Apl) + Asl) < Ap + 
进一步 有 4 C | 外. 事实 上 , 让 ze 4, 则 对 某 个 口 Ev 有 ZzED. 如 果品 N94 产儿 ， 
那么 口 n|s| 关 g, 故 由 于 v0 是 $ 的 一 个 细 分 便 有 口 C lsl. 如 果 口 N64 = %， 
则 口 中 每 个 点 都 在 4 中 , 故 口 C lp|. 这 样 , 我 们 已 经 构造 了 pp 和 3, 它们 满 
是 lpl CACj3| 和 jy(3) 一 pj(p) < &. 因为 我 们 对 任意 & 都 可 这 样 做 , 故 4 是 可 度 
的 . 口 


命题 6.2 任何 有 限 个 具 零 容 度 集合 的 并 仍 具 震 容 度 . 如 果 4 CB, 而 BB 具 
零 容 度 , 则 4 亦 然 ， 


证 明 证 明 是 显然 的 . 口 


定理 6.1 设 全 con 表示 所 有 可 度 集合 的 汇集 . 于 是 人 con 满足 公理 全 1 到 人 D3， 
并 且 由 定义 6.3 给 出 的 4 满足 ML 到 14. 如果 J 为 对 con 上 满足 jl 到 3 的 任 
何其 他 一 个 函数 , 则 J 二 Kp, 其 中 KK = jp'( 口 0). 


证 明 让 我 们 来 验证 这 些 公 理 . 
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D1. 对 任意 4 和 B， 
0(AUB)COAUBOB 和 8(ANB)CoOAUOB. 


由 命题 6.1, 如 果 4 和 B 均 可 度 , 则 64 和 0B 具 容 度 零 . 因此 由 命题 6.2， 
a4UpB,5(4uB) 和 6(4nB) 都 具 零 容 度 , 从 而 A4UB 和 4ANMmB 可 度 . 

D2. 立即 由 (6.1) 式 推导 出 . 

D3. 显然 . 

12. 如 果 A1 和 4 是 可 度 的 , 我 们 可 以 找到 内 铺 砌 p 和 ps 使 得 4(41) 一 
utlpil) < /2 和 (A2) 一 (pzl) < s/2. 如果 AiNnA2=8, 则 piUp2 是 A1U 4 
的 内 铺 砌 , 故 

L(A1U 42) > 1(A1) + 4(A2). 


另 一 方面 , 设 3 和 32 分 别 为 41 和 ho 的 外 铺 砌 , 并 满足 pAl31) < HL41) + ef2 
和 pj(|32|) < p(A2) + ef2. 

设 v 是 一 个 满足 lo| = li U 132| 的 铺 砌 . 那么 bp 是 A1U Ahs 的 一 个 外 铺 砌 ， 
目 满 足 plol < p81)) 十 Al 因此 (A1U A2) < Mol) & pl(A1) + (A2) +&, 
或 者 J(A1U 42?) < (41) 二 (42). 这 两 个 不 等 式 合 起 来 给 出 了 p2. 

M1. 显然 . 

43. 由 (6.2) 式 和 定义 6.3 得 到 . 

14. 已 知 . 

定理 的 第 二 部 分 可 由 定理 5.1 和 定义 6.3 推出 . 事实 上 , 我 们 知道 yi (pl) = 
Ku(|pl), (6.1), 连同 公理 /2 意味 着 yw(|pl) < (4) < pp (四). 由 于 我 们 可 选 p 

3 任意 靠近 4( 在 下), 定理 便 得 证 . 


注 ”注意 到 我 们 实际 上 所 证 明 的 要 比 定理 6.1 所 叙述 的 要 多 一 点 , 它 对 我 们 
来 说 是 有 用 的 . 就 是 说 , 我 们 已 经 证 明了 , 如 果 全 为 任何 满足 人 1 到 D3 的 集合 
的 汇集 , 使 得 Dmin C DC Docon， 并 且 如 果 jy :人 一 恨 满 足 jp1 到 3, 则 对 所 有 
Ae 人 D 有 ww(A4) = Kp(4), 其 中 KK = (D0). 


8.7 ” 何 时 可 度 ? 


我 们 要 建立 一 些 准则 以 决定 一 个 已 知 集合 是 否 可 度 . 回忆 一 个 中 心 在 2 半 
径 为 的 闭 球 是 由 
B*={y:lly— zll<r} (7.1) 
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给 出 的 . 我 们 看 到 有 
Br C De2+w+e1， 其 中 c 为 任意 的 Ec > 0 ， (7.2) 


x+rl 


和 
Detri C Bynr . (7.3) 
( 见 图 8.9) 
如 果 联 合 (7.2) 和 (7.3) 式 , 我 们 看 到 任何 在 球 B 
中 的 立方 体 C 有 有 (B) < 2*(VYn)"p(O), 而 任何 在 立方 8.9 


体 C 内 的 球 妃 有 jp(c) < 3"*(Vn)"A(B). 


引 理 7.1 设 4 为 Er 的 一 个 子 集 . 则 4 有 零 容 度 当 且 仅 当 对 任意 > 0， 存 
在 有 限 个 徐 盖 A 的 球 {Bi} 使 得 (Bi) < e ， 


证 明 如 果 我 们 有 这 样 一 组 覆盖 的 球 , 则 由 上 面 的 注 知道 , 我 们 可 扩大 每 个 
球 为 一 个 矩形 从 而 得 到 一 个 铺 砌 p, 使 得 A C lp| 及 p(lp|) < 3"(Vm)ne. 因此 ,如 
果 我 们 总 能 找到 这 些 球 {Bi} 则 (4) =0. 
反之 , 假设 4 有 容 度 零 . 于 是 对 任意 .6, 我 们 可 以 找到 一 个 外 铺 砌 p 满足 
Alp|) < 6. 对 此 铺 砌 中 每 一 个 矩形 口 ， 用 第 4 节 的 论证 , 我 们 可 以 找到 有 限 
个 立方 体 覆 盖 口 , 而 且 它 们 的 总 容 度 可 以 按 我 们 的 要 求 任 意 午 近 yj( 口 )， 和 壁 如 
< 24( 口 ). 对 每 个 口 ep 都 这 样 做 我 们 便 有 有 限 个 立方 体 { 口 ;}, 它们 有 覆盖 了 4 并 
有 小 于 26 的 总 容 度 . 那么 由 此 引 理 前 面 的 评注 知道 , 每 个 立方 体 口 ; 位 于 一 个 球 
B; 内 , 使 得 KWDi) < 2"(VN)"R(Bi), 从 而 我 们 有 了 一 个 4 的 用 球 B; 的 覆盖 ， 
得 入 Bi) < 2"+1(VYn)"6. 如 果 取 6 = e/2"ti(Yn)"， 我 们 便 有 了 想 要 的 球 的 集 
合 , 从 而 证 明了 引 理 . 口 


回想 起 称 一 个 从 UC Er 一 EB? 的 映射 p 满足 利 普 希 欧 条 件 是 说 , 如 果 存 在 
常数 KK( 称 作 利 普 厦 英 第 数 ) 使 得 


lp(y) — pr) < Klly— zl|. (7.4) 
命题 7.1 设 4 为 容 度 零 的 集合 , 并 满足 A CU, 了 又 设 p:U 一 BB? 满足 利 普 
希 英和 条件 . 则 2(4) 具 容 度 零 . 


证 明 证 明 由 对 两 部 分 都 应 用 引 理 7.1 构成 . 因为 4 具 零 容 度 , 故 对 < > 0 可 
以 找到 有 限 个 球 覆 盖 了 4, 而 其 外 容 度 小 于 e/K". 由 (7.4) 式 ，Pp(B) C BM, 
故 覆 盖 4 的 球 的 像 覆 盖 了 wp(A4), 从 而 总 体积 小 于 . D 
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回忆 下 面 的 事实 : 如 果 vp 是 由 开 集 U 到 Er 的 (连续 ) 可 微 映射 , 则 在 U 的 
任 一 紧 子 集 上 % 满足 利 普 希 欧 条 件 . 
作为 命题 7.1 的 推论 , 我 们 可 以 叙述 下 面 的 命题 : 


命题 7.2 设 是 定义 于 开 集 U 上 的 连续 可 微 映射 , 并 设 4 为 一 容 度 罕 的 
有 界 集 , 满足 4A CU. 则 p(A) 具有 霍 容 度 . 


设 4 为 到 中 任 一 完全 位 于 由 z* = 0 给 出 的 子 空 间 内 的 紧 子 集 , 则 4 具有 
零 容 度 . 事实 上 , 对 某 个 充分 大 的 固定 的 7, 集合 4 包含 在 定形 


人 
中- ,一 7,0>— 


中 , 其 中 e > 0 任意 数 , 此 矩形 具有 任意 小 的 体积 . 
现 设 少 为 VC E"-! 到 Er? 的 连续 可 微 映射 , 它 由 


<Y ,yy ~ ~ UL 2) , WP" (Wy ,1 ,Yy" ) 入 


给 出 . 设 B 为 EF-! 中 任意 有 界 子 集 , 满足 B C 那么 , 我 们 可 写成 V(B) = 
op(A4), 其 中 4 为 可 中 形 如 (y,0),y e B 的 点 的 集合 , 而 p 是 个 可 微 映射 , 定义 
为 

z p(Z ,- ~ ,IT 二 ~ p(x,: ~ ,Zn ,WP" (2 ,- ~ ,Zn ) ” 。 


由 命题 7.2 知 , y(w(B)) = 0. 因此 有 


命题 7.3 设 几 为 VCE"-! 到 Er? 中 的 可 微 映 射 , 并 设 吕 为 满足 万 CT 的 
有 界 集 . 于 是 由 (B) 的 容 度 为 寒 . 


我 们 因而 恢复 了 第 1 节 的 要 求 (v) . 
命题 7.3 和 6.1 式 的 一 个 直接 推论 是: 


命题 7.4 设 4C 本 使 4CUwWwBpi, 其 中 几 和 已; 如 命题 7.3 中 的 功 和 
万 . 则 4 是 可 度 的 . 


这 表明 每 个 “我 们 可 以 画 出 来 的 ” 集合 都 是 可 上 度 的 . 
习题 
证 明 每 个 球 是 可 度 的 . 
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8.8 ”在 线性 畸变 下 的 行为 
”我 们 继续 推导 出 命题 7.1 的 各 种 推论 . 


命题 8.1 设 v 为 U 一 EB 的 一 个 一 对 一 的 映射 , 并 且 满 足利 普 希 英 条 件 ， 
以 及 p-! 为 连续 . 如 果 4 CU 可 度 , 则 p(A) 也 可 度 . 


证 明 因为 4 可 度 , 故 84 为 零 容 度 . 由 yp 所 满足 的 条 件 知 Bp(4) = p(64). 
因此 5p(4) 具有 和 零 容 度 , 从 而 p(4) 可 度 . 口 
命题 8.1 的 直接 推论 是 : 
命题 8.2 如 有 果 工 是 多 的 线性 变换 . 只 要 4 为 可 度 则 上 A 可 度 . 


证 明 如 果 工 非 异 , 则 直接 用 命题 8.1. 如 果 工 奇异 , 它 将 下 整个 映射 成 一 

个 真子 空间 . 任何 一 个 这 样 的 子 空间 均 含 在 {2 : x” = 0} 适当 线性 变换 下 的 像 

中 , 从 而 KZL4) = 0 对 任何 可 度 的 4 成立 . 口 
定理 8.1 设 工 为 Em 的 一 个 线性 变换 . 于 是 对 任意 的 可 度 集 4 有 

nu(LA) = ldet Liu(A) . (8.1) 


证 明 我 们 只 局 限 在 非 异 的 工 情形 , 这 是 因为 我 们 已 经 对 det L = 0 的 情 
形 检验 过 (8.1) 式 . 如 果 工 非 异 , 则 工 将 可 度 集 的 类 带 到 自己 . 让 我 们 对 每 个 
A E Dcon 定义 J 为 WA(4) = py(LA4). 我 们 断定 yw 满足 Dcon 上 的 公理 p41 到 3. 
事实 上 , jl 和 jp2 的 真实 性 是 明显 的 , 而 上 3 由 下 面 的 事实 得 到 , 即 对 任意 平 

移 二 ,我们 有 TisL = LT,, 故 


4 (Ty,A) = 4(LTiA) = (TLvLA) = p(LA) = A (4) . 


由 定理 5.2 我 们 有 结论 
LW 三 kLk, 
其 中 kz 是 依赖 于 工 的 某 个 常数 . 我 们 必须 证 明 kr = |det LL| . 
我 们 首先 看 到 , 如 果 O 是 个 正 交 变换 , 则 
: 1(O04) =p(A) . 


实际 上 , 我 们 已 知 KW(O4) = koy(4). 如 果 取 4 为 单位 球 Bo, 则 0B6 = Bo, 故 
ko 三 |. 
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其 次 我 们 看 到 J(LiL24) = kip4(L24) = kr,krsp(4), 故 
kriL» = kL, kr, . 


现在 我 们 想起 任何 一 个 非 异 的 区 可 以 写 为 工 = PO, 其 中 己 为 一 个 正定 的 目 
伴 算 子 而 O 为 正 交 . 因此 kr = kp 且 |det 了 = |det P| |det O| = |det P|, 故我 们 
只 需 对 正定 的 自 伴 线性 变换 验证 (8.1) 式 , 任何 这 样 的 PP 可 以 写 为 P= O1DOY ， 
其 中 O1 是 正 交 变换 , D 是 对 角 变换 . 因为 正定 , D 的 所 有 特征 值 也 是 正定 的 . 
由 于 det P = det D,kp = kp, 故 只 需要 对 工 为 由 对 角 甜 阵 给 出 的 并 具有 正 特 征 
值 和 1,… ,和 的 线性 变换 工 验证 (8.1) 式 即 可 . 但 这 时 有 LD$ = D9"”， 
故 

Ww (DL) = pOE DN") = A Mn = ldet L|, 


从 而 (8.1) 式 成 立 . 口 


习题 


设 人 1 ,Un 为 EK 中 的 吕 量 ， 我 们 说 Vl,''* ,Un 张 成 的 平行 六 面体 是 指 所 有 形 如 
Sn ivi,0 < zi < 1. 证 明 它 的 容 度 是 |det((oi oj)) 人 


8.9 ”积分 的 公理 


迄今 我 们 已 证 明 有 一 个 惟一 的 定义 于 E? 中 集合 的 一 个 很 大 的 汇集 上 的 人 
然后 除去 一 些 极 特殊 的 情形 外 , 我 们 并 没有 计算 4 的 一 个 有 效 方法 . 要 弥补 这 
点 缺憾 , 我 们 必须 引进 一 个 积分 理论 . 首先 介绍 一 些 记号 : 


定义 9.1 设 /为 了 上 住 一 实 串 数 . 记 为 supp f 的 f 的 支 集 丰 指使 了 不 
为 零 的 点 的 集合 的 者 包 ; 即 


supp f = {2 : f(x) 0}. 
我 们 注意 到 有 


supp (f +9) C supp f Usupp 9 (9.1) 


supp fg C supp f Nsupp 9 . (9.2) 
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我 们 称 f 具有 紧 支 集 是 说 supp j 为 紧 集 . 公式 (9.1)[ 以 及 9 为 常数 时 的 公式 
(9.2)] 表明 所 有 有 紧 支 集 的 函数 构成 了 一 个 向 量 空间 . 
设 了 为 了 到 自己 的 一 个 一 对 一 变换 . 对 任意 函数 f 我 们 以 Tf 表示 函数 


(T(z) = f(T 7). (9.3) 
我 们 看 到 , 如 采 工 和 了 为 连续 , 则 


supp Tf = Tsupp f. (9.4) 
定义 9.2 设 4A 为 EF? 的 子 集 . 以 e4 记 4 的 特征 函数 , 即 画 数 
em 如 果 作 E44， (9.5) 
0， 如 采 z4A. 
我 们 有 | 
EAiNAs = €A1 * €4A2 ， (9.6) 
e4iU4s = EA1 十 e4s 一 EAiNA2 ， (9.7) 
supp eA=A, (9.8) 
并 且 对 Er 到 自己 的 一 一 映射 荆 有 
Te4 = erA . (9.9) 


我 们 所 说 的 Fr 上 的 积分 论 是 指 一 个 函数 的 汇集 和 , 连同 一 个 规则 /, 它 对 
每 个 eg 指定 一 个 实数  j 其 遵从 下 列 公理 : 

$1 . 和 是 一 个 所 有 具 紧 支 集 的 有 界 函 数 空间 中 的 一 个 向 量子 空间 . 

$2 . 如 果 fe $,T 为 平移 , 则 TfeE$. 

$3 . eo 属于 $3, 其 中 口 为 任意 的 矩形 . 

[1. [是 人 上 的 线性 函数 . 

2. [Tf= ff, 其 中 代为 任意 变换 . 

13. 如 果 f>0, 则 /ff>0. 

[4. / eo 二 1. 

我 们 可 看 出 , 这 些 公 理 蕴涵 着 包含 了 所 有 形 如 eo, 十 eo, 十 … 十 eD 的 项 
数 , 其 中 口 !,… ,Dx 为 任意 的 矩形 . 特别 , 对 任意 的 铺 砌 p, 函数 ejp| 必 属 于 六. 

还 有 , 从 [3 我 们 立刻 有 一 个 更 强 的 形式 : 

[3. fxg 坟 ff < fg, 这 是 由 于 有 g 一 >0. 
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命题 9.1 设 售 , 为 一 满足 公理 人 到 3 和 1 到 4 的 一 个 系统 . 于 是 对 
任何 满足 eA E 窜 的 可 度 集 4 有 


fe = py(A) (9.10) 
以 及 对 每 个 f €E 误 ， z 
5. |f fl < lflloon(supp f). 


证 明 这 些 公 理 保证 了 对 每 个 A4E Dmin 有 ea EG, 并 且 wv(4) = /es 满足 
141 到 14. 因此 , | ea = HA(4) 由 的 惟一 性 (命题 4.1) 对 每 个 A € Dmin 成 立 . 
由 此 得 到 , 如 果 4 是 一 个 使 ea E $$ 的 可 度 集 , 并 且 如 果 p 和 3 是 4 的 内 与 外 销 


而 ,出 
(lp) = | em < / eA < / e = pal) . 


因此 ，f ea 在 jv*(4) 与 (4) 之 间 , 从 而 等 于 y(4)， 对 任意 /< 六 和 任意 
A e 全 ,它们 如 果 满 足 supp fC 4, 我 们 则 有 一 上 fllwoea < f < ifiiooea, 从 而 
1 << ifiloop(4), 这 可 由 /3' 和 (9.10) 式 得 到 . 在 右 端 对 所 有 这 样 的 集合 4 取 
下 确 界 便 得 到 了 5. 口 
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现在 我 们 按照 处 理 公理 D 和 相同 的 方式 来 处 理 公理 信 和 上 我 们 要 构造 
一 个 咀 心 理论 而 后 以 逼近 方式 得 到 一 个 “大 ”的 理论 . 由 命题 9.1, 类 说 必 包 
含 了 对 任意 铺 砌 p 的 函数 el. 由 $1 它 从 而 包含 了 所 有 这 些 函数 的 线性 组 合 . 


定义 10.1 一 个 可 铺 函 数 是 指 对 某 个 铺 砌 pb 有 一 个 函数 了 = 加 ， 其 定义 为 


f= > CiEDi : (10.1) 


口 ; Ehy 


容易 看 出 , 所 有 可 铺 函 数 的 集合 满足 公理 $1 到 $3. 进一步 说 , 如 果 了 由 
(10.1) 式 给 出 , 则 从 命题 9.1 和 公理 /1 知道 , 积分 / 在 所 有 可 铺 函 数 的 类 上 由 


fi = 》 ci 人 (Di) (10.2) 
惟一 决定 . 
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读者 应 该 验证 下 面 的 事实 : 如 果 设 gp 为 所 有 可 铺 函 数 的 类 ,， /由 (10.2) 式 
给 出 , 则 我 们 所 有 的 公理 都 被 满足 . 别 款 了 证 明 [ 是 有 明确 定义 的 : 如 果 f 以 两 
种 方式 表达 为 (10.1) 式 的 形式 , 则 由 (10.2) 式 给 出 的 和 是 相同 的 . 

显然 可 铺 函 数 构成 了 一 个 太 小 的 函数 类 . 我 们 想 有 一 个 能 包含 所 有 具 紧 支 
集 的 连续 函数 和 所 有 可 度 集 4 的 特征 函数 ea 的 函数 类 , 例如 . 


定义 10.2 一 个 具 紧 支 集 的 有 界 函 数 f 被 称 作 为 可 度 的 是 说 ,如果 对 任意 
s>0 和 6>0, 存 在 一 个 可 铺 函 数 g = gc,s 和 一 个 可 度 集 4 = hes, 使 得 对 所 有 
XGAhA 成 立 : 
f(z) ~ g(rw)| < e (10.3) 
和 
HU(4) <E (10.4) 


称 此 偶 对 < g,A > 为 f 的 一 个 可 铺 c,6 -通达 . 
我 们 来 验证 所 有 可 度 函 数 的 类 con 满足 公理 $1 到 53. 可 以 清楚 看 出 , 如 
果 f 可 度 , 则 对 任意 常数 a,af 也 是 可 度 的 . 如 果 户 和 户 可 度 , 设 < 9 41 > 和 
< g2, A2 > 分 别 为 有 和 fo 的 可 铺 e,6 - 逼近. 于 是 对 所 有 zeg4U42z， 
(fi+ f2)(2) — (91 + 92)(2)| < 2 
以 及 
HL4iU42)<20. 


因此 <g+g4U4s> 给 出 了 万 + 户 的 一 个 可 铺 2e,2e - 通 近 . 

要 证 明 2, 我 们 只 要 看 出 如 果 < g,4 > 是 f 的 一 个 可 铺 s,6 - 通 近 , 则 
< Tg,TA> 是 Tf 的 一 个 过 近 . 

相似 的 论证 建立 了 对 乘法 的 类 比 结果 . 


命题 10.1 设 记 和 户 为 两 个 可 度 函 数 ， 则 所 fo 也 可 度 . 


证 明 设 M 对 所 有 z 满足 |fi(z)| < M,|fo(z)| < M. 回想 两 个 可 销 函 数 的 
乘积 仍 是 可 铺 的 . 用 前 面相 同 的 记号 , 我 们 对 所 有 x 4 A1U hs 有 


[fif2(2) 一 gz)gz(zj 和 Phe) |fo(2) — 92(2)| +|gzi ic) 一 9 
<Met+(M+te)e. 


因此 < 9192; A1U 42 > 是 有 的 可 铺 (2M +s)s,26 - 通 近 . 口 
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至 于 $3, 立即 知道 一 个 更 强 的 形式 成 立 : 
命题 10.2 如 果 BB 是 可 度 集 则 ep 是 个 可 度 函 数 . 


证 明 事实 上 , 设 p 是 B 的 一 个 内 铺 砌 , 满足 1(B) - Ap) < 6. 于 是 如 果 
Tg4B-lp| 便 有 


eB(Z) 一 elpl(Z) = 
和 
p(B—lp) <# 


故 < ejpl, 上 p| > 是 ep 对 任意 ce > 0 的 一 个 e,6 - 通 近 . 口 
我 们 现在 建立 对 可 度 郴 数 的 另 一 种 特殊 描述 . 


命题 10.3 函数 f 可 度 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 &， 存在 可 铺 济 数 有 和 上 ,使 
得 h<f<k, 且 [(k-h)<e. 


正明 如 果 f 是 可 度 的 , 设 RR 为 包含 supp f 的 一 个 矩形 . 设 <9,4> 为 了 的 
一 个 e,6 - 通 近 . 又 设 PP 为 包含 4 = hs 的 一 个 可 销 集 使 得 ju(P) < 6, 并 设 mm 为 
|f| 的 一 个 界 . 于 是 g 一 eeR 一 mep < f < g+eerR 十 mep， 其 中 两 症 的 函数 显然 是 
可 铺 的 , 而 它们 的 积分 的 差 小 于 2ep(R) 十 2ms6. 由 于 <s,6 任意 , 我 们 便 找 出 了 所 要 
的 h 和 上 .反之 , 如 果 h 和 上 为 可 铺 函 数 , 使 得 h < < 大 和 一 站 < a, 于 是 使 
上 一 h 之 a 的 点 集 是 一 个 可 铺 集 4. 另外 , asHp(4) < [ea(k 一 h) < [(k-h) ga 
故 1(A) < os .给 出 e 和 5 我 们 只 需 选 取 a < min(e?,6?), 并 取 9 或 者 为 有 或 者 
为 h 便 可 看 出 f 是 可 度 的 . 口 


推论 10.1 如 果 对 每 个 ce 存在 可 度 函 数 户 和 户 使 得 万 乏 j 乏 户 和 站 ( 户 -- 
万 ) < = 则 函数 f 可 度 . 


ik 因为 如 此 一 来 ,我们 便 可 以 找到 可 铺 函 数 h < 及 各 > f, 使 得 
(fi 一 hn) <e 和 [(k 一 fo) < 最 后 便 有 了 hsf<k 有 ff(k 一 h) < 3e. 口 


定理 10.1 设 千 是 个 满足 公理 人 1 到 83 的 函数 类 , 使 得 gp C 名 CC con .于 
是 存在 售 上 惟一 的 满足 从 [1 到 [4 的 公理 . 


证 明 如 果 / 是 上 满足 公理 /1 到 4 的 任 一 积分 , 我 们 则 必定 同时 有 对 
可 铺 的 h < f,f 等 于 lubh， 又 对 > 了 的 可 铺 上 它 等 于 glb ;这 可 由 命题 
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10.3 推出 . 因此 这 积分 在 和 上 惟一 地 确定 . 另外 容易 看 出 , 如 果 此 积分 在 总 上 由 
[f=lub fh = glbfk 定义, 由 于 对 可 铺 函 数 上 惟一 确定 的 积分 而 言 公理 /1 
到 [4 成 立 , 所 以 这 些 公理 对 亿 也 成 立 . : 口 


习题 


10.1 设 f 和 9 为 可 度 函数 , 它们 对 xz 4 4 有 f(z) = g(x), 其 中 (4) = 0. 于 是 [f= 9. 
(这 表明 就 积分 这 个 目的 而 言 , 我 们 只 需要 在 容 度 零 的 集合 程度 上 了 解 一 个 函数 .) 


定义 10.3 设 了 为 可 度 函 数 , 4 为 一 可 度 集 . 我 们 称 eaf 为 在 A 上 的 积 


分 并 记 为 [f. 因此 
|/ f= / eaf . (10.5) 
A 


公理 1 和 (9.7) 式 的 一 个 直接 推论 是 


ht hh ho (10.6) 


习题 10.1 的 一 个 直接 推论 是 
/ f < sup|f(z)|p(A) 
A 企 记 AA 
我 们 现在 给 出 可 度 函 数 的 另 一 个 有 用 的 特征 描述 来 结束 本 市 . 


命题 10.4 设 f 为 具 紧 支 集 的 一 个 有 界 泗 数 . 于 是 有 可 度 的 充 要 条 件 是 对 
每 个 E> 0 和 6>0, 我 们 可 找到 一 个 7 > 0 和 一 个 可 度 集 hi, 使 得 (As) < 0， 
以 及 只 要 ||z 一 中 <n 和 Zz,y 4 hs 便 有 


f(z2) ~ f(W| <e. (10.7) 


证 明 假定 对 每 个 e,6 我 们 可 以 找到 这 样 的 7 和 45. 设 p = { 口 i)} 为 一 个 铺 
砌 , 使 得 
(i) supp f C jp| ; 
(ii) 如 果 x,y EOi, 则 |z 一 yl <7; 
(iii) 如 果 3 = {Diehp:Din4 夭 细则 Ai < 260. 然后 当 ze 口 ; 时 , 设 
六 sa5(z) = f(zi)， 其 中 zi 为 口中 某 个 点 . 由 (i 和 (省) 我 们 看 出 < fe,26,13| > 
是 f 的 一 个 可 铺 s,26 - 通 近 . 因此 f 是 可 度 的 . 
反之 , 假设 f 是 可 度 的 , 并 设 < fej2,612, Ae12,6/2 > 为 ff 的 一 个 可 铺 副 近 . 
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设 p= {OD} 为 fcj2,6y2 所 相伴 的 铺 砌 . 将 口 ; 


依 其 中 心 按 比例 因子 (1 -6 收缩 得 到 窍 形 口 ;( 见 
图 8.10), 然后 用 矩形 口 : 取代 口 ;. 因此 jy(D;) = 
(1 一 "1( 品 ;))， 对 任意 xz,y € UD;, 如 果 


其 中 7 充分 小 , 则 zx,y 属于 同一 口 ;. 如 采 图 8.10 
T,YE UD;, L,Y ¢ A 2,872 和 Iz 和 y|| <7,， 


风 
|f (2) -Fo 和 cc) 一 fe /2,512(T)| 十 | 一 fe 2,612(Y) 


十 | 疡 /2.512(Z) — fe /2,512(Y)| . 


但 第 三 项 为 零 , 故 |f(z) - f(y)| < s， 由 于 首先 选取 充分 小 , 我 们 可 安排 使 
ulp| 一 UD!) < 5/2. 然后 我 们 可 以 选取 6 如 此 之 小 , 使 得 lz 一 yll < 7 列 遂 了 如 
果 xz,y E UD 则 zx,y 属于 同一 个 局 .对 这 个 7 和 对 4s = 4ej2,8y2 UU (|p| 一 岂 品 ;)， 
等 式 (10.7) 成 立 , 而 且 HA(4s) < 6 . 口 


特别 地 , 在 一 个 零 容 度 集 之 外 连续 并 且 有 紧 支 集 的 一 个 有 界 函 数 是 可 度 的 . 


习题 
10.2 证 明 对 任何 有 界 集 4,e4 是 可 度 函 数 当 且 仅 当 4 是 个 可 度 集 . 
10.3 设 f 是 个 可 度 函 数 , 其 支 集 含 于 立方 体 口 内 . 对 每 个 5, 设 ps = {Disjier 为 一 个 铺 
而 , 使 jps| = 口 , 而 且 其 中 每 个 立方 体 的 直径 小 于 0. 设 zi 为 Di,s 中 某 个 点 . 称 表 达 
式 
2 f(zi,s)p(Dis) 
iEls 
为 的 一 个 黎 曼 6 - 近似 和 . 证 明 对 任意 s > 0, 存在 一 个 bo[= 60(f)] > 0, 使 得 只 要 
6 < 60. 便 有 


<E. 


] {1-5 f(wia uD) 


tiEls 
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8.11 换 元 公式 
本 节 致 力 于 下 面 定理 的 证 明 ; 此 定理 具有 基本 的 重要 性 . 


定理 11.1 设 UV 为 BR 中 的 有 异 开 集 ,p 是 由 U 到 上 的 一 个 连续 可 微 
的 一 一 映射 , 其 六 p-! 可 徽 . 又 设 三 为 一 可 度 函 数 ， 其 支 集 supp f CV. 那么 
(fop) 是 个 可 度 函 数 , 且 


| f = | (f op)ldet J . (11) 


回想 起 如 果 映 射 9 由 yr = yp'(z*,…: ,zx7) 给 出 , 则 J 是 个 矩阵 为 [Owpi/9zj] 
的 线性 变换 . 

又 注意 到 如 果 op 是 个 非 异 线性 变换 (因而 J 恰 是 yp), 则 定理 11.1 是 定理 
8.1 的 一 个 简单 推论 . 事实 上 , 对 形 如 e4 的 郴 数 我 们 看 出 有 ea op = ep-1(4)， 而 
且 等 式 (11.1) 在 这 种 简单 情形 约 化 成 了 (8.1) 式 . 由 线性 性 , (11.1) 式 对 所 有 可 
铺 函 数 成 立 . / 

另外 , f op 是 可 度 的 . 假设 |f(z) - f(y)| 在 zx 一 yll < llyll, 其 中 ,yg 有 4 
而 p(4) < 6 时 小 于 e. 于 是 当 : 


uoll<n/llgll 和 wv ¢ po (4), 


其 中 Jo-1(4)< 6/ldef yp| 时 |f op(u)— fop(v)| <e. 

现 设 gss, 4es 是 f 的 一 族 通 近 的 可 铺 卫 数 .于 是 对 x 4 -1(A a,6) ,而 
1(p-1Aes) <6/ldet yp| 有 |fow(z)— ge,s° p(T)| <e. 因此 f(9c,s ° ¥)|det p| — 
(fo yp)ldet ypl, 从 而 等 式 (11.1) 对 所 有 可 度 函 数 f 成立 . 

对 于 非 线 性 映射 的 定理 11.1 的 证 明 更 多 了 一 点 技巧 性 . 它 实 质 上 是 用 线性 
映射 局 部 地 逼近 p 构成, 我们 将 分 成 若干 步 来 完成 它 . 我 们 在 R* 上 要 使 用 一 致 
范 数 zll。 = maxlzi|. 因为 一 个 球 在 此 范 数 下 实际 上 是 个 立方 体 , 故 较 为 方便 ， 
但 这 种 细节 上 的 优美 不 是 非 要 不 可 的 . 

设 u 为 一 (连续 ) 可 微 映射 , 它 定义 在 一 个 凸 开 集 Z 上. 如 果 立 方 体 口 = 

DP+ri C 则 中 值 定理 (第 三 章 第 7 节 ) 表明 对 任意 ye 口 ， 


wy) — wp) < ly — Plloosup|lJv (zl 


因此 
( 品 ) C DY 其 中 K = supl|Jv(z)| 
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于 是 
ALV 人 Dj < (supllJv 2) pO) . (11.2) 
引 理 11.1 设 p 同 于 定理 11.1 中 的 yp. 于 是 对 任何 A4CU 的 可 度 集 和 4 有 
Lof4)) < | Idet .7o| . (11.3) 
A 
证 明 将 公式 (11.2) 用 于 映射 东 = L-'wy, 其 中 工 是 线性 变换 . 于 是 


det 却 | 一 Ke(D)) = AZ (DOD)) < (supllJr- oC)D" pAD) . 


由 于 Jr-ie =L-1Jo, 我 们 得 到 
u(p(D)) 和 |det ZIsaplZ Jolz)lP pAD) , (11.4) 
其 中 口 为 任意 包含 于 op 的 定义 域 中 的 立方 体 , 而 工 为 任意 线性 变换 . 
对 任意 s > 0, 设 5 如 此 之 小 使 得 对 所 有 在 4 的 一 个 紧邻 域 中 的 z,y 有 
lz 一 中 <6 时 , 成立 | (oO <1+e. (因为 J(z) 是 z 的 一 致 连续 孙 
数 , 从 而 当 z 靠近 2 时 J(z)-1J6(y) 靠近 单位 矩阵 , 那么 选取 这 样 的 6 是 可 能 
的 . 见 第 四 章 第 8 市 .) 


选 一 个 4 的 外 铺 砌 3 = { 口 ;}, 其 中 口 ; 是 所 有 边 长 小 于 6 的 立方 体 . 设 zi 
为 口 ; 中 的 点 . 于 是 把 (11.4) 式 用 于 每 个 口 ;, 而 取 工 = Jy(z2), 我 们 得 到 


nu(p(A)) < pp(laD)) = pp(Di) < >》 |det Jo(zil(l + e)"p(Di) . 
我 们 也 可 假定 取 6 足够 小 使 得 对 所 有 ze 口 ; 及 所 有 i， 
|det Je(z)| > (1 — e)ldet Jo(ci)| . 


于 是 我 们 有 
/ae ol > 0 let mlealwD， 


故而 
ne) < (1+e)" 人 et Jol . 


因为 < 为 任意 , 3 为 4 的 任意 外 铺 砌 , 故而 得 到 了 (11.3) 式 . 口 
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我 们 现在 可 以 得 出 结论 说 对 任何 supp f CV 的 可 度 的 f,fov 也 是 可 度 的 . 
事实 上 设 K 可 选 得 如 此 之 大 , 使 其 为 p 在 -~!(supp f) 上 的 一 个 利 普 希 次 党 
数 , 并 使 K > |det J-:(w)1, 其 中 ww € supp ff 对 给 出 的 < 和 6, 我 们 现在 能 够 找 
到 一 个 n, 使 得 如 果 |w 一 叫 <7uv hs 而 1(As)<56, 有 


Ja — fo) <e. 


但 这 意味 着 如 果 lljz 一 yl < 7/K 和 zy ¢ pp-1(46), 且 Ho- (40)) < Ks, 由 
(11.3) 式 有 
fovp(z) 一 op <e. 
因为 天 的 选取 与 < 和 6 无 关 , 这 表明 f op 是 可 度 的 . 
引 理 11.2 设 wo,U 和 VV 同 于 定理 11.1 中 的 . 设 f 为 非 负 可 度 函 数 , 满足 
supp f CV. 于 及 
| f < | (f op)ldet Iol. (11.5) 


证 明 设 <94> 为 的 一 个 可 铺 e,6 - 通 近 ， 它 对 所 有 4 满足 9g(u) < f(u). 
如 果 p = {Di} 为 与 9 相伴 的 铺 砌 , 我 们 可 假定 有 supp f Cc lpl. 于 是 ， 


fs 9 = 2 gu no: ) < >》 gu) 1 人 Jo| 


< ,(f ° Pldet J 


= | Uf oldet Jol = [fo laet ml 
Up-1(D 


因为 我 们 可 选取 9 使 得 1 一 了 便 得 到 了 (11.59) 式 口 
引 理 11.3 设 p,U,V 和 上 如同 定 理 11.1 中 的 . 设 才 为 一 非 负 了 画 数 . 于 是 等 
式 (11.1) 成 立 . 


证 明 对 映射 p-! 和 函数 (f 。 ojldet | 运用 (11.5) 式 ， 因 为 vetz)。 
J,-i(p(z)) = id, 我 们 得 到 


/ (f op)ldet Jol < / [(f op) op-1](ldet Jolo 9 )ldet yo- 


= |/ 
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将 此 与 (11.5) 式 结合 便 证 明了 此 引 理 0D 


做 完 定理 11.1 的 证 明 任意 实 的 可 度 函 数 可 以 写成 两 个 正 的 可 度 函 数 的 
差 . 如 果 对 所 有 z, 对 某 个 大 的 数 M 有 f(x) > ~M， 我 们 可 写 出 f= (f++ 
Meo) - Meb, 其 中 supp f C 口 . 因为 我 们 已 对 非 负 函数 验证 了 等 式 (11.1), 并 且 
由 于 (11.1) 式 的 两 端 对 f 是 线性 的 , 故 已 证 好 . 相似 地 , 任何 有 界 的 复 可 度 函 数 
f 可 写 为 f= 户 + 访 ,其 中 方 和 上 户 为 有 界 实 可 度 函数 , 故 也 得 证 . 口 

在 实际 使 用 中 , 我 们 有 时 在 从 严格 定义 上 说 定理 11.1 的 假设 条 件 在 没有 验 
证 的 情形 下 使 使 用 了 等 式 (11.1). 例如 , 在 R? 中 我 们 可 能 需要 引进 “ 极 坐 标 ”. 
就 是 说 , 设 7,9 为 RR 上 的 坐标 ; 如 果 5S 是 集合 0 < 6 < 27,0 < 7, 我 们 可 以 考 
虚 w:5 一 民 , 它 由 z= rcos 9,y = rsin 9 给 出 , 其 中 zx,y 为 RR 上 的 第 一 个 找 
贝 上 的 坐标 . 这 个 映射 在 r > 0 上 是 一 一 的 并 具有 正 的 雅 可 比 . 如 果 我 们 考虑 开 
集 UCS:0<r0<0<2xr 和 Vc 民 , 其 中 V=R 一 {x,y:y=0,zx>0}), 
则 定理 11.1 的 假设 条 件 是 满足 的 , 从 而 如 果 supp f CV 我 们 可 以 写 出 (因为 


det .Jp =7) 
[1= f Yop. (11.6) 


但 等 式 (11.6) 在 没有 supp f CV 的 限制 下 也 是 成 立 的 . 事实 上 , 如 果 De。 是 一 条 
宽 为 的 围绕 射线 y = 0,z > 0 的 长 条 , 则 f = fep. + fer"*-p., 而 且 当 < 一 0 
时 「 fep. 一 0( 图 8.11). 相似 地 , (fo yp)(ro p)ep. op 一 0, 故 由 简单 的 极限 式 
论证 知 (11.6) 式 对 所 有 的 可 度 f 成 立 . 


8.11 


我 们 不 再 讲 包括 了 定理 11.1 的 所 有 这 类 有 用 扩充 的 一 般 性 定理 . 在 每 一 种 
情形 中 , 极限 式 的 论证 常常 是 相当 直接 的 , 从 而 留 给 读者 日 己 去 做 . 
习题 


11.1 由 v1,..…. ,wv" 张 成 的 平行 六 面体 指 的 是 所 有 z = ?iwi 的 集合 , 其 中 0< 6 <1. 
证 明 此 平行 六 面体 的 容 度 由 |det((oi ui) 全 给 出 . 
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11.2 利用 单位 球 的 容 度 来 表达 椭 球 
(++ <1} 


的 容 度 . z 

11.3 计算 映射 <7,9 > 瞩 < zy > 的 雅 可 比 行列 式 , 其 中 z = rcos 9, y 二 rsin 0 . 

11.4 计算 映射 < 7,9,p > 局 < x,y,z > 的 雅 可 比 行列 式 , 其 中 > = rcos psin 9, y = 
rsin pcos 0, z = rcos 0. 


11.5 计算 映射 <7,9,z > 中 < 7x,y,z > 的 雅 可 比 行列 式 , 其 中 x = rcos 0 y = rsin 0 z 二 
2. | 


8.12 办 次 积分 


在 单 变量 的 情形 , 即 R! 上 的 积分 理论 , 微 积分 基本 定理 把 一 个 晒 数 的 积分 
计算 化 成 它 的 反 导 数 的 计算 . 此 定理 在 n 维 的 推广 将 在 后 面 的 章节 中 讲述 . 在 
本 节 中 我 们 将 证 明 , 在 许多 情形 中 一 个 n 维 的 积分 可 以 化 为 n 个 累 次 的 一 维 积 
分 . 

假设 我 们 以 一 种 固定 的 方式 将 Re 看 作为 直 积 Re = R+ x 代 . 我 们 将 把 每 
个 zE€R" 写成 z= 二 < zy >, 其 中 x2 ER*,yeER : 


定义 12.1 我 们 说 一 个 可 度 画 数 有 是 相对 于 分 解 R"* 二 民 * Xx 恨 可 度 指 的 是 
如 果 存 在 一 个 集合 Aj C Rk 是 在 RK 中 容 度 为 0, 使 得 
(i) 对 每 个 国定 的 2 CE R*,Z 4 Aj, 函数 jc) 是 孙 上 的 可 度 函 数 ; 
(这 函数 人 了 对 每 个 工 给 定 了 数 尺 ! f(T,*) 是 有 R 上 的 可 度 函 数 . 
容易 看 出 , 所 有 这 些 函 数 的 集合 满足 公理 $1 到 $3. (不 能 立刻 得 出 的 只 有 
公理 $2. 但 这 只 是 下 述 事实 的 一 个 简单 推论 : 任何 一 个 平移 了 可 以 重 写 为 TiT2， 


其 中 五 是 R* 中 的 平移 , 而 T2 是 民 中 的 平移 .) 
同样 容易 验证 把 任意 这 样 的 有 指定 数 


及 人 


的 这 个 规则 满足 公理 「1 到 [4. 不 是 立刻 显 见 的 只 有 公理 /3. 然而 , 如 采 为 
supp fC lp| 的 任意 的 铺 砌 , 则 


f< | fllery 
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/A (em = I/ hem = lake ; 


这 是 因为 对 任何 矩形 都 有 
1/ eo = 4(D) 


(直接 验证 ). 因此 , 由 定理 10.1 中 的 惟一 性 部 分 得 出 


人 | = 《是 的 ) (2.1 


特别 留意 一 下 , 如 果 f 也 相对 于 分 解 R* = 下 x R* 也 是 可 度 的 , 则 


hh (ee) 


于 是 特别 地 , 对 这 样 的 f 的 二 重 积分 与 顺序 无 关 . 
在 实际 应 用 中 , 我 们 将 遇 到 的 所 有 函数 都 是 相对 于 R" 的 任意 分 解 可 度 的 . 
特别 写 要 = R! x… x 民 !, 我 们 有 


/= fH) (12.2) 


利用 直角 坐标 z ，…… ,x", 上 面 最 后 一 个 表达 式 通 常 被 写成 


1 (fr da ) a z 


因为 这 个 原因 , (12.2) 式 左 端的 表达 式 常常 写 为 


[f= fr zn)dzl .an . 


让 我 们 来 做 些 简单 的 例题 , 以 解释 前 面 几 节 所 给 出 的 各 种 积分 方法 . 


例题 12.1 计算 项 角 '* 的 实 锥 体 (顶点 在 0) 与 球 壳 1 和 r < 2 相交 部 分 的 
体积 (图 8.12). 在 某 个 欧 作 里 得 运动 下 不 妨 设 锥 的 轴 为 z 轴 . 如 果 引 进 极 坐标 ， 
我 们 看 出 所 讨论 的 集合 是 集合 


Do, 1gr<2, 0gp<2r, 0g0ga/? 
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图 8.12 图 8.13 


在 < mb> 空间 中 的 像 (图 8.13) . 由 换 元 公式 和 习题 11.4 知道 所 讨论 的 体积 


由 下 式 给 出 
2 An2r Ana/2 
/ r“sin 0 = / / / rsin 0ad0dodr 
1J0 Jo 


2 pra/2 
= 2T / / r*sin Od0dr 
1 Jo 


= 27 fu — cos a/2]r’dr 
= 27|1 一 cos(a/2)] (3 一 3) . 


例题 12.2 设 B 是 平面 中 一 个 可 度 集 , 而 有 和 户 为 定义 在 B 上 的 两 个 可 
度 卫 数 . 设 A 为 所 有 < TY,2 六 和 EE 中 使 < TY 入 全 B 和 fi(z,y) < 4 < fo(x,Y) 
的 集合 . 如 果 G 为 4 上 的 任意 可 度 函 数 , 我 们 则 可 表达 积分 [4G 为 


f2(2,y) 
1/c= 1/ | G(r,y,z)dz » drxdy . 
A A fi(2,y) 


例如 ,计算 积分 | z, 其 中 4 为 在 曲面 z 二 22 十 
y* 上面 的 单位 球 中 所 有 点 的 集合 (图 8.14). 


图 8.14 


因此 
A={<27,Yy,z >:7 + +2 < l,z>7 +y}. 
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我 们 必定 有 x? 十 好 <a, 其 中 心 +a = 1[ 故 a = (V5 一 1)/2], 从 而 能 使 < x,y,z > 
属于 4. 于 是 f(zx,y) = 2 二 ,f(z,y) = V1 一 (2? 十 y)， 而 


f2(7,Y) 1 
|/ zdz = =[1 — (22 +y)— (z+y)], 
fi(z,y) 


故 利用 平面 中 的 极 坐标 (和 习题 11.3) 有 


Va 


| :=3/ 1 +) -+=7 | r(1—r?—r’)dr. 
A 2 72+y*<a 六 


正如 在 最 后 这 个 例题 中 看 到 的 , 作为 累 次 积分 来 计算 一 个 积分 的 部 分 问题 
是 用 向 量 空间 分 解 的 手段 来 确定 对 积分 区 域 的 一 个 好 的 描述 . 通常 用 画 出 图 形 
使 情形 形 像 化 会 有 极 大 的 帮助 . 


例题 12.3 (计算 一 个 旋转 曲面 所 包围 的 体积 ) 这 里 我 们 已 知 一 个 单 变 函 数 
f, 考虑 绕 z 轴 旋 转 曲线 z = f(z),z1 < z < z2 所 得 到 的 曲面 (图 8.15). 我 们 项 
望 计算 u(4), 其 中 


A=1{<2,%2z>: VT? + < f(2),21 <z< 22} 


图 8.15 


显然 在 这 里 使 用 柱 坐 标 是 方便 的 , 那么 我 们 看 出 4 是 下 面 集 合 B 的 像 , 这 
里 的 BB 在 <7,0,z > 空间 中 : 


B= {<r,0,z2>:7& /1(2),0 < 0 <27,21 <z < 22}. 
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由 习题 11.5, 我 们 要 计算 


2r Arz2z pfz) 22 f (2) 
/ ”二 / / / rdrdzd0 = 27 / / rdr | dz 
万 0 立 ] 0 之 1 0 


一 27 fa 
因此 , 
J(A) = / f(z)?dz . 


习题 
12.1 计算 曲面 z=z* 十 y 和 z= 十 y 之 间 的 体积 . 


12.2 求 EE 中 由 平面 z = 0, 柱 面 z? + 2 = 2z 和 锥 z = 十 VT? 十 所 界定 的 区 域 的 体 
积 


12.3 计算 /4(z 十 扩 ) "dzdydz, 其 中 4 是 由 平面 z = 2 和 曲面 z? 十 y? = 2z 所 界定 的 区 
域 . 


12.4 计算 fz, 其 中 


4={<z0z>:z + +2 Sa,r >0,y>0,z2>0}. 


12.5 计算 
/EE 
4 Cez b2 ce2 了 
其 中 4 是 由 椭 球 面 
2 2 
一 二 小 +] 
02 b2 2 
所 界定 的 区 域 . 


充 p 是 一 个 非 负 函 数 (在 下 面 讨 论 中 称 它 为 质量 密度 ), 定义 于 四 中 一 个 区 域 万 
上 . < D,p > 的 总 质量 被 定义 为 


M = dz . 
上 T 
如 果 M 天 0, < D,p > 的 重心 是 点 C 二 < C1, C2, C3 >， 其 中 


: 1 : 
C1 = a) rT1p(2)dz ， 


1 
C2 = 条 / Z2p(Z)dz ， 


12.6 


12.7 


12.8 


12.9 


12.10 


12.11 


12.12 
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1 
C3 = 7 人 ra3p(T)dr 。 


一 个 均匀 立体 ( 即 p 为 常数 ) 由 zl 之 0,7z2 之 0,z3 之 0 和 
世 + 玫 +<1 
给 出 . 求 它 的 重心 . 
单位 立方 体 具有 密度 p(x) = zizs. 求 其 总 质量 和 重心 . 
求 由 曲面 十 她 十 2 二 qa? 和 2 十 姑 二 az 界定 的 均匀 立体 的 质心 . 
当然 , 质心 的 概念 可 对 任何 维 数 的 欧 几 里 得 空间 中 的 区 域 定义 . 因此 平面 上 一 个 
具有 密度 p 的 区 域 D, 其 质心 是 点 < zo, yo >， 其 中 
JP rp Jp yp 
TXT0 一 f5p 和 0 一 fop 。 
设 DD 为 zz 平面 上 的 区 域 , 整个 位 于 半 平 面 z > 0 中 . 设 4 为 E 中 的 立体 , 由 绕 z 
轴 旋 转 D 得 到 . 证 明 An(4) = 2xdu(D), 其 中 d 是 从 DD 的 质心 ( 具 均匀 密度 ) 到 z 
轴 的 距离 .( 利 用 柱 坐 标 }. 它 以 十 尔 丁 (Guldin) 定 律 而 知名 . 
考察 重心 的 定义 . 这 时 我 们 得 到 一 个 向 量 ( 即 EE 中 一 点 ) 当 作 答案 , 这 时 我 们 对 
每 个 坐标 在 进行 积分 . 这 提示 了 下 面 的 定义 : 设 V 为 有 限 维 向 量 空间 , 并 设 el,:… ,ex 
为 V 的 一 组 基 . 称 从 EF? 到 VV 的 一 个 映射 f(f 是 取 值 于 V 的 下" 上 的 向 基 值 函数 ) 
为 可 度 的 是 说 , 如 果 当 我 们 记 fce) = 江天 (zx)e: 时 , 函数 所 中 每 一 个 ( 实 值 的 ) 都 是 


可 度 的 . 定义 f 在 D 上 的 积分 为 


hn) 


证 明 一 个 函数 为 可 度 的 条 件 和 它 的 积分 值 与 基 e1,… ,ek 的 D 
选取 无 关 ， 
设 上 是 不 在 闭 区 域 D 中 的 一 点 , D 有 一 质量 分 布 p . 位 
于 & 的 具 单 位 质量 的 质点 上 的 万 有 引力 被 定义 为 向 量 
rT)(T—é) 
he 
(这 里 z 一 是 屯 上 一 个 碟 - 值 的 函数 .) 图 8.16 
设 DD 是 个 球 壳 , 由 两 个 同心 球面 S1 和 S52 所 界定 (图 8.16), 中 心 在 原点 . 设 p 为 D 
上 的 质量 分 布 , 它 只 依赖 于 到 中 心 的 距离 , 即 p(z) = (lzll) . 证 明 万 有 引力 在 51 内 
任何 一 点 & 均 消 失 . 


< D,p > 如 习题 12.11 中 的 . 证 明 在 S2 外 一 点 上 的 万 有 引力 与 由 一 个 位 于 原点 并 且 
质量 为 D 的 总 质量 的 质点 所 产生 的 引力 一 样 . 
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8.13 ”绝对 可 积 函 数 


迄今 我 们 一 直 在 处 理 具 有 紧 支 集 的 有 界 郴 数 . 在 实际 应 用 上 , 我 们 想 要 能 够 
积分 既 非 有 界 义 不 具 紧 文集 的 冰 数 . 设 f 为 定义 于 到 上 的 函数 , 设 M 为 一 非 
负 实 数 , 并 设 4 为 到 中 一 个 (有 界 的 ) 可 度 子 集 . 又 设 f4 为 函数 


0， 如 果 z&4， 
JX(z)=9M， 如 果 ze A 上 且 |f(z)| > M ， 
f(z)， 如 果 z EA 且 |f(w)|<M. 


因此 jj 是 个 具 紧 支 集 的 有 界 函 数 . 它 从 f 中 在 4 外 截 f 回 到 0, 而 当 |f(z)| > 
M 则 截 f 回 到 MM 
”我 们 称 一 个 函数 了 是 绝对 可 积 的 说 的 是 
(i) fX 对 所 有 M > 0 和 可 度 集 4 是 可 度 函 数 ; 
(i) 对 任意 s > 0 存在 一 个 有 界 可 度 集 4。, 使 得 es,.'f 是 有 界 的 , 并 且 对 所 
有 M > 0 和 所 有 满足 Bn4e= 包 的 妃 有 


[is¥l<e. 


容易 验证 两 个 绝对 可 积 函 数 的 和 仍 是 绝对 可 积 的 . 因此 绝对 可 积 函数 的 集合 构 
成 了 一 个 向 量 空 间 . 注意 , 如 果 f 满足 条 件 (i), 并 且 |j(z)| < lg(z)| 对 所 有 z 成 
立 , 其 中 9 是 绝对 可 积 的 , 则 f 也 绝对 可 积 . 

设 f 是 个 绝对 可 积 的 函数 . 给 出 任意 s , 选取 相应 的 4。. 于 是 对 任意 Mi 和 
M2 > maxze 4e|f (2)| 的 数 ， jo Ai D> 4。 和 42 2 A。 的 集合 , 有 


< 


如 果 让 < 一 0 的 A。 族 ， 则 上 面 的 不 管 式 表明 lim | fea. 与 4。 
的 选取 无 关 . 定义 此 极限 为 /了 . 

我 们 现在 列 出 一 个 函数 为 绝对 可 积 的 一 些 简单 自 明 的 判别 准则 . 我 们 要 考 
虑 两 个 不 同 的 麻烦 制造 因素 : 非 有 界 性 和 没有 紧 支 集 . 

设 f 为 有 界 函 数 , 使 f4 对 任意 可 度 集 4 为 可 度 . 假定 对 ||lz|| 的 大 数值 有 
f(z)| < Cllzll-*. 设 B 为 中 心 在 原点 半径 为 7 的 球 . 如 采 7 足够 大 , 以 致 对 
lzl| > m 时 此 不 等 式 成 立 , 则 对 r。 > 71 我 们 有 


| , 
/ea < c| zl = co, | rl, 
B., — Br] 71 
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一 -一 


其 中 02, 是 某 个 依赖 于 n 的 常数 (事实 上 , 它 是 殉 中 单位 球面 的 “曲面 面积 )， 
如 果 上 > n, 最 后 面 的 那个 积分 变 成 为 : 


(3 加 rr ") ; 


它 < [CO/(k 一 nD)]re~*, 当 ri 一 00,k >n 时 它 趋 向 于 0. 因此 我 们 可 以 断言 | 
设 f 是 个 有 界 函 数 使 fe4 对 任意 可 度 集 4 为 可 度 . 假设 当 |lz|| 一 co 时 

f(z)| 二 0 且 使 对 某 个 k>n 有 ||z|l*|f(z)| 有 界 , 则 f 为 绝对 可 积 . 
现在 我 们 来 考虑 当 f 具 紧 支 集 但 无 界 的 情形 . 首先 假定 存在 一 个 点 zo 使 得 

f 在 zo 的 任 一 邻 域 的 补 集中 有 界 . 进一步 假定 有 某 个 常数 C 入 ,使 


f(z) < Cellz 一 zol 一 


于 是 , 如 果 |f(z)| > M 则 |z 一 zoll* > MA/C 或 者 上 一 zoll < C/IMUE. 
设 Bi 是 半径 为 CMTIL 中 心 为 zo 的 球 . 于 是 |f(z)| > Mi 表明 ze 已 
又 ,对 M。 > Mi 我 们 有 
| el<o lezoll* + Map(B2) ， 
Bi Bi1—B» 


其 中 Bs 是 半径 为 CM3 * 中 心 在 zo 的 球 . 因此 
CM 1/™ 


< CD rnrlrbdr 十 MaCn-IV My" ， 
Bi CM 


其 中 的 2; 和 Vi 只 依赖 于 n. 如 果 上 <n, 右 端的 积分 成 为 


Cn-k Ck- - Cn (Ck 
(MI 门人 Mr mA < 二 一 nD/k 


因此 
|/ |fM2| < const . (MCE MA" ®) ， 
Bi 


在 选取 Mi 充分 大 时 可 以 使 它 充分 小 . 

从 而 若 f 具 紧 支 集 并 对 所 有 M 有 f” 可 度 , 以 及 当 k < n 时 [f(z)| < 
cllz 一 zoll*, 那么 f 则 是 绝对 可 积 的 ， 

更 一 般 地 , 设 5 为 Er 的 一 个 1 维 子 空间 的 有 界 子 集 . 设 d(z) 表示 从 z 到 5 
的 距离 . 设 f 是 对 所 有 M 有 Fw 可 度 的 具 紧 支 集 的 函数 . 如 果 |J(z) < Cd(z)- 
其 中 <n 一 4 则 了 是 绝对 可 积 的 . 其 证 明 与 上 面 给 出 的 相似 ， 留 给 读者 . 
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设 { 太 } 为 一 个 绝对 可 积 郴 数 的 序列 . 如 果 序 列 f(z) 一 jz), 那么 在 什么 
条 件 下 才 有 [fn 二 f? 即使 是 此 序列 一 致 收 伍 也 不 能 保证 积分 收敛 . 例如 , 如 
[fie=1. z 

我 们 说 孙 数 集 { 刻 } 一 致 绝对 可 积 是 指 , 如 果 对 任意 & > 0, 存在 一 个 4。, 它 
可 以 以 独立 于 k 的 方式 选取 , 使 得 只 要 BN 4。 = 8g, 对 所 有 M 有 


/<e 


我 们 经 常用 来 验证 {fi} 为 一 致 绝对 可 积 的 办 法 是 证 明 存 在 一 个 绝对 可 积 
函数 9g, 使 得 | 大 (zj| < lg(z)| 对 所 有 的 大 和 zx 都 成 立 

设 {f} 为 函数 的 一 个 一 致 绝对 可 积 序列 . 假设 大 f 是 一 致 的 . 另外 再 假 
设 f 是 绝对 可 积 的 . 于 是 有 / fi 一 f. 事实 上 , 对 任意 5 > 0 我 们 可 以 找到 
使 得 对 所 有 有 > ko 和 所 有 z 有 |fi(z) 一 F(z)| < 6. 我 们 也 可 找到 4。 和 Me, 使 


得 
fr-/f: Zeki 


这 是 可 以 做 成 任意 小 的 , 只 要 先 选 取 小 的 e( 从 而 给 出 了 4e) 然后 选取 小 的 5( 意 
味 着 选取 了 大 的 ko) ， 

上 述 这 些 想 法 的 主要 应 用 是 在 计算 累 次 积分 问题 中 和 在 积分 号 下 取 微分 的 
问题 中 . : : 


命题 13.1 设 f 是 Rx 由 上 的 溃 数 . 假定 函数 集 {f(z,*)} 一 致 绝对 可 积 ， 
其 中 工 被 限制 于 一 个 有 界 可 度 集 KC R* 中 .于 是 函数 ekxRi'f 是 绝对 可 积 的 ， 


人 人 人 f(z, ydydz = | ff,waray. 


证 明 由 假定 条 件 , 对 任意 s > 0, 可 以 找到 M 和 4。C 民 使 得 ,如果 
ANMA. = 


十 


< 


(fk) - /i 


< e+et+dodn(A.), 


(fr)& -| 


/Gel<e， (13.1) 
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现在 对 任意 R" 中 的 集合 B 有 


| exxalt¥1= {exe) {Hf¥(e,) 


< up(K)e 
其 中 BNK x A.=%2. 
这 表明 er .Ri 在 Rn 上 是 绝对 可 积 的 . 现 选取 充分 大 的 口 = Di x 口 2 和 一 


个 M 使 得 

fon! home 
也 使 得 对 所 有 z EK 有 

fis) fee) <e. 
于 是 我 们 有 了 

fon! he < 
和 

人 全 = /. 人 fi (zy)dydz . 
因此 
[sf ff < et pK) 

故 


/= fh fwavar. 


最 后 , 等 式 (13.1) 表明 函数 F(y) = fk f(,) 是 绝对 可 积 的 . 事实 上 , 用 (13.1) 去 
中 同一 个 4 和 M, 我 们 得 到 


[a < L(K)e. 


因而 我 们 得 到 了 


1 = | 1 f(z (ey)dvdr = 人 / f(x,y)drdy . 口 


以 相同 论证 得 到 下 面 的 一 个 推广 . 
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命题 13.2 设 f 在 Rr 上 绝对 可 积 并 使 得 函数 f(Z,-) 对 每 个 ZE 了 R 为 一 致 


绝对 可 积 , 则 
/7= /|/ fwavar . 


我 们 现在 把 注意 力 转向 积分 号 下 求 微分 的 问题 . 
命题 13.3 设 (t,z) 卢 F(t,z) 为 了 xRn 上 的 函数 , 其 中 了 = [a, 中 C 了 R 假设 
(i) 互 和 68F/0t 在 1x Rr 上 为 连续 函数 ; 

(ii) (BF/Bt)(t,.) 是 函数 的 一 个 一 致 绝对 可 积 族 ; 

(Gi) F(t,:) 对 所 有 t ET 是 绝对 可 积 的 . 

设 f(t) = 有 F(t,-). 于 是 了 是 tt 的 可 微 汪 数 且 


1 四 = | (0F/30)e,) 


证 明 设 G()= 有 (OF100 信 ) 则 GO 的 为 连续 ; 从 而 对 在 积分 号 下 的 一 族 
绝对 可 积 函 数 我 们 可 使 其 过 渡 到 极限 . 进一步 由 命题 13.1 还 有 


/ Gls)ds = 人 | / (BF/8t)(s, )ds 


因此 ， 
/ G(s) = .re ) 一 下 (a, .)) = 人 F(t,.)— 人 F(a,.) 
= f(t) — Ho， 
对 此 方程 作 关 于 上 的 微分 便 得 出 所 要 的 结案 . 口 


最 后 , 我 们 叙述 对 绝对 可 积 函 数 的 换 元 公式 . 


全 13.4 设 p:U 一 六 为 可 徽 的 一 一 映射 并 且 有 可 微 过 , 其 中 UU 和 VV 为 
n 中 两 个 开 集 . 设 f 为 定义 于 V 上 的 一 个 绝对 可 积 函数 . 则 (f op)ldet ve 大 
U 1 上 的 绝 对 可 各 要 并 且 


Lr= | olaet Jo| . 


证 明 要 证 明 (f opjldet .| 为 绝对 可 积 , 我 们 设 e > 0 并 选取 4。 CV 使 得 
(i) 成 立 . 于 是 元 为 紧 . 因而 p-!(ZA) 也 紧 . 特别 ，p-! (Xs) 是 个 有 界 可 度 集 且 
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det | 在 它 上 面 有 界 . 如 果 Bnw-1(A。) = gr 其 中 B CU 为 有 界 和 可 度 的 , 则 
flaet Il lf oP) < / dl <e. 
B o(B) 


这 表明 (fo yp)ldet J| 为 绝对 可 积 . 命题 的 其 余部 分 从 


| 一 /Weellaet J 


中 让 < 一 0 得 到 . 口 


习题 

13.1 计算 积分 /> e-” dz. [提示 : 计算 其 平方 .] 

13.2 计算 积分 太 e-z Z2kdm . 

13.3 计算 在 一 个 奇 维 数 空间 中 单位 球 的 体积 .[ 提 示 : 看 出 对 “ 极 坐 标的 雅 可 比 行列 式 具 
有 r"-! x f 的 形式 , 其 中 f 是个“ 角 变量 ”的 函数 ， 因此 单位 球 的 体积 具有 形式 


C rn-idr, 其 中 C 由 在 “ 角 变量 " 上 的 积分 所 决定 . 由 计算 (J“。e-” dz)" 来 
得 出 C 的 值 ] 


8.14 ”问题 汇编 : 傅 里 叶 变 换 


设 a =< a1,.… ,an > 为 一 个 nn 联 组 , 其 分 量 为 非 负 整 数 . 用 D” 表示 微分 
算 子 


Bali 十 … 十 cm 
Or .O07n™ 


设 Ilal 一 Q1 十"… 十 Qn- 又 设 Q(z, D) 一 2_vlal<k aa(Z)D” 为 微分 算 子 ， 其 中 每 个 
ws 是 z 的 多 项 式 . 因此 如 果 f 是 Rr 上 的 一 个 C* 函数 , 我 们 有 


De = 


(Qf)z) = 》 aa(7)D° f(z) . 


lal<k 
对 任何 在 R* 上 的 C™ 函数 , 我 们 令 
|flle = sup |Qf (7)| . 
rER" 
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我 们 以 S 表示 所 有 fe C”, 它们 对 所 有 Q 满足 
ljlle < eo (14.1) 


所 组 成 的 空间 . 要 明白 它 的 意思 , 让 我 们 考虑 那些 上 = 0 的 8. 于 是 (14.1) 式 说 ， 
对 任意 多 项 式 a(.), 函数 a. f 是 有 界 的 . 换 句 话说 , f 在 无 穷 远 处 比 任何 洛 项 式 
的 逆 消 失 得 更 快 ; 即 对 所 有 p 
dm lel (z+)=0. 
说 (14.1) 式 成 立意 味 着 上 面 的 等 式 对 f 的 任何 导数 也 成 立 . 
如 果 f 是 个 具 紧 支 集 的 Cee - 函数 , 则 (14.1) 式 显然 成 立 , 故 f € 5S. 一 个 更 
富 意 义 的 例子 是 由 函数 n 给 出 的 , 这 里 


n(x) = ellzll . 


因为 lim,_yoor?e-” = 0 对 所 有 的 p 成 立 , 从 而 推出 limllol osa(z)n(z) = 0. 另 
一 方面 , 容易 看 出 (由 归纳 法 )D*n(7x) = Po(z)n(z), 其 中 认为 某 个 多 项 式 . 因此 
Qn(7) = Po(z)n(7), 其 中 Po 为 多 项 式 . 故 nE€ES.i 

容易 看 出 空间 S 是 个 回 量 空 间 . 我 们 理 丰 二 吾 亲 二 过 改 伍 性 的 梳 人 和 即 
称 户 一 了 是 说 对 每 个 固定 的 @, 有 


| 一 flle 0.. 


(注意 , 空间 5 不 是 巴 拿 赫 空间 , 因为 在 其 中 的 收敛 性 依赖 于 无 穷 多 个 不 同 的 范 
数 .) 


习题 


14.1 设 p 为 一 个 C” 函数 , 它 在 无 穷 处 增长 缓慢 ， 就 是 说 , 假设 对 每 个 a 有 一 个 多 项 式 
Ps 使 得 对 所 有 z 有 
1P p(z)| < Palz) . 
说 明 如 果 六 e 5, 则 pf € 5. 另外 由 Jr pf 定义 的 S 到 自己 的 映射 是 连续 的 , 即 如 
果 折 二 ff 则 pf 一 yf. | 
对 zz=<zl Zn ER E=<E cn ~>E R"*, 我 们 用 


< ziEy>= zl 十 .十 ZneEn 
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代表 在 z 的 值 . 又 对 于 任意 a 二 < a',… ,a" > 及 任意 < R", 我 们 令 
Tc 一 (z )21 (zcn ， 


相似 地 有 地 = (1 (7)” ， 等 等 
对 任意 f e S, 定义 它 的 储 里 叶 变 换 了 为 R"” 上 的 函数 ， 


Aé) = / e-idek> f(z)dz . 


我 们 看 到 有 
fo= /1 和 Fol< fil 


14.2 证 明 六 具有 关于 的 任意 阶 导 数 , 并 且 
De fe) = (0 [erie ze fe)dz 
换 句 话说 
De f(€) = 9(é) ， 

其 中 g(z) = (Dlze f(z) . 

14.3 证 明 加 
| Sf (0) = i Fe) . 
[提示 : 将 此 积分 写 为 累 次 积分 并 用 关于 第 j 个 变量 的 分 部 积分 法 - 


14.4 得 出 下 面 结论 : 映射 了 上 了 将 S(R") 映 到 S(R"*), 并 且 如 果 在 S 中 太一 0 则 在 
S(R™) 中 所 一 0. 


14.5 证 明了 WF(E) = e-i<%**> je) 对 任意 w ER" 成 立 . 回想 这 里 的 Tf(x) = f(z 一 w). 
14.6 对 任意 / e 5, 定义 了 为 


其 中 一 表示 复 共 斩 . 证明 ~ 
f(é) = f(é€). 
14.7 设 n= 1, 并 设 为 7 的 偶 的 实 函 数 . 证 明 
f(é£) = fo < 7 > f(r)dzr. 


14.8 设 n(7z) 三 e-(IM2m ， 其 中 zeE 取 .证 明 


dn ， 
下 = 一 上 PS) ， 
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并 有 结论 
log hi(6) = 一 56? 十 常数 
从 而 
A(6) 二 常数 x er-o/26 
由 置 & 二 0 并 用 习题 13.1, 计算 出 这 个 常数 为 V 了 5. 因此 (6) = V5Fe 0056 


14.9 证 明 极限 lime_o 1/ (sin z)/z 存在 ， 记 此 极限 为 d 证明 对 任意 RR > 0， 
lim._»o [1 “(sin Rx)/xzdz = d 


如 果 f € 5, 我 们 已 知 有 fe 5S(R"*). 因此 我 们 可 以 考虑 函数 
f ee fa 
下 面 几 个 习题 的 目的 是 要 证 明 
1W) = mr fe Fd. (14.2) 
我 们 首先 注意 到 , 由 于 所 涉及 到 的 所 有 积分 是 绝对 收敛 的 , 故 只 须 证 明 
f(y) = Ri Ra oo CR) ， 


请 FE )ei(y € 十 … GE1 :den | 
将 有 的 定义 代入 此 公式 并 交换 关于 z 和 & 进行 积分 的 顺序 , 我 们 便 得 到 


1 AN 
lim :.:. lim 本 ff 
Ri—+o0 及 一 oo \ 2 
三 F(zl， J 2) ++ ee" ge! .. .derdz . 


因此 只 需 一 次 计算 一 个 变量 的 极限 就 行 了 (假定 了 此 收敛 性 是 一 致 的 , 这 可 由 证 明 中 
弄 清 楚 ). 我 们 于 是 把 此 问题 化 为 单 变量 函数 情形 . 我 们 必须 证 明 , 如 果 f € 5(R ), 则 


f(y) = im 二 ff f(z)e'y ®tdzr . 
我 们 将 首先 证 明 
R 4 
f(y) = Jim 元 f/f, f(r)e' Ydtdz ， 


其 中 d 已 在 习题 14.9 中 给 出 . 
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和 -一 


14.10 证 明 上 面 最 后 一 个 积分 可 以 写 为 
工人 六 sinR(y—7), _1 1 fy-7)+fy+w : 
/Om dz = 了 上 一 一 人 sn 


fw, . 


14.11 设 


g(u) = f+fyt - f(y) . 


证 明 g(0) = 0 并 得 到 对 0<z<1 有 ja) = = zh(7z), 其 中 € Ca 用 分 部 积分 法 证 


明 

/ gw)sin + / ， gwsin Te| < const = 
最 局 有 1 jy 一切 十 7 十 节 

lm / 二 sin Bedu = f(y) . 
这 便 证 明了 


f= ef 


14.12 用 习题 14.8 得 出 d = 7/2. 
设 fhes,fo ed. 定义 函数 fx 为 


fi x f(z) = / f(z 一 切记 (dy . 


由 于 右边 的 被 积 项 显然 对 每 个 固定 的 z 值 收 合 ， 故此 表达 式 有 明确 的 意义 ,我 们 还 能 
使 其 更 准确 . 因为 卢 E 5, 对 任 一 整数 p, 我 们 可 以 找到 一 个 上 2 使 得 


Kp 
i < 


LR 
Pp 
| lf < 1 十 RP? 
于 是 


/ (1 + zl ) f(z — WR)dy = / (1 4 el f(r DAWdy 
yl (017/221 
+ | (+ el F(z — DWdy . 
llyll> C1/2)z| 
第 一 个 积分 最 多 为 


cu (外 G+ lormgd fo ， 
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而 第 二 个 最 多 为 
Lp (illz 肌 


(+ llall mgdf (TS El- 


选取 p > 9 十 n, 我 们 看 出 两 项 都 趋向 零 . 因此 


ml + Hei) folz) = 


Br (fi * fo) = (80) n= fx (5) 


从 而 得 出 户 x 户 ESG. 
14.14 证 明 如 果 yp 是 R 上 任 一 有 界 连 续聘 数 ， 则 


|f ve+ wre)waray = f pF fo)wau. 


14.13 证 明 


14.15 得 出 结论 
fixfolé) = fi(€)fo(é). 
14.16 证 明 ， 
fx f(y) = ( 辫 ) [ Wf eae . 
27 


14.17 对 任意 JE 得 出 结论 说 
f up 一 (去 ) /有 (14.3) 


[提示 : 在 习题 14.16 中 令 y==0 | 

下 面 的 习题 运用 了 传 里 叶 变换 讲述 那些 在 研究 偏 微分 方程 中 有 用 的 东西 .在 最 
后 一 章 的 末尾 我 们 要 利用 它们 . 读者 可 以 选择 一 直 推 延 到 那 时 再 学 习 这 些 问题 . 

在 空间 S 上 定义 范 数 ‖ ||; 为 


HE = 07)" fa +I) FPae, 


而 内 积 (f,9)s 为 
(fg)s = / (1 + eI?) FSC6)de ， 
14.18 设 s = 尺 为 非 负 整 数 , 证 明 


lf = >》 yo ， 


lalgR 
其 中 al = al!l.…ant. [利用 多 项 式 展开 定理 , 重复 应 用 习题 14.3 和 等 式 (14.3)] 


8.14 问题 汇编 : 傅 里 叶 变 换 - 399 ， 


14.19 


14.20 


14.21 


14.22 


14.25 


我 们 因而 看 到 flle 以 平方 的 积分 范 数 度量 了 f 和 它 直到 RR 阶 导数 的 大 小 . 它 
有 助 于 把 上 | 想 成 为 大 小 概念 的 一 种 推广 , 它 推广 到 s 可 以 为 任意 实数 的 情形 . 


注意 如 果 s < t, 我 们 有 
flls < | fi . 


对 于 任意 实 的 s, 定义 算 子 K: 为 
Ksf(é) = (1 + él )*f(é). 


证 明 由 
_ of 

Kf=f- 2 a 
给 出 的 算 子 K = KK ”， 
证 明 对 任意 实数 s 和 上 

[TK fl = || fller2s 
以 及 

(Kf, g)t 一 (f, Kg)t 一 (f, 9)s+t ， 
证 明 K+t 二 Ks o K', 故 特别 有 对 所 有 s, 于 ”为 可 逆 . 
我 们 现在 定义 空间 HH 为 5 在 范 数 | ls 下 的 完备 化 . 空间 互 。 是 具 内 积 (, ) 的 

希 尔 伯 特 空间 . 我 们 可 以 把 瑟 。 的 元 素 想 成 是 “ 具 直 到 s 阶 的 广义 导数 的 广义 函数 ”. 
由 构造 , 空间 S 是 如。 在 范 数 ‖| ||。 下 的 一 个 笛子 空间 我们 注意 到 ,习题 14.20 表 
明 算 子 K* 可 以 扩张 为 Hi 到 Hi:-2s 的 一 个 等 距 映 射 我 们 也 把 此 扩张 的 映射 记 为 
Ks., 由 习题 14.21 ， 

下 : Hi_»s 一 H: 
是 Ks 的 逆 , 故 Ks 是 Hi 到 Hi:-2。 上 的 一 个 保 范 数 同 构 . 
设 用 二 Hs,v EH,,. 证 明 


|(u, v0)ol < lgllsllvll—s . 


因此 我 们 可 以 把 < 六 wb (wv)o 扩张 到 五 。x 五 -。 上 的 一 个 函数 , 它 对 久 线性 而 
对 vo 为 反 线性 即 (wavi + bv2)o = 5(w, v1) 十 b(w,v2)] 并 且 满 足 上 面 的 不 等 式 . 从 
而 任意 的 we 百 _。 定 义 了 一 个 有 界线 性 函数 ! 于 互 上 , 它 由 Lu) = (wv)o 给 出 . 
反之 , 设 ! 是 有 H。 上 一 个 有 界线 性 函数 . 证 明 存在 一 个 v € 五-。 满足 Ia) = (wv). 
对 所 有 4 € H, 成 立 ， [提示 : 考虑 线性 形式 v = Ksw, 其 中 心 为 HH。 中 一 个 适当 的 
元 素 ; 应 用 第 五 章 的 定理 2.4 .| 
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14.24 证 明 


lell-。= sup wr)! ， 
alle 
uO 


(习题 14.22 给 出 了 一 个 不 等 式 . 如 果 v 去 0, 取 必 二 天 -su 能 得 到 
Wolallulls = CK-*/2v, K-s/2v) = lloll? , 


这 样 做 是 为 了 得 出 一 个 等 式 .) 
14.25 设 2s > n( 其 中 我 们 的 函数 定义 于 R* 上 ). 证 明 对 任意 fe 6 我 们 有 


1/2 
sup|f(z)| < fl / (1+ P| 下 ( 索 伯 列 夫 不 等 式 ) . 
其 天 Rn 


(利用 等 式 (14.2), 施 瓦 兹 不 等 式 , 以 及 不 等 式 右 端的 积分 是 绝对 收敛 这 个 事实 .) 
索 伯 列 夫 不 等 式 证 明了 5 到 C(R") 的 内 射 扩张 为 H 到 C(R") 内 的 连续 内 射 
其 中 在 C(R") 上 给 出 的 是 一 致 范 数 . 因此 我 们 可 以 把 五。 的 元 素 在 s > n/2 时 看 成 
实际 上 是 及 ”上 的 函数 . 
对 |a| 由 归纳 法 我 们 便 可 断言 , 对 s > n/2, 任意 je Hlol+s 具有 |a| 阶 连续 导 
数 , 并 且 
suplD* f(z)| < Collfllats. (14.4) 


14.26 设 人 为 RR" 的 一 个 有 界 开 子 集 . 设 p ES 满足 supp p C 8 . 证明 对 所 有 &, 有 
pO < p(02) llpllo 
14.27 设 di = lubzen|zil, 并 设 d? = (d!1)*!1.…(d")*", 证 明 
ID* (A & dp( 1) llpllo . 
14.28 证 明 


E80 < p(2) ND’ yllo ， 


并 最 后 得 到 
I + EI 2° (0) < pC 0) Nplls 


14.29 更 一 般 地 , 设 为 S 中 函数 , 满足 对 所 有 x E f 有 W(z) = 1, 又 设 p ES 满足 
supp C841 .证明 
[2(8)| = | 次 )o| & lpllsllpells ， 


其 中 we(z) = yp(z)e™***”, 并 且 


IDe (8)| < llyllsllye ll-, ， 


8.14 和 问题 汇编 : 健 里 叶 变 换 * 401 ， 


其 中 (2) = z*w(z)e 人 
我 们 以 HL 表示 S 中 那些 支 集 在 2 中 的 函数 空间 在 | ||。 下 的 完备 化 . 按照 习 
题 14.29, 任意 p € Hs 定义 了 一 个 《的 函数 六 它 是 可 微 的 并 满足 
De < lgllsllpe (2)l|-, ， 
其 中 |lwg(z)ll-。 只 依赖 于 人 ,a,t€ 和 -8s 而 与 p 无 关 . 进一步 还 有 jlwjl? = 
1G + |IéN) P(e ae . 


14.30 设 s < .于 是 内 射 Hi 一 五。 是 个 紧 映 射 ， 就 是 说 , 如 果 {ypi} 是 Hi” 中 元 素 的 序 
列 使 得 对 所 有 i 有 ||eil 和 1 则 我 们 可 以 选择 一 个 子 序列 {ypi;}, 它 在 ||。 下 收 
敛 ， [提示 :由 习题 14.29， 函数 序 列 {gi(#)} 在 长 :级 | 入 ,固定 的 ”> 上 是 有 界 
和 等 度 连续 的 . 我 们 因而 可 以 选取 一 个 子 序列 它 一 致 收 伍 , 并 由 此 有 一 个 子 子 序 列 在 
{人 :él < 7} 对 所 有 的 7 收敛 (一 致 性 可 能 依赖 于 7). 于 是 , 如 果 {pi;} 是 这 个 子 子 
序列 , 便 有 


ps; — pin ll? = / (1 + NEI) lpi (€) — pan (ldé 
- / Ce: 
+ +r) les Ct) -va (OP a 
léll>r 
< / (1 + le)s Ips; (€) — pir (Olaé 
直达 > 


+ (十 用 相关 一 和 es 十 leal3 
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迄今 我 们 对 微 积分 的 研讨 一 直 在 致力 于 对 和 定义 在 一 个 向 量 空 间 (或 它 的 子 
集 上 ) 函数 的 性 质 及 在 这 些 函 数 上 的 算 子 的 研究 . 用 到 的 主要 思想 是 对 在 每 点 可 
能 是 非 线性 的 函数 使 用 线性 函数 去 通 近 . 在 这 一 章 里 我 们 要 推广 空间 的 概念 使 
其 包含 那些 不 能 以 任何 日 然 的 方式 被 看 作 癌 基 空 间 中 开 子 集 的 空间 . 我 们 要 使 
用 的 工具 是 在 每 点 用 线性 空间 去 “逼近 ”这 类 空间 . 

假定 我 们 有 意 于 研究 定义 在 玉 中 的 单位 球面 (表面 的 ) 上 的 范 数 . 这 个 球 
面 是 个 二 维 的 数学 对 象 , 它 的 意思 是 说 对 在 此 球面 的 每 点 的 一 个 邻 域 我 们 可 以 
用 两 个 坐标 以 双向 连续 的 方式 来 描述 . 另 一 方面 , 我 们 却 不 能 以 双向 连续 的 一 对 
一 方式 把 一 个 球面 映 成 平面 的 一 个 开 子 集 (因为 球面 是 紧 的 而 玛 中 开 子 集 则 不 
”是 ). 因而 球面 的 一 块 可 以 用 严 中 开 子 集 来 描述 但 整个 球 则 不 行 . 所 以 , 如 果 我 
们 要 同时 在 整个 球面 上 做 微 积分 , 我 们 就 必须 引进 更 加 广泛 的 空间 类 并 全 究 在 
它们 上 面 的 函数 . 

即便 一 个 空间 可 以 被 看 成 某 个 向 量 空间 的 子 集 , 也 可 想见 它 不 能 以 一 种 典 
型 的 方式 这 样 去 看 . 那么 , 一 个 (均匀 的 理想 ) 气体 的 平衡 态 可 以 被 三 个 参数 : 温 
度 ， 压力 和 体积 中 任意 两 个 来 阐述 . 没有 任何 理由 要 选择 这 两 个 而 不 选择 第 二 
个 . 从 一 组 参数 转移 到 另 一 组 的 变换 是 由 一 个 一 对 一 的 双向 可 微 映射 给 出 ， 因 
此 此 气体 状态 的 任何 函数 在 一 种 参数 选择 下 是 可 微 函 数 也 在 男 一 种 选择 下 可 微 . 
所 以 谈论 关于 气体 状态 的 可 微 函数 是 有 明确 意义 的 . 然而 , 一 个 函数 对 一 种 选择 
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的 参数 是 线性 的 则 不 必 对 另 一 种 选择 的 参数 为 线性 . 那么 谈论 这 个 气体 状态 的 
线性 函数 的 确 没有 任何 意义 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 想 知道 的 是 在 此 空间 中 函数 的 
什么 性 质 和 什么 运算 是 有 意义 的 , 而 不 是 那些 我 们 给 出 此 空间 的 那 种 人 为 制造 
的 描述 . 
最后, 甚至 有 时 为 方便 解决 某 些 特定 问题 而 在 向 量 空间 中 引进 了 “ 非 线性 坐 
标 ”: 例如 , 在 第 八 章 习题 11.3 和 11.4 中 的 极 坐标 . 因此 我 们 想 要 知道 当 我 们 改 
变 坐 标 时 各 种 数学 对 象 是 如 何 变 化 的 , 并 且 , 如 果 可 能 , 要 引进 那些 独立 于 坐标 
系 的 记号 . 

我 们 从 微分 流 形 的 定义 开始 我 们 正式 的 讨论 . 基本 想法 类 似 于 我 们 在 日 常 
生活 中 所 用 来 描述 地 球 表面 的 那些 东西 . 人 们 给 出 一 些 分 图 表 的 集合 , 其 中 每 张 2 
拉 弓 了 地 球 的 较 小 的 相互 有 重 登 的 部 分 . 我 们 可 以 用 观察 这 些 分 图 是 如 何 匹配 
的 方式 拼合 起 整 张 的 图 . 


9.1 


9.1 总 图 表 


设 M 为 一 集合 .V 为 一 巴 拿 赫 空间 .( 对 差不多 所 有 的 应 用 而 言 , 我 们 对 某 个 
整数 n 将 取 V 为 R".) M 上 一 个 CO* 类 的 V - 总 图 表 是 个 称 作 分 图 表 的 偶 对 
(Ui, pi) 的 集合 a, 其 中 Ui 为 M 的 子 集 , yp; 是 Ui 到 人 码 中 一 个 开 子 集 上 的 双 射 ， 
它们 满足 下 列 条 件 (图 9.1): 

Al. 对 任意 (Ui,pi) En 及 (Uy;pj) Ea, 集合 pi(Uin Ui) 和 pj(UinnUi) 为 
V 中 开 子 集 , 并 且 映 射 


Pio pi : PiUiN DUI) = pi(UiNU) 
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是 C* 类 可 微 . 
A2. UUi = M. 


称 函数 pi o pj! 为 总 图 表 a 的 转移 函数 . 下 面 是 具 总 图 表 的 集合 的 例子 


例题 1.1 通俗 例题 . 设 M 为 V 中 一 开 子 集 . 如 果 取 总 图 表 a 由 单个 元 素 
(U, p) 组 成 , 其 中 U = M,p :U 一 为 恒 同 映射 , 则 公理 Al 和 A2 豪 无 疑问 被 
满足 . 


例题 1.2 球面 . 设 M = 5" 代表 在 R"+! 中 由 (2 二 … 十 (x"”1 =1 给 
出 的 子 集 . 设 集合 页 由 z"+1 > -1 的 点 构成 , 而 V2 由 xz?f+ < 1 的 点 构成 . 设 


PI1 :UR 
由 z 
| Tr! | 
yo 


给 出 ， 其 中 yl, ,Yy” 为 R” 的 坐标 . 因而 映射 Pp1 是 从 “南极 ” < 0,.…- , 0, 一 六 
到 R" 的 射影 , 其 中 的 R" 看 作 是 赤道 面 ( 见 图 9.2). 相似 地 , 定义 pz 为 
rT 


"+1) 一 
1 一 rnt+! 


op2(Z ,oN 
于 是 pi (ViNU2) = pa(U1i NU2) = {y ER :y 0}. 现 在 
1\2 ny\2 
i 2 1 nt (T) 十 … 十 (Z7") 
>》 o 1 (xz ) ,ZT ) = (1 + x"+1)2 
1— (Zn 二 1) ] 一 个人 4 十 工 
(1+zn+l)2 1 工 十 Zn+L 


0 
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因此 ， 
it YOPT 
y p2(T ) ) 二 ) = >_[y’ opi(Z1 ,ZIL)] 2 
或 者 是 
oo = Pp1(7) 
pi (2))| 


换 句 话说 , 映射 p2o。 wp7! 定义 于 所 有 y 头 0, 并 由 


— y 
p20 pi (Y) 一 yl 


给 出 . 从 而 条 件 Al 和 A2 被 满足 

注意, 我 们 所 给 出 的 对 球面 的 总 图 表 只 包含 了 两 个 分 图 (每 个 都 由 球 极 投影 
给 出 ). 地 球 的 总 图 表 通常 包含 了 许 许多 多 分 图 . 换 句 话说 , 许多 不 同 的 总 图 表 可 
以 用 来 描述 相同 的 集合 . 我 们 在 后 面 还 要 回 到 这 个 论题 


人 


图 9.3 图 9.4 


例题 1.3 ( 圆 ) 圆 51 是 个 “一 维 球面 ” 从 而 有 一 个 如 例 1.2 中 描述 的 总 图 
表 . 我 们 想 以 一 个 S! 上 的 不 同 总 图 表 来 描述 它 . 视 5S! 为 单位 圆 zf + zz = 1， 
并 考虑 函数 01, 其 定义 于 < 1,0 > 的 一 个 在 S1 上 半圆 的 邻 域 , 它 给 出 从 9 上 
这 个 点 到 < 1,0 > 的 角 ( 见 图 9.3)， 当 我 们 反 时 针 绕 此 圆 运动 时 此 函数 在 我 们 
再 次 磁 到 < 1,0 > 之 前 是 有 明确 定义 的 . 我 们 要 用 (ip) 为 我 们 总 图 表 中 第 
一 个 分 图 , 其 中 万 = 51 {< 1,0 >},01 为 上 面 所 定义 函数 . 设 U2 = 5" 一 {< 
0,1>}, 定义 gb 为 7/2 加 上 从 <0,1> 到 它 的 角 ( 按 反 时 针 度 量 )( 见 图 9.4). 现 
NU = SS!-{<1,0>,<0,1>}, 而 QU NU2)=(0,27) — {7/2}. 


GU NU,) 
0 x/2 27 
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X, ba(U1 NU2) = (7/2,27 + 7/2) — {27}. 


g,(U NU,) 
0 x/2 27 27 二 T12 


映射 go ob 为 


g, 0 071(z) = 7 十 27， ”如果 0<zx<7/2， 
炎 ， 如 果 NT/2<T < 27. 


例题 1.4 两 个 总 图 表 的 乘积 . 设 a = {(Ui, pi)} 为 集合 M 上 的 一 个 六 总 
图 表 , 又 设 站 = {(Wj,))} 为 在 集合 N 上 的 友 总 图 表 , 其 中 页 和 友 都 是 巴 
拿 赫 空间 . 则 集合 E = {(Ui x Wi Xx 由} 是 MxN 上 的 一 个 页 x 了 从 总 图 表 . 
这 里 的 pi x Wi(p,9) =< pi(p), (gq) >, 其 中 < p,q >E Ui x Wj. 容易 验证 @ 满 
足 条 件 Al 和 A2. 我 们 称 E 为 ma。 和 外 的 乘积 , 记 为 CE=a x %. 


举例 说 设 M = (0,1) C 下,N = 51. 于 是 我 们 可 以 将 M x N 看 作 一 个 柱 
面 或 一 个 圆 环 . 如 果 M = N = 51, 则 M x N 是 个 环 面 ， 


贺 柱 面 面 


写 出 这 些 情形 的 转移 函数 和 总 图 表 的 显 式 表达 式 是 个 有 意义 的 练习 . 


例题 1.5 作为 第 一 个 例子 的 推广 ， 设 3 为 第 三 章 3.12 市 定义 过 的 一 个 
(n + m) 维 向 量 空间 X 的 子 流 形 . 在 那里 所 定义 的 每 个 邻 域 N, 集合 SN N 
连同 映射 p 给 出 了 在 V 中 取 值 的 一 个 分 图 表 (这 里 的 X 被 看 成 了 站 x W), 其 
中 的 op 是 射影 mm 在 S 上 的 限制 . 在 这 样 一 个 邻 域 N 中 , 集合 3 被 表示 成 了 医 
数 FF 的 图 像 . 换 杀 话说 ， 


SNN= {<7,F(x)>EV XW :7 En(s)), 


其 中 的 下 是 从 4 = mn(SNN) 到 W 中 的 一 个 光滑 映射 . 设 N' 是 另 一 个 这 样 的 
邻 域 , 其 对 应 的 射影 为 zi (这 里 的 六 现在 以 某 种 其 他 的 方式 恒 网 于 了 x W). 于 
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是 wo' op-1(z) = ri(z, (zx)), 这 表明 pl ep-: 是 个 光滑 映射 . 因而 在 第 三 章 意 
义 下 的 每 个 子 流 形 都 具有 一 张 总 图 表 . 


习 昨 


设 P"(n 维 射影 空间 ) 表示 R"+! 中 所 有 通过 原点 的 直线 的 空间 . 任意 这 样 一 条 直线 被 在 此 
直线 上 一 个 非 零 向 量 所 决定 ,两 个 这 样 的 向 量 < z1 ,zz > 和 < 名 > 决定 
同一 条 直线 的 充 要 条 件 是 它们 相差 一 个 因子 , 即 对 所 有 i,y' = Xzi, 其 中 入 是 某 个 ( 非 零 ) 
实数 . 我 们 因而 可 将 P* 中 一 个 元 素 看 成 是 非 零 向 量 的 一 个 等 价 类 . 对 每 个 i 为 1 与 n+1 


之 间 的 数 , 设 Ui C P" 为 由 六 夭 0 所 产生 的 向 量 的 那些 元 素 的 集合 . 映射 


Gr- 
[7 一 ”人 及- 
1 1 r! rl zit! mm 十 ] 
<《T,*'* ,I > 
Tr! TT? Tt T! 


给 出 . 证 明 上 映射 a; 有 明确 定义 , 而 {(Ui, oi)} 是 P* 上 的 一 个 总 图 表 . 


9.2 ”函数 , 收敛 性 


设 a 为 集合 M 上 一 个 C* 类 的 V 总 图 表 . 设 f 为 定义 于 M 上 的 一 个 实 限 
数 . 对 每 个 分 图 表 (Ui, wei) 我 们 得 到 定义 于 pi(0i) 上 的 函数 后, 即 
fi=fowp. (2.1) 


函数 fi 可 以 被 看 作用 分 图 表 (Ui, pi) 的 “f 的 局 部 表达 式 ”. 一 般 来 说 , 这 些 函 
数 f; 看 起 来 彼此 十 分 不 同 . 例如 , 设 M = 5",a 为 所 描述 过 的 那个 总 图 表 , 并 设 
f 为 对 每 点 ~ rT!, 0 ,Tt > 指定 值 rnt! 在 球 上 的 函数 . 那么 


f(y) = FooT (= 一 十 ， 
而 

fo(y)= fop; (y=1 
这 可 由 解 出 方程 来 验证 . 


加 到 一 般 性 的 讨论 , 我 们 看 出 这 些 函 数 f 并 不 是 完全 个 此 无 关 的 . 事实 上 
由 定义 (2.1) 式 我 们 得 到 在 pj(UVinU) 上 


2 
1 + ||yll2 


fiopiogp; =f. (2.2) 
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[因而 在 上 面 所 引述 的 例子 中 我 们 真正 有 了 fo(y) = fi(y/lyl), 这 与 (2.2) 式 所 
要 求 的 一 样 .] 

现在 我 们 得 到 一 个 简单 却 重 要 的 观察 结果 . 假设 我 们 从 一 组 函数 { 户 } 出 发 ， 
其 中 每 个 fi 定义 于 pi(Ui) 上 , 它们 使 得 (2.2) 式 成 立 . 于 是 , 在 M 上 便 存在 一 个 
惟一 的 函数 f 使 得 上 = fo wp; . 事实 上 , 如 果 pe Ui, 便 定义 f(p) = (pi;(p)). 
要 使 f 确 有 定义 , 我 们 必须 确信 此 定义 是 协调 一 致 的 , 即 如 果 p 也 在 U; 中 , 则 
fi(pi(p)) = 记 (p;(p)), 但 这 正好 是 (2.2) 式 所 讲 的 东西 . 

我 们 从 而 可 按 两 种 方式 想像 一 个 实 函 数 : 即 下 面 两 者 之 一 . 

Gi) 在 M 上 以 不 变 方式 定义 的 一 个 对 象 , 即 从 M 到 及 的 一 个 映射 ， 或 者 

(ii) 一 组 对 象 (这 里 是 函数 ), 其 中 每 一 个 元 对 每 个 分 图 表 有 定义 并 满足 某 些 
“转移 法 则 ”, 即 (2.2) 式 . 这 种 观察 M 上 对 象 的 对 偶 方 式 在 后 面 的 讨论 中 会 相 
当 频 繁 地 出 现 . 

设 M 为 一 具有 C* 类 总 图 表 的 集合 我 们 说 函数 f 是 C 类 (1 < 有 的 是 指 
由 (2.1) 式 所 定义 的 函数 fi 是 C 类 的 . 注意 , 由 于 i, 那么 从 (2.2) 式 知 这 不 
会 出 现任 何 障碍 . 如 果 fi €E C' 且 pg7 op; ecCceR>D) 于 是 亡 o(Py oo) ecC 
如 果 ! 大 于 上 , 则 一 般 地 说 , 如 果 所 是 C' 的 ,那么 fi 也 不 会 是 C 类 的 , 这 时 只 
会 有 极 少 的 C' 类 函数 . 

由 于 我 们 不 想 一 直 不 停 地 申明 我 们 总 图 表 的 可 微 性 次 数 , 从 现在 起 , 当 我 们 
说 到 一 张 总 图 表 时 我 们 总 是 指 一 个 类 Ce 的 总 图 表 . 

设 M 为 具 总 图 表 a 的 集合 . 我 们 关于 一 个 点 的 序列 {zi; € MM} 收 人 急于 点 
ZE M 是 说 ， 

Gi) 存在 一 个 分 图 表 (Ui,%i) En 和 一 整数 N;, 使 得 x € Ui, 以 及 对 所 有 
> NE Li 

(ii(Ck)k>N 收敛 于 p(x). 

请 注意 , 如 果 (Uj,w;) 是 任何 一 个 其 他 的 分 图 表 使 x 6 Di 则 存在 一 个 Ni， 
使 得 pj;(zk) e U; 对 所 有 天 > Ni 成 立 , 并 且 wj(zk) 一 oji(z). 事实 上 , 选取 NN; 
使 得 pi(zk) E pi(Ui 咯 Uj) 对 所 有 有 > Ni 成 立即 可 .( 由 于 人 oilUin ID) 是 开 
集 , 故 这 是 可 能 的 .) oj(zk) 收敛 于 ji(z) 的 事实 来 目 wj 9 Pi -的 连续 性 .因此 说 
{zi} 收敛 于 > 是 有 完全 明确 的 意义 . 


警示 说 序列 {zi} 是 柯 西 的 则 没有 意义 . 举例 来 说 , 设 M = 5", 其 总 图 表 
如 前 面 所 描述 的 . 如 果 {zk} 是 S"” 上 收敛 于 北极 点 的 点 序列 , 则 pi1(zx) 一 0 而 
pz (Zk) 一 co. 如 果 我 们 去 掉 北极 点 , 即 M = S" 一 {< 0,… ,0,1 >}, 并 定义 这 些 
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图 表 仍 如 前 , 则 这 个 例子 更 加 棘手 . 于 是 {zk} 在 M 中 没有 极限 . 显然 {fpi(zb)} 
是 柯 西 序列 而 {pz(ze)} 则 不 是 的 . 


一 日 我 们 有 了 收 伍 性 的 概念 , 我 们 则 可 谈 及 诸如 开 集 和 闭 集 之 类 的 东西 我 
们 也 可 以 直接 定义 . 臂 如 说 , 一 个 集合 U 是 开 的 如 果 wi(Cn Di) 是 pi(UUi) 的 开 
子 集合 ， 其 中 (Ui, Pi) 为 所 有 的 分 图 表 ， 等 等 . 


习题 


2.1 证 明 上 面 对 集 合 为 开 的 定义 是 前 后 一 致 的 , 即 存在 有 非 空 开 集 .( 事 实 上 , 每 个 U; 都 是 
开 的 .) 
2.2 证 明 序列 {zs} 收敛 于 x 当 且 仅 当 对 每 个 包含 z 的 开 集 U， 存在 一 个 Nv, 使 得 对 
Q > Nv 有 Yo EU. 
设 a = {(Ui, pi)} 为 M 上 一 个 总 图 表 , U 为 M 的 一 个 开 于 集 . 设 a | U 为 所 有 
偶 对 (Ui nN U, pi 1U) 的 集合 . 容易 验证 a1 U 是 U 上 的 一 个 总 图 表 . 称 其 为 a 在 U 
上 的 限制 . 
设 f 是 定义 于 开 集 U 上 的 函数 . 我 们 称 f 在 U 上 是 C! 类 的 是 说 它 关 于 在 U 上 
的 图 表 a | UV 是 C 类 的 . 为 了 后 面 使 用 便利 我 们 称 定义 于 M 的 一 个 子 集 上 的 函数 
f 是 C' 类 的 是 说 , 如 果 
(i) f 的 定义 坡 是 M 的 某 个 开 集 , 并 且 
(ii) 了 在 U 上 为 C" 类 . 
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在 我 们 第 1 节 所 讨论 的 例子 中 , 我 们 在 每 种 情形 中 所 做 的 对 总 图 表 的 个 别 
洗 取 是 十 分 随意 的 . 我 们 能 完全 等 价 地 引进 不 同 的 总 图 表 而 不 改变 可 微 函 数 类 ， 
或 者 开 集 的 类 , 或 者 收敛 序列 , 等 等 . 因此 , 我 们 在 M 的 总 图 表 间 引进 一 个 等 价 
关系 : 

设 m 和 为 M 上 的 两 个 总 图 表 . 我 们 说 这 两 个 是 等 价 的 指 的 是 如 果 它 们 
的 并 m U o 仍 是 M 上 的 一 个 总 图 表 . 

关键 的 条 件 是 Al 对 这 个 并 集 仍 然 成 立 . 这 意味 着 对 任何 分 图 表 Ui pa € 
ni 和 (Wij, bi) € oa2， 集合 pi(Ui 站 Wi) 和 pi(Ui AN W;) 是 开 集 , 并 且 w; op7! 是 
wj(Uin Wi) 到 pi(Ui 咯 Wi) 上 的 可 微 映射 ， 同时 具有 可 第 逆 . 


rr se mp pp = 
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所 引进 的 关系 很 清楚 是 个 等 价 关 系 . 进一步 , 作为 一 个 易 做 的 习题 可 验证 ， 


如 果 了 关于 一 个 给 定 的 总 图 表 是 C! 类 的 , 则 它 关 于 任 一 个 等 价 的 图 表 也 是 C: 


类 的 . 对 于 开 集 和 收 合 性 的 概念 也 同样 如 此 . 


定义 3.1 称 集合 M 连同 M 上 的 一 个 总 图 表 的 等 从 类 为 一 个 微分 流 形 是 
说 它 满足 “ 寨 斯 多 夫 性 质 ?: 对 M 的 任意 两 个 点 Z1 关 XY2, 存在 开 集 让 和 [2 使 
Tr1EUI,r 2 EU»> HUNU, = 0. 


在 下 文中 我 们 仍 以 M 代表 (不 恰当 用 语 ) 一 个 微分 流 形 , 其 中 的 总 图 表 等 
价 类 不 言 自明 . M 的 一 个 总 图 表 的 意思 是 属于 这 个 给 定 的 等 价 类 中 的 一 个 图 表 ， 
而 M 的 一 个 分 图 表 是 表示 属于 M 某 总 图 表 中 的 一 个 分 图 表 . 

我 们 仍然 采用 这 样 的 记号 约定 , 即 V 是 M 上 分 图 表 取 值 的 巴 拿 赫 空间 (我 
们 这 时 说 M 是 个 站 - 流 形 ). 如 果 有 多 个 流 形 ，Mi, Ma 等 等 被 论 及 , 我 们 将 以 
Vi, V2 等 表示 相应 的 癌 量 空间 . 如 有 果 了 = 本 ,我 们 则 说 M 是 个 n 维 流 形 . 

设 Mi 和 Mi 为 微分 流 形 . 映射 p : Mi 一 Ms2 是 连续 的 指 的 是 对 任意 开 集 
U2 C Ma2, 集合 po 一 (Da) 为 Mi 的 开 子 集 . 设 za E Ma2,D2 为 任 一 包含 zz 的 开 集 . 
如 果 p(zl) = x2, 则 p71(U2) 是 包含 zl 的 一 个 开 集 . 如 果 (Wa) 是 一 个 关于 z 
的 分 图 表 , 则 WNgp (Ca) 是 W 的 一 个 开 子 集 , 而 a( 人 me- (2)) 是 页 中 包含 
azi) 的 开 集 . 因此 存在 一 个 e > 0, 使 得 对 所 有 x € W, 满足 ||a(x) 一 a(zx)| < s 
有 wz) e Us. 在 这 种 意义 下 可 以 说 , 所 有 “区 近 z1” 的 点 被 映 到 “靠近 z2”. 注 
意 , s 的 选取 要 同时 依赖 于 分 图 表 (Ta) 和 7z1, 7x2,U2 以 及 yp. 

如 果 Mi, Ms 和 Ms 为 微分 流 形 , 并 且 如 果 p :Mi 一 M2 和 Vw: M2 一 M3 
为 连续 映射, 则 容易 看 出 它们 的 复合 wow 是 从 Mi 到 Ms 的 连续 映射 

设 y 为 Mi 到 Ms 的 连续 映射 . 设 (Wi,ai) 为 Mi 上 的 分 图 表 , (W2, a2) 为 
Ms 上 的 分 图 表 . 我 们 称 这 些 分 图 表 是 (在 % 下 ) 相 容 的 是 指 如 果 有 yp(Wi) C Ws. 
如 果 qo 是 M 上 的 总 图 表 , ai 是 Mi 上 的 总 图 表 , 我 们 说 al 与 a2 在 ww 下 是 
相 容 的 是 指 如 果 对 每 个 (Wi,Q1) em 存在 一 个 {Ws, Qa2) € a2 与 它 相 容 , 即使 得 
pm ) C Wo .( 注 意 , 映射 azo (pp | Wai) oaT ;于 是 是 一 个 从 Vi 中 一 个 开 子 集 到 
友 中 的 一 个 连续 映射 .) 给 出 了 as 和 y, 我 们 总 能 找到 一 个 m 使 它 在 只 下 与 
相 容 . 事实 上 , 设 a 为 Mi 上 任 一 个 总 图 表 , 并 令 


a = {(WiNyp™ (Wo),al (WiNp (Wa))}, 


其 中 (Wi,a) 遍历 中 的 所 有 分 图 表 , 而 (W, 6) 遍历 所 有 02 的 分 图 表 ， 
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定义 3.2 设 Mi 和 Ms 为 微分 流 形 , p 为 映射 : Mi -一 Ma. 称 yp 为 可 微 的 
是 说 如 果 下 面 的 条 件 成 立 : 

(i) 2 连续 . 

(ii 如 果 ml 和 oa 为 在 p 下 相 容 的 总 图 表 . 于 是 对 任意 相 容 的 (Wi,Q1)€ a 
和 (W2,Q2) E q2, 映射 


CQ2 Do aJ : ci( 人 1 ) 一 人 Q2 (Wo) 


是 可 微 的 (作为 从 一 个 巴 拿 赫 空间 中 开 子 集 到 一 个 巴 拿 霖 空间 的 映射 )( 见 图 9.5). 


图 9.5 


为 了 验证 一 个 连续 映射 p 是 可 微 的 , 验证 远 比 (ii) 所 要 求 的 少 得 多 的 东西 
就 够 了 . 条 件 (这 所 关联 到 的 是 任何 一 对 相 容 的 总 图 表 和 任何 一 对 相 容 的 分 图 
表 . 事实 上 , 我 们 可 以 断言 : 


命题 3.1 设 p: Mi 一 M2 连续 , al 和 qo 为 在 pp 下 相 容 的 总 图 表 . 假设 对 
每 个 (Wi1i, Q1) 入 01 存在 一 个 (W2, 02) € Q2, 满足 of TTT C Wo 和 aobooa] 可 
微 . 则 2 可 微 . 


证 明 设 (Ui,B1) 和 (Us,p2) 为 Mi, Ma 上 任意 分 图 表 , 满足 (CQ C U2. 我 
们 必须 证 明 862o po B87! 可 微 . 只 要 证 明 它 在 每 个 点 Bi(7X1), zeELa 的 邻 域 中 可 
微 . 选取 (Wi1i, Q1)E a1,T € Wi, 又 选取 (Wo2, Qa1) € a2， 满足 po) C Wo. 于 是 在 
Bi(Wi 站 Ui) 上 我 们 有 / 


popop = (booazlo(azopooaT )o (oi o Bi ), 
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故 左 端 是 可 微 的 . 口 
换 句 话说 , 只 要 对 一 对 总 图 表 证 实 其 可 微 性 就 可 以 了 . 作为 推论 我 们 有 
命题 3.2 设 w: Mi 一 M2, :Mo 一 Ms 可 徽 , 则 加 op 可 微 . 
证 明 设 os 为 Ms 的 一 个 总 图 表 . 选取 a 与 gs 在 少 下 相 容 , 然后 再 选取 
Mi 上 一 个 总 图 表 m 在 wp 下 与 o> 相 容 . 对 任意 (Wi,Q1) € a1, 选取 (W2, 02) € 


a2, (Ws3, 03) € Qa, 满足 pWi) C W, 和 wp( We) C Ws. 于 是 Oa oy 口 poar! 一 
(as ouyooa3 )o(asopoail ) 可 微 品 


习 通 


3.1 设 Mi = 5S" M2 =P" 以 及 : Mi 一 Ma 为 将 单位 球 上 每 点 映 到 它 确定 的 直线 .( 注 
意 , 5” 的 两 个 对 经 点 变 到 了 "的 同一 点 .) 构造 9 的 一 组 相 容 总 图 表 并 证 明 yp 可 微 . 


我 们 留意 到 , 如 果 f 是 M 上 任意 的 取 值 于 巴 拿 赫 空 间 的 函数 , 则 f 作为 一 
个 函数 是 可 微 的 (在 第 2 节 的 意义 下 ) 当 且 仅 当 它 作 为 流 形 间 的 映射 是 可 微 的 . 
特别 , 设 p : Mi 一 Ma 为 可 微 映射 ,f 为 M。 上 的 可 微 函数 (定义 于 某 个 开 子 集 
上 , 譬如 U2). 于 是 f ov 便 是 Mi 上 的 可 微 函数 [定义 于 开 集 2 一 (az) 上 ]. 因此 
2 把 M2 上 一 个 可 微 函数 “ 拉 回 ” 到 Mi. 由 此 观点 , 我 们 可 以 说 9 诱导 了 从 Ms 
上 的 可 微 函数 集 到 Mi 上 可 微 函数 集 的 一 个 映射 . 我 们 将 此 映射 记 为 p*. 因而 


M2 上 的 可 微 函数 和 M1 上 的 可 微 函数 ， 
它 由 
vp[f]|=f°ov 


给 出 . 如果 少 : Ma 一 Ms 为 第 二 个 可 微 映射 , 则 (wo p)* 从 Ms 上 的 函数 走 到 
M1 上 的 可 微 函 数 ， 并 且 有 
(pop) = oo (3.1) 


(注意 顺序 的 变化 ). 事实 上 , 对 Ms 上 的 9 有 
(Wop)’g=go(wop) = (go%) op = pw lg. 


S。 上 的 任意 函数 , 则 “ 拉 回 ”wp*[f] = joy 是 定义 在 Mi 的 9-1(52) 上 的 函数 . 
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p 为 连续 这 个 事实 让 我 们 得 到 结论 说 , 如 果 52 为 开 , 则 p-1(52) 也 是 . yp 是 可 微 
的 这 个 事实 列 涵 了 一 旦 f 是 可 微 的 则 yp*[ 有 fj 也 是 的 . 

一 旦 代数 运算 有 定义 , 则 映射 p* 与 所 有 这 些 代数 运算 可 交换 . 更 准确 地 说 ， 
假设 /和 9 取 值 于 同一 向 量 空 间 , 并 有 定义 域 站 和 U2, 则 +9 在 Cn 上 
有 定义 , 并且 凡 [ 月 + 入 加 在 oo 一 (Cnz2) 上 有 定义 , 显然 有 


p[f+9 = [f+ vw" lgl. 


习题 


3.2 设 M2 为 有 限 维 流 形 , p : Mi 一 M2 连续 . 假设 p* 和 有 | 对 任意 (局 部 定义 的 ) 可 德 实 男 
数 了 可 微 . 得 出 yp 是 可 微 的 结论 . 

3.3 证 明 如 果 w 是 巴 拿 替 空间 的 有 界线 性 映射 , 则 上 面 定义 的 p* 是 第 二 章 第 3 节 定 义 的 
2” 的 一 个 扩张 . 
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在 本 节 中 我 们 要 对 一 个 微分 流 形 在 此 流 形 的 每 点 上 构造 一 个 “近似 的 向 量 
空间 ”. 这 将 使 我 们 能 详细 猎 述 在 流 形 上 的 微分 学 的 大 多 数 概念 . 
设 M 是 个 微分 流 形 , z 为 M 的 一 点 (图 9.6). 设 TCR 为 包含 原点 的 区 间 
设 op 为 了 到 M 的 一 个 可 微 映射 使 得 
2(0) = z. 我 们 称 p 为 一 条 通过 z 的 (可 
微 ) 曲线 . 
设 f 为 M 上 任意 可 微 实 函 数 , 定义 于 
z 的 一 个 邻 域 . 于 是 p*[f] 在 RR 上 可 微 , 并 
且 我 们 可 以 考虑 它 在 原点 的 导数 .定义 算 
子 Dy 为 0 


jy 
D,(f) = 2 图 9.6 


由 于 yp* 的 线性 性 , 映射 f 下 Dp(f) 是 线性 的 : 


D(af + bg) = aDy(f) + bDy(9). 


mm ss mm 


" 414 第 九 章 微分 流 形 


相似 地 , 我 们 有 莱 布 尼 获 规则 
Du(jg) = f(z)Do(g) + g(z) Dolf), 


容易 验证 它 . 泛 函 D, 依赖 于 曲线 p. 如 果 乡 是 第 二 条 曲线 , 则 一 般 地 , Ds Dy. 
然而 如 果 Dy = D。 则 我 们 说 曲线 p 与 在 x 相 切 ,并 记 为 p ~. 因此 yp ~ 多 
当 目 仅 当 Dy(f) = Dy(f) 对 所 有 可 微 湖 数 f 成 江 . 

容易 验证 ~ 是 个 等 价 关 系 . 通过 z 的 曲线 的 一 个 等 价 类 被 称 做 在 z 的 一 个 
切 向 量 . 如 果 “上 是 在 z 的 一 个 切 向 量 , p € & , 我 们 则 说 上 在 z 切 于 9%. 

对 任何 在 x 附近 有 定义 的 可 微 函 数 上 和 任意 切 癌 量 &, 我 们 令 


£(f) = D,(f), 
其 中 pet. 因而 上 给 出 了 在 * 附近 定义 的 可 微 函 数 上 的 一 个 泛 函 . 我 们 有 


é(af + bg) = aé(f) + bé(9), (4.1) 
é(f9) = f(z)é(9) + g(7)é(f). (4.2) 


让 我 们 来 考查 一 下 , 用 xz 附近 的 分 图 表 (W, a) 来 表示 , 等 价 关系 ~ 到 底 襄 
了 些 什么 . 泛 函 Dy(f) 可 以 写 为 


dfop| _ dfoa” )o(aoy) 
dt dt 


’ 
t=0 


如 果 令 二 aow, 忆 二 foa-!1, 则 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 中 的 参数 曲线 , 而 正 是 
那里 的 一 个 可 微 函数 . 因而 我 们 可 以 写成 


t=0 


Dy(f) = dF(@'(0)) = Dy'(o)F, 


由 这 个 表达 式 我 们 看 出 ( 令 下 = a ow yp 当 且 仅 当 于 (0) = W(0)， 因而 
我 们 看 出 以 分 图 表 (Wa) 表示 时 , 在 z 的 每 个 切 向 量 上 对 应 于 一 个 惟一 的 向 量 
Ea € Vv, 由 

65a = (a 9 p) (0) 
给 出 , 其 中 pp Et. 


反之 ， 给 出 任 一 YE V, 有 一 个 切 向 量 é, 满足 Ea 一 0， 事实 上 ， 定义 Vp 为 
p(t) = a-!(a(z)+tv). 于 是 yp 在 0 的 一 个 足够 小 的 区 间 有 定义 ,并且 (aopj) =%. 


9.4 切 空 间 -415 ， 


简 而 言 之 , 选取 分 图 表 让 我 们 把 在 z 的 所 有 切 向 量 与 V 等 同 . 设 (VOD) 为 
z 附近 的 第 二 个 分 图 表 . 则 


tg = (bBo)(0) = {B00 )o (aoy) (0). 


由 链 规则 我 们 得 到 
6 = Jpoa-! (A(Z))éo, / (4.3) 
其 中 (Pp) 是 在 p 的 微分 drp 
由 于 Jsoa-i(a(zx)) 是 V 到 自己 的 线性 映射 , 所 以 等 式 (4.3) 说 在 x 的 所 有 
切 向 量 的 集合 可 以 等 同 于 V, 而 此 等 同 是 在 V 的 一 个 自 同 构 上 被 决定 的 . 特别 ， 
我 们 可 以 把 在 z 的 所 有 切 向 量 的 集合 做 成 一 个 向 量 空间 , 其 中 定义 


aé + bn =6, 


这 里 的 5 由 
aka + Dna = Ca 


决定 , a 为 某 个 分 图 表 . 等 式 (4.3) 表明 此 定义 与 a 无 天 . 

我 们 表示 这 个 在 z 的 切 向 量 的 空间 为 T.(M), 并 称 它 为 (M) 在 z 的 切 空 
间 . 

设 光 为 Mi 到 Ms 的 可 微 映射 , 并 设 yp 为 通过 z € Mi 的 一 条 曲线 ( 见 
图 9.7), 于 是 meyp 为 通过 %(z) e Ma 的 一 条 曲线 . 容易 验证 , 如 果 一 五 则 
由 op bpo 瑟 因此 映射 消 诱 导 了 一 个 从 Tz(M) 到 Ty(z)(M2) 的 映射 . 我 们 将 
以 加 zx 表示 它 . 重复 说 一 遍 , 如 果 上 ce To(M1), 则 wz(&) = 7 由 对 所 有 met， 


VopEN 


所 决定 . 
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设 (U,a) 是 z 的 一 个 分 图 表 , (WP) 是 允 z) 的 一 个 分 图 表 . 于 是 
éa = (ao p) (0) 
以 及 
ne = (Bowo wy)(0) =[(6oyooa )o (ao vy) (0). 
由 链 规则 我 们 因而 可 写成 


Np = JBovoa-! (atz))6a. 


这 说 明 如 果 我 们 通过 a 将 T(Mi) 与 Wi 等同, Ty(z)(M2) 通过 有 己 人 等 同 , 则 
ws 成 为 与 线性 映射 J3ovoa-1(a(7)) 等 同 的 映射 . 特别 , 映射 wsz 是 从 Tz(Mi) 
到 Ty(z)(M2) 的 连续 线性 映射 . 如 果 p : Mi 一 Mz, : M2 一 Ms 为 两 个 可 微 映 
射 , 则 立刻 由 定义 得 到 

(Wo p)xz = Warp(z) © sz. (4.4) 


我 们 已 经 看 到 , 分 图 表 (U, a) 的 选取 将 T,(M) 等 同 于 V. 现 假 设 M 实际 上 
就 是 V 自己 (或 V 的 一 个 开 子 集 ), 它 被 看 成 是 一 个 微分 流 形 . 于 是 M 有 一 个 
特别 的 分 图 表 , 即 (M, id). 因而 在 Y 的 开 子 集 上 , 这 个 等 同 分 图 表 给 了 我 们 一 
种 特别 的 方式 将 Ts(M) 等 同 于 V. 有 时 将 Te(M) 描绘 为 将 原点 移 至 z 的 一 个 
V 的 翻版 比较 方便 . 我 们 于 是 可 将 在 zx 的 一 个 切 向 量 画 成 从 z 出 发 的 一 个 季 头 
( 见 图 9.8). 


图 9.8 图 9.9 


现 假设 M 是 个 一 般 的 流 形 , 是 M 到 一 个 向 量 空间 全 的 一 个 微分 映 出 . 
于 是 办 (人 UN) 是 Ty(z)(WVi) 的 子 空间 . 如 果 我 们 将 (Tz(M)) 视 为 页 的 一 个 
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子 空间 , 并 考虑 相应 的 通过 zx 的 超 平面 , 我 们 便 得 到 了 “在 z 切 于 $(M) 的 平 
面 ”, 这 就 是 直观 意义 下 的 切 平面 (图 9.9). 

按 这 种 方式 来 想像 切 向 量 非常 方便 , 那 就 是 说 , 如 果 M 被 映 到 一 个 向 量 空 
间 , 就 把 它们 看 做 M 的 切 疝 量 . 

如 果 /为 定义 在 ze M 的 一 个 邻 域 7 中 的 一 个 实 可 微 函 数 , 我 们 则 可 以 将 
其 视 为 从 流 形 U 到 流 形 了 的 一 个 映射 . 因此 我 们 得 到 一 个 映射 fz : To(M) 一 
Ty(z)(R1). 回想 起 我 们 把 (Ri!) 对 任意 ye R 等 同 于 民 . 那么 , fs 便 可 以 被 
看 作 从 Tz(M) 到 Ri 的 一 个 映射 . 读者 应 该 验证 一 下 , 这 个 映射 的 确 由 


fz(8)=éf) (4.5) 


给 出 , 其 中 上 ec Ts(M). 

特别 , 如 果 我 们 在 (4.4) 式 中 取 Ma = R,w = f, 我 们 便 能 断定 : 

设 少 是 Mi 到 M 的 可 微 映 射 , f 为 Ma 上 的 可 微 函 数 , 它 定义 于 W(z) 的 
一 个 邻 域 中 . 则 对 任意 & € Tz(M1) 有 


(Vp°(f)) = 办 cz 人 (用 (4.6) 


从 现在 起 , 我 们 上 下 文 可 自明 的 情形 下 将 常常 去 掉 Ys 中 的 下 标 z。 因而 
(4.4) 式 会 被 写 为 (Wi op). = wo px. 某 些 作 者 称 映射 pz 为 在 zz 的 微分 并 以 
dwzs 表示 它 . 如 果 Mi 和 M2 分 别 为 巴 拿 赫 空 间 Vi 和 W 的 开 子 集 (因而 在 它们 
的 等 同 分 图 表 下 为 微分 流 形 .), 则 上 面 所 定义 的 wz 当 Ts(Mi) 等 同 于 Vi 时 便 约 
化 为 微分 dpc. 这 个 约 化 依赖 于 这 个 等 同 表示 . 
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设 Mi 和 M2 为 微分 流 形 . 映射 g : Mi 一 Ms 被 称 作 一 个 微分 同 胚 是 说 , 如 
果 g 是 从 Mi 到 M2 上 的 可 微 的 一 一 映射 , 使 得 9 也 是 可 微 的 . 

设 M 为 微分 流 形 . 映射 p : M x 及 一 M 是 个 单 参数 群 说 的 是 ， 如 果 

wp 可 微 ; 

(ii olz,0) = zx 对 所 有 ZE M 成 立 ; 

(iii) p(p(z,s),t) = p(z,s+t) 对 所 有 TEM 和 s,teR 成 立 . 

我 们 可 以 以 稍稍 不 同 的 方式 来 表达 条 件 ( 和 (iii). 设 p::M 一 MM 由 


pi(Z) = Pl,t). 
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对 每 个 te 到 映射 pi 为 可 微 . 事实 上 ， 
Pt = pou 
其 中 uw 是 由 (x2) = (x,t) 给 出 的 M 一 M x RR 的 可 微 映射 
条 件 (ii) 说 的 是 po=id. 条 件 (过 ) 说 的 是 
Pt 9 ps — ptts: 
如 果 我 们 取 t = -s 于 上 面 等 式 中 便 得 到 pi ep_t=id. 因而 对 每 个 t, 映射 ws 是 
个 微分 同 胚 , 并 且 (pi)- = pi. 
现在 我 们 给 出 一 些 单 参数 群 的 例子 . 
例题 5.1 设 M =V 为 一 个 向 量 空间 ,w EM. 设 p:Vx 民 一 V 为 
op(v,t) = + tw. 
容易 验证 (i),(ii) 和 (过 ) 都 被 满足 ( 见 图 9.10). 


一 一 -一 
一 一 一 一 


-一 一 
9.10 - 


例题 5.2 设 M =V 为 有 限 维 向 量 空间 , 4 :Y - Y 为 线性 变换 . 回忆 线性 
变换 et4, 它 的 定义 是 
£12 A2 13 43 


十 


tA 
e 三 1+tA+ Di 3 


十 --…- = 


另 ， 对 任意 UE V, 


( 见 图 9.11 和 9.12). 由 于 在 任意 < vt > 的 紧 集 合 上 此 级 数 的 收敛 性 是 一 致 的 ， 
所 以 由 
po 办 一 et 


定义 的 映射 o: M x 肥 -AM 容易 看 出 是 可 微 的 并 同时 满足 ( 和 ( 放 ). 
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图 9.11 图 9.12 


例题 5.3 设 M 为 圆 51, 并 设 a 为 任意 实数 . 设 p? 由 转 旋 角 ta 的 变换 组 
成 的 微分 同 胚 . 利用 总 图 表 a = {(D 0), (02, 的 )}, 映射 p 由 下 面 给 出 : 


Qi(p(7,t)) = (7) + ta, 当 z € Ui,01(x) < 27 一 如 ， 
= 一 bi(z) 十 如 一 2r， 当 rzEU0zZ) > 27 一 如 
bo (p(x,t)) = 0 (x) + ta, 当 z € Us, Oo (7) < 27T 十 T/2 -ta, 


—0.(7)+ta—27, 当 z € U2,0(7) > 27 + 7/2— ta. 


(严格 地 说 , 这 并 没有 对 < z, 上 > 的 所 有 值 全 都 定义 p. 如 果 x =< 1,0 >, 并 且 
ta = 7, 则 z #4 Ui 且 yp(z, 信 ) # Ua. 这 容易 由 引进 第 三 个 分 图 表 于 以 修补 ) 这 
容易 看 出 p 为 一 个 单 参数 群 

例题 5.4 设 M = 5S!x5S! 为 环 面 ,a 和 0b 为 实数 . 记 7 EM 为 z=< C71,7Y2 >， 
其 中 zi € S51. 定义 p< 为 


Pa (Z1 T2,t) 二 ~ p° (11), pr (T2) >， 


其 中 pr 和 yt 由 例 5.3 给 出 . 于 是 p< 是 个 单 参数 群 , 这 的 确 是 个 十 分 有 益 
的 例题 . 读者 应 该 验证 并 看 出 本 质 上 的 行为 差异 来 自 b/a 是 有 理 数 还 是 无 理 数 . 
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来 自 例 5.3 的 例 5.4 的 构造 可 作 如 下 的 推广 . 如 果 p : MxR 一 MIV : 
N x 民 一 NN 为 单 参数 群 , 则 我 们 可 以 构造 出 由 pi x Wi 给 出 的 M x N 上 的 单 参 
数 群 . 映射 MxNxR 一 MxNN 将 <z,y,t> 送 到 < ypi(z),Vi(y) > 是 可 微 的 ， 
这 是 因为 它 可 以 被 写 为 复合 (p x oA, 其 中 / : 


PxvV:MxRxNxR-— > MxN 


而 
A:MxNxR— MxRxNxR 


为 A(x,y,t) =< 7,t,y,t> | 

在 前 面 四 个 例题 的 每 一 个 中 , 我 们 都 从 一 个 “无 穷 小 生成 元 ” 出 发 构造 了 单 
参数 群 , 就 是 例 5.1 中 的 向 量 w, 例 5.2 中 的 线性 变换 4, 例 5.3 中 的 实数 a, 以 
及 例 5.4 中 的 偶 对 < a,b >. 现在 我 们 要 证 明 , 关于 流 形 上 的 任何 一 个 单 参数 群 ， 
存在 一 个 合适 的 东西 , 我 们 可 以 将 其 视 为 此 单 参数 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

设 pv : M x 民 一 M 为 一 单 参数 群 . 对 每 个 ze M, 考虑 映射 pz :RR 一 和 M， 
它 由 | 

Pz(t) = p(z,t) 

给 出 . 由 于 条 件 (二 知 wz(0) = z. 因此 wz 是 通过 z 的 一 条 曲线 ( 见 图 9.13). 以 
X(z) 表示 此 曲线 的 切 向 量 . 因此 我 们 得 到 了 一 个 映射 XX, 它 对 每 个 ze M 指 
定 了 一 个 向 量 X(z) e T(M). 任意 一 个 这 样 的 映射 , 即 任何 一 个 对 每 个 ZE M 
指定 一 个 向 量 X(z) € Ts(M) 的 规则 , 都 被 称 作 为 一 个 回 量 场 . 我 们 已 经 看 到 了 ， 
每 个 单 参数 群 产生 了 一 个 向 量 场 . 我 们 称 其 为 这 个 单 参 数 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

设 了 为 M 上 一 个 向 量 场 ,(U,a) 为 M 上 一 个 分 图 表 . 对 每 个 x € DZ, 我 们 
得 到 一 个 向 量 Y(z)w EV. 我 们 可 以 将 此 看 作 在 a(U) 上 定义 的 一 个 V - 值 函数 
yo: 对 wv € a(U), 

Y,(v) =Y(aT (Vv))o. (5.1) 


设 (W, 6) 为 第 二 个 分 图 表 , 并 设 区 为 在 8(W) 上 相对 应 的 V - 值 函数 如 果 我 
们 比较 (5.1) 和 (4.3) 式 , 我 们 看 到 有 | 
Ys(B oo 1(v)) = Jeoa-:(v) o Ya(v) (5.2) 


其 中 v€ a(U NW). 
等 式 (5.1) 给 出 了 一 个 向 量 场 关于 一 个 分 图 表 的 “局 部 表达 式 ”, 而 等 式 
(5.2) 描绘 了 从 一 个 分 图 表 到 另 一 个 的 “转移 法 则 ”. 
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Ce 


At{x) 


AAA 


图 9.13 


反 过 来 , 设 a 为 M 的 一 个 总 图 表 , 到 为 对 每 个 分 图 表 (U,Qa) 和 a 定义 在 
a(U) 上 的 V - 值 函数 . 假设 Yo 满足 (5.2) 式 . 于 是 对 每 个 ze M, 我 们 可 以 议 
Y(z) ETz(M) 为 

Y (7)a 一 Ya(akzj)) 


所 定义 , 其 中 (U,a) 为 某 个 关于 z 的 分 图 表 . 由 (4.3) 和 (5.2) 式 给 出 的 转移 法 
则 知道 此 定义 不 依赖 于 (U, a) 的 选取 . 

又 可 知 Jou-: 是 a(UnW) 上 的 C” 函数 (线性 变换 - 值 的 函数 ). 因此 如 
果 Y 是 个 向 量 场 , Y 则 是 个 a(Z) 上 的 V - 值 Ce 函数 , 函数 Ye 则 是 8(U NV) 
上 的 Cee 函数 . 换 句 话说 , 它 与 要 求 函 数 到 为 Cee 类 是 一 致 的 . 我 们 因而 说 , 如 
果 对 每 个 分 图 表 (U,a) 函数 Yo 是 Cee 的 则 说 Y 是 Cee 向 量 场 . 与 函数 和 映射 
的 情形 一 样 , 为 了 验证 了 是 Cee 的 , 只 要 对 属于 M 的 某 个 总 图 表 的 所 有 分 图 表 
(U,a) 验证 Yo 是 Cee 的 即 可 . 

我 们 来 验证 单 参数 群 p 的 无 穷 小 生成 元 XX 是 个 Cee 向 量 场 . 事实 上 , 如 条 
(U,a) 是 个 分 图 表 , 则 

Xa(v) = (ao pz) (0)， 


其 中 pz(t) 一 p(z,t). 我 们 可 以 写成 QO pz 一 Ba(v,t), 其 中 
$(v,t) = Qo pla (0),t). 


设 UCcU 是 z 的 一 个 邻 域 使 得 对 yeU' 和 由 <e 有 wy,t) EU. 于 是 $6 丰 
a(U') x 了 一 a(U) 的 一 个 可 微 函数 , 其 中 了 工 = {t :< ej}. 用 这 个 表示 方法 , 我 


422 ， 第 九 章 微分 流 形 
们 可 写成 


Xe = 二 (0) (5.3) 


这 表明 X 是 个 C™% 向 量 场 . 

如 果 在 例 1 的 情形 中 计算 (5.3) 式 的 值 , 我 们 得 到 Ba(v,t) = v 二 tw, 故 
Xid = w. 在 例 2 的 情形 有 Xia(v) = 4v. 

对 向 量 场 可 以 进行 各 种 代数 运算 . M 上 所 有 向 量 场 的 集合 构成 了 一 个 向 量 
空间 , 其 方式 是 显然 的 . 如 果 和 和 了 为 C” 回 量 场 , 则 aX + 好 也 是 (a,b 为 常 
数 ), 其 中 

(aX +bY)(x) =aX(r)+bY(rz), EM. 


相似 地 , 我们 可 以 对 向 量 场 乘 以 一 个 函数 . 如 果 f 是 个 函数 , X 是 个 向 量 场 . 定 
义 jX 为 
CRJ(z) = Ge)X(c)， z EM. 

容易 看 出 如 果 f 和 X 是 可 微 的 , 则 /X 也 是 . 也 容易 验证 对 此 乘法 的 各 种 结合 
律 也 成 立 : 

我 们 已 经 知道 任何 一 个 单 参数 群 定义 了 一 个 光滑 向 量 场 . 让 我 们 检验 相反 
的 情形 . 是 否 任 一 个 Cee 向 量 场 都 定义 了 一 个 单 参数 群 ? 所 说 的 这 个 问题 的 答 
案 为 “ 否 ”. 

事实 上 , 设 X = 上 为 Rr? 中 对 应 zl 方向 平移 的 向 量 场 . 设 M = 到 - C， 


rl 


其 中 C 为 取 中 某 个 非 空 间 集 . 那么 , 如 有 果 p 是 


M 中 位 于 平行 于 zl 轴 且 与 C 相交 的 直线 上 的 | 
一 点 (图 9.14), 则 pi(p) 不 是 对 每 个 t 都 有 定义 . 
( 它 将 不 在 M 中 ). 


读者 可 能 不 喜欢 这 种 “丢掉 某 些 点 ”的 M， 
并 说 这 就 是 X 不 能 生成 单 参数 群 的 原因 . 但 我 图 9.14 
们 可 以 在 R? 自身 上 构造 一 个 反例 . 事实 上 , 如 采 
考虑 民 上 向 量 场 X, 它 由 


Xiq(z! ,2°) = (1 一 (2 ) ) 


给 出 . 那么 , (5.3) 式 表明 如 果 2 有 定义 , 则 满足 


4d (7 1) 一 (g(x,),0) 一 X(B(z, t)), 
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其 中 $6 = Bia. 如 果 设 y(t,7) = x?o 5 才刚 
dy 


-1 1 一 1 
dt | (0) 滴 ) 


dy” 
了 二 一 (0) = 7°. 


如 果 22 地 0, 则 第 二 个 方程 的 惟一 解 由 


1l 
y(t) = t+1/r* 
给 出 , 它 不 是 对 所 有 的 t 都 有 定义 . 当然 , 麻烦 是 由 于 我 们 只 有 一 个 微分 方程 的 
局 部 存在 性 定理 而 引起 的 . 
因此 , 我 们 必须 放弃 对 p 要 定义 在 整个 M x 民 上 的 要 求 . 


定义 5.1 M 上 一 个 流 是 从 开 集 UCMx 展 到 M 的 一 个 映射 p, 使 得 
(i) M x {0} CU; 
(i) 2 可 微 ; 
(iii) p(x,0)= x; 
(iv) p(p(2, 8),t) = 9(7, s+t), 只 要 等 式 两 端的 映射 都 存在 , 则 等 式 成 立 . 


对 固定 的 zpz(t) = p(x;t) 对 充分 小 的 t 有 定义 , 故 p 产生 了 一 个 像 从 前 
那样 的 向 量 场 X. 我 们 称 X 为 流 op 的 无 穷 小 生成 元 : 

像 先前 的 例子 表明 的 , 会 发 生 没 有 t+ 关 0 使 得 p(x,t) 对 所 有 的 > 有 定义 , 也 
会 发 生 没有 z 使 p(z,t) 对 所 有 的 t 都 有 定义 . 


命题 5.1 设 久 为 M 上 一 个 光滑 向 量 场 . 则 存在 Mx{0} 在 Mx 民 中 一 
个 邻 域 U 及 一 个 流 p:U 一 M, 它 以 久 为 其 无 穷 小 生成 元 . 


证 明 首先 对 任意 ze M 构造 曲线 ps(), 而 后 验证 < z,t > 路 9(z, 如 的 确 
是 个 流 0 


设 > 是 M 中 一 点 , (Ua) 是 z 的 一 个 分 图 表 . 则 Xo 给 了 我 们 一 个 在 a(U) 
中 的 常 微分 方程 , 即 ， 
元 = Xa.(v),v € a(U). 
由 党 微分 方程 的 基本 存在 定理 , 存在 一 个 。 > 0 及 包含 a(z) 的 开 集 O 和 一 个 映 
射 
:Ox{t:lt<e} a(V) 
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”$0 为 C™, $a(v,0) = 7», 


d$o(v,t) 

dt | 

这 里 开 集 O 和 的 选取 依赖 于 a(z) 和 a(U). 此 基本 定理 的 惟一 性 部 分 断言 

$6 在 定义 域内 是 惟一 确定 的 , 即 如 果 8 是 任何 对 |t| < s 有 定义 的 曲线 且 
$,(0) 一 »,， 以 及 


Xal Bo(v,t)). 


dg$,(t) 
dt 


一 Xal Bl(t)), | (5.4) 
则 @,(t) = Bo (%»,t). 
这 表明 
$ (vt+s) = Bo (Bo(v, s),t) 
只 要 在 两 端 都 有 定义 就 成 立 .( 正 好 在 方程 中 固定 s 时 成 立 .) 
考虑 曲线 8 它 由 
pe(t) = a-1( Ga(a(z),t)) (5.5) 


定义 5.2 当 上 <e 它 有 定义 并 且 连 续 , 事实 上 是 这 个 区 间 到 M 内 的 可 微 
”映射 . 进一步 , 如 果 我 们 记 几 = 二 p2(-), 则 (5.4) 式 断 言 了 曲线 人 (t 十 *) 的 切 向 量 
是 久 (W(t)), 即 此 向 量 场 在 点 W(t) 的 值 . 我 们 将 此 条 件 写 为 


w(t) = XW)). (5.6) 


方程 (5.6) 就 是 我 们 想 写 出 对 应 于 向 量 场 X 的 M 上 “一 阶 微分 方程 ”的 方法 . 
一 条 满足 (5.6) 式 的 可 微 曲 线 % 被 称 做 XX 的 积分 曲线 . 我 们 现在 要 正式 叙述 微 
分 方程 的 惟一 性 定理 的 流 形 形 式 


引 理 5.1 设 妇 :了 一 MI 加 :了 一 M 为 定义 在 同一 区 闻 了 上 的 成 的 两 条 
积分 曲线 . 如 果 ti(s) 二 Wo(s) 对 某 个 点 s EIT 成立, 则 Wi = 二 Wo, 即 对 所 有 teEl 
有 W(t) = wa(t). : 


证 明 我 们 想 证 明 w(t) 夫人 加 区 的 集合 为 空 . 设 
A={t:t>sHy(t) A wt)}. 
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我 们 要 让 4 为 空 集 , 并 且 相 似 地 , 证 明和 集 B= {t:t<s 且 只 ( 取 业 2(t)} 为 至 
集 . 假设 4 非 空 , 并 设 


ty = glbA = glb{t:t > s(t) # bald)}. 


我 们 要 以 下 面 的 方式 推导 出 矛盾 : 

(i) 应 用 微分 方程 的 惟一 性 定理 证 明 (t+) 了 关 W2(t+), 以 及 

(i) 应 用 流 形 的 豪 斯 多 夫 性 质证 明 w(t4) = 2 人) 

证 明 的 细节 : (i) 假设 加 (t4) = w(t+) = y € M. 我 们 可 以 找到 y 的 一 个 坐 
标 分 图 表 (8,W), 于 是 8oW1 和 68o 是 同一 个 一 阶 常 微分 方程 组 的 解 , 它们 在 
t = tt 取 相同 的 值 8(y). 因而 由 微分 方程 解 的 惟一 性 , 6o Wi 和 Bo 必 在 好 
的 某 个 区 间 内 相等 , 从 而 对 此 区 间 的 所 有 t 有 W(t) = wo2(t). 因为 由 ti 的 上 确 
界 性 质 , 必定 有 点 任意 地 靠近 t4, 并 且 在 这 些 点 有 如 (t) 和 凡人 的 , 故 这 是 不 可 能 
的 . 这 就 证 明了 (i). 现在 假设 办 (t4) 关 w(t). 我 们 可 以 找到 加 (t+) 的 邻 域 局 
和 w(t ) 的 邻 域 U5, 使 得 Ui U2 = 9$. 然而 四 的 连续 性 意味 着 当 t 十 分 徘 近 
ti 时 有 W(t) € 和 Wo(t) € Uz, 从 而 对 二 + 的 某 个 区 间 中 的 tt 有 加 (t) 去 wz(4)， 
这 再 一 次 与 t+ 的 上 确 界 性 质 相 抵触 因而 证 明了 (让 ). 将 glb 换 作 lub 作 同 样 的 
论证 便 证 明了 B 是 空 集 , 故 证 明了 引 理 5.1. 上 面 的 论证 是 典型 的 “连通 性 论证 
法 ”. 我 们 证 明了 使 办 (t) = wo(t) 的 集合 既 开 又 闭 ， 从 而 必 是 整个 区 则 工 

引 理 5.1 表明 (5.5) 式 定义 了 在 时 间 上 = 0 时 通过 z 点 的 碟 的 一 条 解 曲 线 ， 
并 日 在 O 的 任何 一 个 公共 的 定义 区 间 上 与 分 图 表 的 选取 无 关 . 换 句 话说 , 以 


pz 人 (外 =a (Gla(s),t)) 


定义 曲线 ps(-), 它 对 | < sepz( 有 定义 . 可 异 & 不仅 依赖 于 z 而 且 也 依赖 于 图 
表 的 选取 . 我 们 利用 引 理 5.1 尽 可 能 地 扩张 pz(-) 的 定义 , 极 像 我 们 在 第 六 章 中 
对 向 量 空间 上 党 微分 方程 所 做 过 的 那样 : 对 任意 满足 |s| <e 的 s, 设 y= pz(s)， 
并 对 由 < e 得 到 一 条 在 其 上 有 定义 的 曲线 py("). 由 引 理 5.1 得 到 如 采 |s+ 直 < < 
有 

pylt) = pz(s 十 芭 . (5.7) 


可 能 出 现 ls| + e > e. 于 是 会 存在 一 个 t, 满足 由 <e 而 |s+ 引 >e. 闭 
么 , (5.7) 式 的 右 端 没 有 定义 , 但 左 端 却 有 . 于 是 我 们 取 (5.7) 式 为 es 十 吉 的 定 
义 从 而 拓展 了 wps(-) 的 定义 域 . 然后 我 们 继续 进行 : 设 及 表示 所 有 s > 0 并 且 
存在 有 限 的 实数 序列 s =0< s1 < … < sk = 8 及 点 to,… ,Xk-1 € M, 其 中 
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Zo 二 7,51 在 pz(*) 的 定义 域 中 , rs = px(s1), 等 等 , 归纳 地 , si+1 在 pz;(.) 的 定义 
域 中 且 i+1 一 pr; (Si+1)) 这 样 的 3 的 集合 . 

如 果 s€E 于, 故 对 0<s <s 的 s' 也 如 此 , 于 是 对 充分 小 的 正 数 思 s+7 也 
属于 于 . 因此 I+ 是 个 区 间 , 其 半 开 于 右 山 .反复 运用 (5.4) 式 , 我 们 对 s€E I 于 定 
XT pz (8). 以 相似 的 办 法 构 井 I- 并 令 I» = 1+ Uli. 于 是 pzr(s) 对 sSE 7 有 
定义 , 并 且 了 是 我 们 构造 所 定义 的 pz 的 最 大 区 间 . 对 每 个 xz M, 我 们 得 到 一 
个 开 区 间 五, 使 在 其 中 曲线 pz(:) 有 定义 . 

. 设 U= Urem{7} x I. 于 是 U 是 个 M xT 的 开 子 集 . 要 证 实 这 点 , 我 们 
设 (5, 引 e VU， 我 们 必须 证 明 存在 的 一 个 邻 域 W 和 一 个 。> 0, 使 得 对 所 有 
ls 一 引 <e 和 xE€EW 有 seI. 由 定义 , 存在 有 限 的 点 序列 五 = 0,F1,… ,Zh 和 
分 图 表 (Cai) (Uk, Qk), 满足 zi_1 € Ui, zi € Ui 使 得 

Qi(Fi) = Bo, (Qi(Ti1), ti), 
其 中 五 十 … 十 大 二 5. 由 86 的 连续 性 现在 能 清楚 知道 , 如 果 我 们 选取 zo 使 得 
ai(zo) 离 al(Zo) 足够 近 , 则 由 

Oi(2i) = Bo, (Qi(Ti1), ti) 
归纳 定义 的 点 z; 是 有 明确 定义 的 .[ 那 就 是 说 ,aj (x;_1) 在 Bo.(.,ti) 的 定义 域 中 . 
这 意味 着 对 所 有 这 样 的 点 zo,se 五 . 相同 的 论证 表明 对 7 充分 小 以 及 z 充分 千 
近 互 有 5+7eE 瑟 . 这 就 证 明了 UVU 是 开 的 . 

现 对 (x,t) eU 令 
pz = pz(t), 
它 定 义 了 pow 在 M x1{0} 附近 可 微 性 由 yp 作为 一 个 第 微分 方程 的 解 而 得 到 ( 倩 
助 于 一 个 分 图 表 ). 基本 存在 性 定理 保证 了 可 微 性 . 在 点 (5,D) 附近 我 们 可 以 写成 
pz,t) = pp (p(T,t1),t2) te) t= 二 + tz 二 十 检 ， 


故 由 它 是 可 微 映射 的 复合 得 到 p 是 可 微 的 . 口 


9.6 ” 李 导 数 


设 p 为 流 形 M 上 的 单 参数 群 , f 为 M 上 的 可 微 函 数 . 于 是 对 每 个 t, 函数 
9p?[ 有 | 是 可 微 的 , 并 且 对 t 关 0 我 们 可 以 构造 函数 


ff (6.1) 
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我 们 断言 , 当 + -+ 0 时 这 个 表达 式 的 极限 存在 . 事实 上 , 对 任意 ze M, pt[f](z) = 
f opt(Z) = fo pz(t), 因此 
t—0 t t—0 t 


=D,,f = X(z)f (6.2) 
这 里 的 X(z) 是 在 z 的 一 个 切 向 量 , 我 们 所 使 用 的 是 在 第 4 节 引进 的 记号 . 我 们 


称 (6.1) 式 的 极限 为 f 关于 单 参数 群 p 的 导数 , 记 为 Dxf. 更 一 般 地 , 对 任意 一 
个 光滑 向 量 场 X 和 可 微 函 数 f, 我 们 定义 Dxf 为 


Dxf(z) = XX(z)f, 对 所 有 的 €E M， (6.3) 


并 称 其 为 关于 区 的 地 导数 用 X 生成 的 流 来 表示 , 我 们 可 以 在 任 一 ze M 
附近 把 Dxf 表示 为 (6.1) 式 的 极限 , 一 般 说 来 , (6.1) 式 在 这 里 只 对 z 的 充分 小 
邻 域 和 充分 小 的 有 定义 

我 们 的 记号 推广 了 在 第 三 章 中 对 方向 导数 的 记号 . 事实 上 , 如 果 M 是 V 中 
一 个 开 集 , X 是 例 1 中 那个 “ 常 值 向 量 场 ” 


id 三 忆 ET， 
则 
(Dxf)ia = Dw fia, 


其 中 Dv 是 关于 Ww 的 方向 导数 . 
注意 , Dxf 对 X 是 线性 的 ; 就 是 说 ， 


Daxtor 一 aDxf 十 bDyf, 


其 中 义 和 YY 是 向 量 场 . a 和。 是 常数 
设 世 是 Mi 到 M。 上 的 微分 同 胚 , 和 为 M， 上 的 一 个 向 量 场 . 我 们 定义 在 
M， 上 的 一 个 “ 拉 回 ”向量 场 w*[X] 为 , 对 所 有 ze M， 
yr* [Xz) = 7 X(T)). | (6.4) 


注意 , 要 使 (6.4) 式 有 意义 , % 必须 是 微分 同 胚 , 这 是 因为 定义 涉及 到 了 多 . 这 
与 函数 的 “ 拉 回 ” 成 了 对 照 , 它 对 任何 可 微 映射 都 有 意义 . 等 式 (6.4) 的 确定 义 了 
一 个 向 量 场 . 理由 是 


We 一 Drs . Ty(z) (M2) 一 TO 日 X(Y(z)) C Ty(z) (M2). 
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让 我 们 验证 : 如 果 XX 是 个 光滑 向量 场 则 wy*[X] 也 是 . 其 大 意 是 , 设 au 和 a2 是 
Mi 和 M2 上 相 容 的 总 图 表 , 并 设 (Ca) e m, (6) e a2 为 相 容 的 分 图 表 . 那么 
(6.4) 式 说 : 


好 区]s(o) = Jaow-108-1(B ob oo!(v)) . Xa(B ob oa!(w)) 
是 v 的 可 微 函数 , 其 中 ve a(U). 由 链 规则 , 因为 
Jp-iop-i(8ogoario)) Jaoyoa-1(v) = 1 
所 以 我 们 可 将 上 面 最 后 一 个 表达 式 重 写 为 更 简单 的 
y° [Xv) = (Jgovea-1 (0)) -1 Xa(B ob o a!(o)), (6.5) 
其 中 ve a(UD). 
因此 巡 [X]。 是 光滑 的 Hom( 取 ,本 ) - 值 函数 和 一 个 光滑 的 翁 - 信函 数 的 乘 
积 , 它 证 明了 少 [X] 是 个 光滑 向 量 场 ， 
习题 
设 op 为 在 M2 上 式 生成 的 流 . 证 明 由 ww*[XX] 所 生成 的 流 由 下 式 给 出 : 


< zt>Fyob pV(z),t). (6.6) 


如 果 op 是 个 单 参数 群 , 则 可 将 (6.6) 式 写 为 
z tl 0 pe oy). (6.6") 


容易 验证 如 果 册 : Mi 二 M2 和 各 : M2 五 Ms 为 微分 同 胚 , Y 是 Ms 上 
的 向 量 场 . 则 
(ba oh) Y = WY. 


如 果 f 是 Ma 上 的 可 微 函 数 , 则 


Dy*[x)(V"[f) = wy (Dxf). (6.7) 
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事实 上 , 由 (6.3) 和 (4.6) 式 , 对 ze Mi 我 们 有 
Dy-[x1w [f(z) =* XI) [A 由 (6.3) 
=y71X(V(z))w*[f] 由 (6.4) 
=(B 7X(W(z)))f (4.6) 
=X(V(z))f 
=Dxf)(w(z)) = "(Dxf)(z). 


设 2 为 M 上 的 单 参数 群 , 其 无 穷 小 生成 元 为 久 , 又 设 Y 是 M 上 另 一 个 光 
滑 向 量 场 . 对 t 关 0 我们 可 以 构造 向 量 场 
pt | 
i 
并 研讨 当 上 十 一 0 时 它 的 极限 , 我 们 称 此 极限 为 DxY. 在 图 9.15 中 我 们 展示 了 
对 在 笛 卡 儿 平 面 了 上 两 个 非常 简单 的 向 量 场 的 DyX 和 DxY 的 计算 . 向 量 
场 X 是 常 值 向 量 场 Xia = 1, 故 Xj = af/ar， 这 是 用 了 平面 上 的 币 卡 儿 坐 标 
表示 的 . 相对 应 的 流 由 we(z, 鸭 =< z 十 ty > 如果 我 们 将 在 平面 土 每 点 的 切 平 
面 等 同 于 此 平面 自身 则 p=id. 于 是 了 一 yp?Y 由 把 向 量 场 Y 向 左 “ 移 动 ”t 
单位 组 成 . 在 这 里 我 们 已 取 了 Y = xz62, 故 Yf = z(9f/6y). 在 图 9.15(c) 中 我 
们 画 出 了 ptY, 并 在 图 9.15(d) 中 将 Y 和 yp?Y 县 置 在 一 起 . 图 9.15(e) 代表 了 
prY -了 了, 而 图 9.15(f) 是 (1/t){pYY 一 了 }, 由 于 这 个 表达 式 与 t 无 关 , 故 它 与 
其 极限 DxY 重合 . 由 Y 生成 的 单 参数 群 是 pi, pi(z,y) =< zx,y 十 tf >. 在 任 
一 点 p € 到 我 们 现在 有 ww61 = 人 抽 十 t62, 放 好 XX 三 由-twxX(W(z)) = 61 一 t62. 


(6.8) 


向 量 场 X Ei 向 量 场 Y 
(Xf= Of/0x) (Y=x(0f/0y)) \ , 
X(u, v)=<1, 0> =0, Y(u, vy)=*0, ur Pp.(D) 


oh 
/外 
po 
/ 书 
/ 属 
饥 
庆 
, 夭 
+ 


图 9.15 
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Jp, ( 刃 - 了 


Foe i 了 His ea a 
= Pe F 2 ] eg FE de pi re 
了 F 3 A 
2 . ’ F * 可 全 -~ 3 fy 
~ 和 Ce yd | 
ta Pi t 上 os res i 
= 3 fs > 下 有 Es = UR ph; 
fh :hi 六 站 中 LF he fl 
2 ’ 了 > 7 wns SE 6 Jr .3 “1 
f - 于 ped < Fee 并 
1 ee Y 
’ ja 1 


ht 


OY AS 


在 图 9.15(g) 中 我 们 画 出 了 好 X， 而 在 图 9150) 中 我 。 
们 将 其 鸽 加 到 X 上 , 注意 到 有 DxY = -DyX. 然而 ， 
这 两 个 导数 不 为 零 的 理由 是 十 分 不 同 的 . 向 量 场 viY we 
因 Y 不 是 常 值 场 而 随 上 变化 . 场 必 X 则 是 由 于 在 流 “本 
w 中 的 “畸变 ” 而 随 t 变 化 . 见 图 9.15(g) 和 (hj 在 一 于 
般 情 形 中 , DxY 是 由 这 两 种 作用 的 重 益 而 产生 的 . 我 ” 国 


们 来 进行 一 般 性 计算 . 


设 (Wia) 为 M 上 一 个 分 图 表 , 对 ve alU) 设 O 


为 包含 v 的 充分 小 邻 域 , 又 设 > 0 充分 小 使 得 由 
Balw,t) = ao pa!(w),t) 


给 出 的 Bs 对 w EO 和 由 <e 有 定义 . 于 是 ,对 |t| < es， 
等 式 (6.5) 蕴涵 了 


ci 了 ww) = (Je Ay (V)) Yal $a (v,t)). 


多 CD-7 


. {因为 与 1 无 关 ) 


=D.Y 


局 四 
大 1 
i 了 i i 和 Bi i 1 ~“ Wa 3 Ey 
y， 省 Ii ta Ci 和 Ct ry fi 和 
jie > fe I EE CR 


Tid 


wf 


9 (XX 
TDN 


(3) 3 


图 9.15 ( 续 ) 


(6.9) 


9.6 李 导 数 -431 ， 


这 个 等 式 的 右 端 具有 形式 47 z, 其 中 4 和 zz 是 t 的 可 微 函 数 , 且 ho = 7 因 
此 它 关 于 t 的 导数 存在 , 并 有 


A Ay A 2 之 
d(As zt) = lim 上 “: 0 一 lim A C471) 
dt :0 it0 t 一 0 
2 一 4z , /zt-z0 42z0 一 2 
二 ]im 一 一 -一 一 一 im 1 一 -一 一 一 一 一 一 
-0 t 一 0 t t 
一 20 一 40z0 


在 (6.9) 式 中 ， zt 二 Yo( Balv,t)), 故 


20 = dya (地 00) ) ~ dY, (Xoa(v)). 
在 这 里 ，Y。。 是 个 V - 值 函数 ， 所 以 dY。 是 它 在 点 Ba(v,0) 的 微分 . 从 而 
dyYs(Xa(v)) 是 此 微分 在 Xa(v) 的 值 . 变换 4A: = Jesseoa = (Bo) (wt), 所 以 


dAt| _Bd$a| _ 86 
dt | Ot lo ot 


因此 (6.9) 式 在 上 = 0 的 导数 可 以 写 为 
d(Yo)y (Xa (v ) 一 d(Xa )v ( Ya(v)) = Dx,(v Ya — Dy,(v Aa. 


我 们 因而 证 明了 (6.8) 式 中 的 极限 存在 . 如 果 我 们 以 DxY 表示 它 , 我 们 则 可 写 
成 


= d(Xa),. 


(DxY )alv) 一 Dx, (四 Ya 一 Dy (vw) Xa. (6.10) 


像 前 面 那样 , 我 们 用 (6.10) 式 作为 对 任意 两 个 向 量 场 X 和 的 了 xy 的 定 
义 . 另外 这 又 表示 了 Y 关于 由 X 生成 的 流 的 导数 , 就 是 说 (6.9) 式 的 极限 , 其 中 
(6.8) 式 现在 仅 为 局 部 定义 的 . 

从 (6.10) 式 我 们 得 到 了 令 人 吃惊 的 结果 , 即 DxY = 一 DyX. 由 于 这 个 原因 
引进 一 个 能 更 清楚 表达 此 反对 称 性 的 记号 是 方便 的 , 我 们 记 


DxY = [X,Y], 
此 表达 式 的 右 端 被 称 做 X 和 Y 的 李 括 号 . 我 们 有 
[X,Y] = —[Y, X]. (6.11) 


”让 我 们 来 计算 第 5 节 开 头 所 列 出 的 一 些 例 题 的 李 括 号 , 设 M = 到 
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nab 6.1 如 果 Xia = wi, Ya = wz 为 “ 常 值 ”向 量 场 ， 则 (6.10) 式 表 明 
[X,Y] = 


例题 6.2 设 Xia(v) = 4u, 其 中 4 是 个 线性 变换 , 再 设 Ya = w. 于 是 (6.10) 
式 说 
[X, Ylia(») 一 —Aw, 


这 是 因为 线性 函数 Av 的 关于 ww 的 方向 导数 是 Aw. 


例题 6.3 设 Xia(v) = A4v,Yia(v) = Bwv, 其 中 4,B 是 线性 变换 . 于 是 由 (6.10) 
式 有 
(X,Ylia(v) = BAv ~- ABv = (BA - 4Byu (6.12) 


因此 这 时 的 [X,Y] 又 由 线性 变换 得 到 , 即 BA - 4B. 此 时 在 A4 和 B 中 的 反对 
称 性 相当 清楚 . 

我 们 现在 回 到 一 般 情形 . 设 w 为 M 上 的 单 参 数 群 , 了 为 M 上 的 光滑 向 量 
场 , f 为 M 上 的 可 微 函 数 . 按照 (6.7) 式 ， 


Dly (Pilf)) = pi (DYrf). 
于 是 


pi(Dyrh- Drj_ DeelPlf) -Dy(pIf) Dy(gif) -Dyf 
t t t 


=D (eit [Y]- oil — Dy (一 ) . 
由 于 函数 w*[j] 是 一 致 可 微 的 , 我 们 可 以 取 上 一 0 时 的 极限 , 得 到 


Dx(Dyf)= DpxYf + DY (Dxf) 
= DIxvf + Dy(Dxf). 
换 人 名 话说， 
DPIxyrlj = Dx(Dyf) — Dr(Dxf). (6.13) 
由 于 其 定义 是 个 导数 , 则 DxY 显然 对 Y 是 线性 的 : 


Dx(laYi + bY2) = aDx Yi + bDxY,, 
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其 中 a 和 是 常数 , X 和 了 是 向 量 场 . 由 反对 称 性 , 因而 必 对 三 也 是 线性 的 . 就 
是 说 ， 
Daxs+bxoY 一 laxXi 十 bX,, Y | =alX1, 了 十 让 和 2， Y| 
=aDx,Y + bDx,Y. 
设 X,Y 为 流 形 M2 上 的 向 量 场 , % 为 Mi 到 Ma 上 的 微分 同 胚 . 于 是 
pIX,Y] = [pb* X,Y]. (6.14) 


事实 上 , 假设 X 生成 流 p. 于 是 


本 1: YY —Y 
wy" [X,Y] = wDxY = jm ( ; ) 
wor poY 


t—0 t 
1 Wl ope opY -py 
1 。 


因为 V-Loeworotb 是 由 如 和 生成 的 流 , 因而 得 出 这 最 后 一 个 极限 是 DuwexW 了， 
从 而 证 明了 (6.14) 式 . 
现在 设立 2 为 M 上 的 光滑 向 量 场 , X 为 p 的 无 穷 小 生成 元 . 则 


。 ) Y, 
pxly. 21m 


= lim 


-加 下 + 人 下 


一 [DxY, Z| 十 [Y, Dx2|. 


+ 


因此 | 
(X, [Y, 2]] = [[X, Y], 2] + [Y;, {X, 2]] : (6.15) 
由 于 李 括 号 的 反对 称 性 , 等 式 (6.15) 可 以 重 写 为 
IX, [Y, 2]] + {Y, [2, X]] + [2, IX, Y}] =0 (6.16) 


等 式 (6.15) 或 (6.16) 以 雅 可 比 等 式 而 知名 . 
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9.7 ”线性 微分 形式 


设 M 为 微分 流 形 . 我 们 已 对 每 个 点 ze M 附加 了 一 个 向 量 空间 T,(M). 
其 对 偶 空 间 (TL.(M))* 被 称 做 M 在 z 的 余 切 空间 , 并 以 T*(M) 表示 它 . 因此 
TY(M) 中 的 一 个 元 素 是 T.(M) 上 的 一 个 连续 线性 函数 , 称 之 为 余 向 量 . 

对 “连续 的 ”这 个 词 给 出 某 种 诠释 是 适宜 的 . 在 M( 因 而 Ts(M)) 是 有 限 维 
的 情形 , Tz(Af) 上 的 所 有 线性 函数 都 是 连续 的 , 不 需 进一步 评说 . 我 们 主要 关心 
的 也 是 这 种 情形 . 更 一 般 的 情形 , 设 ! 为 T.(M) 上 的 线性 函数 . 对 z 的 任何 分 图 
表 (U, a) 我们 已 将 T,(M) 等 同 于 了 , 因而 将 上 e Tj(M) 等 同 于 6 EV. 于 是 1/ 
决定 了 Y 上 的 一 个 线性 函数 1a, 其 定义 为 


(al) = (€,7) (7.1) 
如 果 (W, 8) 是 另 一 个 分 图 表 , 则 
(€8, {8) 一 (Jaop8-1(0(7))é8, la). 


由 于 Joog-1(B(z)) 是 了 到 VV 的 一 个 连续 映射 , 于 是 可 以 看 出 lo 为 连续 的 充 要 

条 件 是 ls 为 连续 . 因此 我 们 说 , 如 采 la 对 某 个 a( 因 而 对 任意 的 a) 连续 则 1 连 

在 这 种 情形 中 我 们 看 出 (7.1) 式 给 出 了 将 T2(M) 与 V* 的 等 网 它 把 1 变 到 
a. 上 面 最 后 一 个 等 式 说 , 分 图 表 的 变化 规则 由 


ls = (Jaogp-1 (PIT)))’ la (7.2) 


给 出 . 
设 f 是 M 上 的 可 微 函 数 , ze M， 然后 将 每 个 & e Ts(M) 送 到 &(f) 的 
Tz(M) 上 的 函数 记 作 df(x). 于 是 | 


(€, df (2)) = &f 
这 容易 看 出 df < T;(M). 事实 上 , 用 一 关于 z 的 分 图 表 (rr of 
(df (2)) = De(ja)(a(z)) 


注意 把 每 个 元 素 f(z) e T*(M) 指派 给 了 每 个 点 z € M. 对 每 个 ze M 
沸 定 一 个 72(M) 中 元 家 的 肌 放 被 称 为 一 个 余 向 量 声 或 者 说 一 个 线性 要 分 形式 
由 函数 f 决定 的 线性 微分 形式 简单 地 记 做 好 
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设 w 为 一 个 线性 微分 形式 . 于 是 对 每 个 ze M 有 w(z) E Tz(M). 设 a 为 
M 上 一 个 总 图 表 . 对 每 个 (UV,a) € a 我 们 得 到 一 个 a(U) 上 的 V* - 值 函数 , 其 定 
义 为 , 对 v € a(U)， 四 


wa 人 = {w(a (v))}a, (7.3) 
如 果 (W, 8) € a, 则 (7.2) 式 表 明 , 对 v E a(U 中 W) 有 


wp(B oa 1(v))=(Jaop-1(B o 0 (V0) wal?d) 
一 (Jpoa-: (V)) wa (v). (7.4) 


像 前 面 一 样 , 等 式 (7.4) 表明 要 求 w 为 光滑 是 有 意义 的 . 我 们 说 w 是 个 C* 微 
分 形式 是 指 如 果 对 每 个 分 图 表 (U, a),wa 是 个 V* - 值 的 C 函数 . 由 (7.4) 却 知 ， 
只 覃 对 一 个 总 图 表 的 每 个 分 图 表 进 行 验证 即 可 . 又 , 如 果 我 们 对 每 个 (U, Qa) € a 
在 每 个 a(U) 上 定义 了 V* - 值 函 数 wa, 它们 满足 (7.4) 式 , 它们 则 通过 (7.3) 式 
定义 了 M 上 的 一 个 线性 微分 形式 ww. 

如 果 w 是 个 微分 形式 , f 为 一 函数 , 我 们 定义 fw 为 fw(x) = f(z)w(z). 相 
似 地 , 我 们 定义 wi + wa 为 : 

(Wi1 十 wo ) (I) 一 Li 人 (2Z) 十 wo (2). 

设 Mi 和 Ms 为 微分 流 形 , p : Mi 一 M2 是 个 可 微 映射 , 对 每 个 ze Mi, 我 

们 有 映射 prz : Tr(Mi1) 一 T(z)( Me), 因此 它 定 义 了 一 个 对 偶 上 映射 
(psz) : Tor) (M2) 一 T7 (M1). 

(读者 可 以 验证 , 如 果 1 E T*,,(M2), 则 & 上， (ps(6,1) 是 & 的 连续 线性 函数 , 这 
只 要 用 一 个 分 图 表 证 实 就 可 以 了 .) 

现 设 为 M2 上 的 微分 形式 . 它 将 w(p(z)) e Ta(Ms) 指派 给 了 p(x), 因 
而 对 每 个 ze Mi 指定 了 一 个 元 素 (pxz)*(w(p(7))) € ZT2(M1). 因此 我 们 将 形式 
w“ 拉 回 ”, 得 到 Mi 上 的 一 个 形式 , 我 们 称 之 为 p*w. 从 而 有 

Pp" W(x) = (prz) PF)). (7.5) 

注意 ,or 像 函 数 时 的 情况 那样 , 不 仅 对 微分 同 胀 有 定义 而 是 对 任何 可 微 映 
射 都 有 定义 (与 向 量 场 的 情形 形式 对 照 ). 

容易 得 出 用 Mi 上 的 (Ua) 和 Ma 上 的 (WB) 的 相 容 分 图 表 表 示 的 p* 表 
达 式 . 事实 上 , 由 wp* 的 局 部 表达 式 我 们 看 出 , 对 ve a(U) 有 


(p*uwja(o) = (Jgopoa-: (v)) welB op 00 (9)). (7.6) 
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由 (7.6) 式 我 们 知道 p*w 在 w 光滑 时 为 光滑 . p* 保持 了 代数 运算 也 是 清楚 的 : 
/ pr a) = (7.7) 
以 及 
2 (fo) = vp [fly (w). (7.8) 
如 果 yp : Mi 一 Mz, :M2 一 Ms 为 可 徽 映 射 , 则 (4.4) 和 (7.5) 式 表 明 


(Pop w= pw (7.9) 


设 y: Mi 一 M2 为 可 微 映 射 , f 为 Ma 上 的 可 微 匣 数 . 于 是 (4.6) 式 和 df 的 
定义 表明 z 
dw lf)) = wdf. (7.10) 


。 设 p 为 M 上 一 个 流 , X 为 其 无 穷 小 生成 元 , w 为 M 上 一 个 光滑 线性 微分 
形式 . 于 是 形式 pyw 局 部 有 定义 , 并 且 如 同 函数 和 向 量 场 的 情形 那样, 当 t -> 0 
时 


PEW —W 
t 


的 极限 存在 . 我 们 可 以 用 (7.6) 式 对 此 进行 验算 , 并 就 如 同 在 向 量 场 的 情形 那样 
进行 . 此 极限 是 个 光滑 的 余 向 量 场 , 我 们 称 之 为 Dxw. 我 们 可 用 一 个 分 图 表 来 表 
达 Dxw, 完全 像 向 量 场 那样 去 做 . 

如 果 f 是 可 微 函数 , w 为 光滑 微分 形式 , XX 为 p 的 无 穷 小 生成 元 , 则 


Dx(fw) = Dx(f)w + fDxw. : (7.11) 
事实 上 ， 
ptfw— fw 
t 


(2 一 上 
t 


Dx(fw)= lm 


Pi) + 
一 (Dx f)w 十 fDxw. 


rw 一 WW 


如 果 9 是 M 上 的 可 微 函数 , 则 


idg 一 四 _ dpig— dg = (2) 
上 t st 


9.8 用 坐标 计算 437- 


借助 于 分 图 表 的 一 个 简单 验算 表明 最 后 面 的 这 个 表达 式 的 极限 存在 , 并 且 的 确 
就 是 dDxg). 因此 
Dx(df) = dDxf). (7.12) 


等 式 (7.11) 和 (7.12) 表明 , 如 果 
w= fidgi +:*:+ fkdgk, 
则 
Dxw = (Dxfi)dgi +:**+ (Dxfr)dgr + fid Dxg91) + :+ frd(Dxgxr). (7.12") 
设 w 是 个 光滑 的 线性 微分 形式 , X 为 光滑 向 量 场 . 于 是 (X,w) 是 个 由 
Oo) = (人 (oo 人) 


给 出 的 光滑 函数 . 注意 , (X,w) 对 X 和 w 都 是 线性 的 . 也 要 注意 到 , 对 任何 光 清 
函数 f, 我 们 有 
(X df) = Dxf. (7.13) 
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在 本 章 的 剩余 部 分 中 我 们 要 假定 所 讨论 的 流 形 是 有 限 维 的 . 设 M 是 个 微分 
流 形 . 其 V = 可. 如 果 (Ua) 是 M 的 一 个 分 图 表 , 我 们 则 可 定义 上 的 函数 
zi(z) = a(z) 的 第 i 个 坐标 . (8.D) 

如 果 f 是 U 上 的 任 一 可 微 函数 , 我 们 便 可 把 等 式 (9.1) 写成 


f(z) = 万 (zl(z) ,x2(7)), 


我 们 将 其 写 做 
f = fa(xa,*… , Za. (8.2) 
定义 在 U 上 的 向 量 场 9/0zs 为 
(sr) (V) = 6(= < 0,.… ,1,.… ,0 >). / (8.3) 


第 i 个 位 置 
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如 果 革 为 UU 上 和 任 一 向 量 场 , 我 们 则 有 
X = XT + (8.4) 
其 中 本 数 Xa 的 定义 是 
(X)a(a(z)) =<Xa(z) Xe(z) > . (8.5) 


等 式 (8.4) 使 我 们 将 向 量 场 X 看 作 了 一 个 “微分 算 子 ”. 事实 上 , 由 定义 得 到 


Dxf = XB + +t Xo (8.6) 
因为 zi 是 I 上 的 可 微 函 数 , dzi 是 UV 上 的 微分 形式 并 且 对 所 有 v EU 有 
(dza)ja(o) = 5. (8.7) 

特别 地 ， | 
(id) = 06. : (8.8) 


如 果 ww 是 上 一 个 微分 形式 , 则 


WwW = Qad7l 十 … 十 Qnadzn， (8.9) 


其 中 函数 io 定义 为 
walQ(z)) =< os(o sana(r) ER (8.10) 
于 是 由 定义 推出 3 3 
df = dz: 二 dt (8.11) 


等 式 (8.11) 已 将 分 图 表 变换 下 微分 形式 的 转移 法 则 结合 为 自己 的 一 部 分 了 . 事 
实 上 , 如 果 (W, 6) 是 第 二 个 分 图 表 , 则 在 UNW 上 我 们 由 (8.11) 式 有 


i 
DZ6 
Or! 


如 果 记 ww = a1pdz 十 … 十 anpdz$, 使 用 替换 (8.12) 式 我 们 得 到 


3 Or 
mir -8 Li 


OT 
dr + e+ Bde. (8.12) 


dz 8 一 
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现在 


Dzg 
Oz3 
是 矩阵 Jsoa-1. 如 果 与 (8.10) 式 进 行 比较 , 我 们 看 到 我 们 已 恢复 了 (7.4) 式 . 

由 于 下 标 a, 6 等 等 把 公式 弄 得 杂乱 不 清 , 我 们 便 常 常 使 用 下 面 的 记号 约定 : 
用 zi 的 写法 替代 zi 而 用 W 去 蔡 代 二. 因此 
Tr' = x, = TO， 2 = 2 等 等 . 


相似 地 , 我 们 将 以 Xi 替代 Xi, Yi 替代 XS, ai 替代 aio, bi 替代 ai6, 等 等 . 
于 是 等 式 (8.1) 到 (8.12) 可 以 重 写 为 


Tz'(7) = a(7z) 的 第 i 个 坐标 ， : (8.1/) 

f = 万 (z ,IT (8.2 ) 
(wi) (V) = 6, | (8.37) 

1 O nn 0 7 

大 一 i+ 十 … 十 苹 Bn (8.4") 
(X)a(a(z)) =< XX (7), ,X(T) > (8.5") 
D xf = x! + . 十 Xe ， (8.67) 
(dz’)a(v) = 6i， (8.7" 

0 ， 

(Bei de ) = 下 (8.8 ) 
山 一 aidz 十 …: 十 andZn， (8.9 ) 
wu(a(z)) =< alt(z)… ,an(z) > (8.101) 
df = fdr! 二 十 a (8.11") 
dy’ = Yan: 十 … 十 + 人 de" ， (8.12 ) 


对 “ 拉 回 ”的 公式 也 采用 了 简单 的 形式 . 设 水: Mi 一 Mo 为 可 微 映射 , 并 设 
Mi 为 m 维 , M2 为 n 维 . 设 (Za) 和 (6) 为 相 容 分 图 表 . 于 是 映射 


BowWoa :am 一 B(W) 
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由 
y (PT)) 三 大 (8.13) 
给 出 , 即 m 个 实 变量 的 7 个 函数 . 如 果 f 是 Ma 上 的 函数 , 它 在 W 上 为 
f= 人 
于 是 在 U 上 
Vy*[f] = fa(x ph， 
其 中 


falx,， 机 Z ”| 一 fe(y (z ， | 2 ), | ,y" (7 9 7"™)). (8.14) 
“ 拉 问 ”一 个 微分 形式 的 规则 也 非常 简易 . 事实 上 , 如 采 
w = a1dy! + + andy" 


为 ww 在 W 上 的 表达 式 , 则 w*w 在 U 上 具有 同一 形式 , 其 中 的 这 些 a 和 s, 我 们 
现在 把 它们 看 成 是 z 的 函数 , 并 用 (8.12) 式 展 开 它 . 因此 


Vw 一 SD aide 
其 中 Ci 一 Qi(y (7 ,1 ,TP ), ,yz ) ) 了 全 
设 x EU. 于 是 
vb (Fi) © = -We ae) (8.15) 


给 出 了 wz 的 公式 . 


习题 


8.1 设 zx,Yy 为 区 的 直角 坐标 , (7,9) 为 正 一 {0} 上 的 极 “ 坐 标 ”. 用 直角 坐标 表达 向 量 场 
全 和 与 .又 用 极 坐 标 表达 5 和 元 


8.2 7,Y,Z 本 本 上 全 直角 是 名 设 
9 6 8 Dv 6 8 
= YF 一 页 -T9272 = TB ya 
计算 [X,Y], [X, 2] 和 [Y, 2]. 注意 , X 表示 了 绕 > 轴 旋 转 的 单 参数 群 的 无 穷 小 生成 元 . 
我 们 有 时 叫 它 为 “ 绕 z 畏 的 无 穷 小 旋转 * . 对 Y 和 2 也 是 相同 的 . 
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8.3 设 


计算 [4, B], [4,C] 和 [B, C]. 证明 如 果 f(x,y,z) = 2? 二 + 一 Zz 则 4f = Bf = Cf = 
0. 描述 向 量 场 4, B 和 C 中 每 一 个 的 积分 曲线 . 
3.4 设 8 6 0 0 08 8 
= 有 二 54 有 一 12 于 Bu 一 Dv 
计算 [D, EE], [D, F] 和 [EE, 了 |]. 


8.5 设 P,… ,Pn 为 z ，… ,x” 的 多 项 式 , 它们 均 无 常数 项 ， 


有 | 
P.;(0,:... ,0)=0 
发 0O 0 
1 ， n 
一 Or! tt Or 
和 
X= 忆 -OP 
”ercl ”Drzn 
证 明 


11, X] =0 
当 目 仅 当 P; 为 线性 的 .[ 提 示 : 考虑 将 这 些 P 展开 为 齐 次 项 .] 
8.6 设 印 和 PP 同 于 习题 8.5 的 , 并 假定 PB; 都 是 线性 的 , 又 设 


加 | 0 n 0 
A=A1x Bi 十 .十 入 nT Bm 


并 假定 当 i 关 7 了 时 
Ni # 入). 
证 明 [4,X] = 0 当 且 仅 当 PB = Hz 即 对 某 些 jp，… ,pp" 


0 n 0 
X= FT 二 十 jnz Bm 
8.7 设 4 同 于 习题 8.6, 并 假设 另外 还 有 对 任意 i,j," 有 
A 入 ; 十 Ar 


[4, X=0 


的 充 要 条 件 是 P; = 属于 .将 此 结果 推广 到 P 最 多 为 m 次 多 项 式 的 情形 . 
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9.9 黎 受 度量 


设 M 为 有 限 维 的 微分 流 形 . M 上 的 一 个 黎 曼 度量 m 是 一 个 规则 , 它 对 每 


个 z € M 的 向 量 空 间 Tz(M) 指定 一 个 正定 的 内 积 ( ，)m,z. 5 


只 要 从 上 下 文中 


已 经 明白 , 通常 我 们 去 掉 下 标 m 和 zx. 因此 , 如 果 m 是 MM 4 上 的 一 个 黎 曼 度量 ， 


rz € M,é,n € To(M), 我 们 记 & 和 的 内 积 为 
(€,7) 一 (é, NN) mz. / 
设 (Ua) 为 M 的 一 个 分 图 表 . 定义 U 上 函数 gi; 为 


gij(7) = Ce B70) ) ， 
故 gi; = 91i. 如 果 50 € Ts(M) 为 
€= Dei),n = De), 


则 
(4 9) = 9516 7. 


D | 
BT) Bn 


7) 
的 基 , 所 以 我 们 有 

Ei = (€,d7ri(7)), WT = (n, dx’ (7z)), 
故 上 面 最 后 的 等 式 可 以 号 成 z 


(é,M mz = > 9ij(2)(é, dr')(n, dr’). 


等 式 (9.2) 通常 被 写成 更 简明 的 形式 : 
mIU -= > 9gij(z)dz dz’. 


[(9.3) 式 可 以 被 解释 为 (9.2) 式 的 一 种 缩写 方式 .|] 
设 (W, 6) 为 第 二 个 分 图 表 , 并 对 zxEW 有 


PRL(Z) = 村 有 a) ; 


(9.1) 


ha 人 
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miW = ,hudytdy. (9.4) 
于 是 对 x EUNW 我 们 有 / 
0) = rl), Be) = re) 
上 
(0) = (Bi 0), 7) ) = Bz ) SS (ohne) 
| Our Oy 
21 KH Ori Br7 (9.5) 


注意 , 如 果 我 们 形式 地 将 (8.12) 式 代 入 (9.4) 式 中 的 各 个 dy, 并 合并 dz*dz; 的 系 
数 , 我 们 得 到 的 结果 便 会 是 (9.5) 式 . 

无 论 怎 样 , 由 (9.5) 式 可 清楚 知道 , 如 果 hi; 全 都 是 W 上 的 光滑 阻 数 , 则 gi; 
在 UNnW 上 光滑 . 由 于 这 个 原因 , 我 们 在 (9.3) 式 给 出 的 函数 g;; 对 任何 属于 M 
上 一 个 总 图 表 a 的 分 图 表 (U, a) 为 光滑 时 便 说 这 个 歼 曼 度量 是 光滑 的 . 另外 , 如 
果 我 们 有 对 每 个 (U,a) Ea 上 定义 的 函数 9ij = gji, 使 得 

并 056i6i > 0, 除 了 对 所 有 zeEU 有 &=0 外 . 

(ii) 转移 法 则 (9.5) 式 成 立 ， 
则 gi; 定义 了 M 上 的 一 个 黎 曼 度量 . 在 后 面 的 讨论 中 我 们 假定 所 有 的 黎 曼 度量 
是 光滑 的 . 

设 多 : Mi 一 Ma 为 可 微 映射 , m 为 M2 上 的 一 个 黎 曼 度量 .对 任何 一 个 
7 E Mi, 定义 在 TT(M1) 上 的 (;)wrtm)yz 为 


(ED) my = (Wa(E), pr (NW)) rm,y(z)- (9.6) 


它 定义 了 一 个 上 和 的 对 称 双 线性 函数 . 然而 , 由 于 可 以 有 & 隆 0 而 多 (&) = 
0 的 情形 , 故 它 不 必 是 正定 的 . 因此 , 一 般 说 来 , (9.6) 式 没 有 定义 出 Mi 上 的 一 个 
黎 曼 度量 . 但 对 某 些 y, 这 确实 是 个 黎 曼 度量 . 

称 一 个 可 微 映 射 风 : Mi 一 M2 是 个 浸入 是 说 如 果 对 所 有 ze Miw,z 是 个 
单 射 ( 即 一 一 的 ). 

如 果 外: Mi 一 M2 为 浸入 ,mm 为 Ma 上 的 黎 曼 度量 , 则 由 (9.6) 式 , 我 们 在 
Mi 上 定义 了 一 个 黎 曼 度量 w*(m). 
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设 (U,a) 和 (WB) 是 Mi 和 AM 上 的 相 容 分 图 表 , 并 设 
m1 W = hudyrdy. 


于 是 
Ww” (m) [ U = >》 gijdz'adz7. 


5 

和 3)* 0)) 
Oy 
6 


(yu 可 
Oy Oy 


hi { ri Ori 


k,l 


这 又 正好 是 (9.5) 区 (但 有 不 同 的 解释 ). 或 者 更 简约 地 ， 
ym IU= > 入 (kbd (dy). 


我 们 来 给 出 这 些 公式 的 一 些 例子 . 如 果 M = R", 则 等 同 图 表 在 R* 上 诸 写 
了 一 个 由 
(dx)? + :+ (dz") 


给 出 的 黎 曼 度量 . 让 我 们 看 一 看 在 极 坐标 下 到 和 到 上 它 是 什么 样 的 . 
在 R? 中 如 果 我 们 记 
7! = rcosb, x* = rsinb, 


则 


dzl = cosOdr — rsin0db 
dr* = sinbdr 十 rcosgd0， 


(dr1)? 二 (dz2) 2 = dr +r do (9.7) 
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注意 , 只 要 形式 dr 和 d 有 定义 , 即 在 整个 R* 一 {0} 上 有 意义 , 则 (9.7) 式 
就 成 立 .( 尽 管 函 数 9 不 是 在 整个 RR 一 {0} 上 有 定义 时 , 形式 d6 仍 可 在 此 上 有 定 
义 . 事实 上 , 我 们 可 以 写成 
ridzr” 一 02drzi 
在 下 中 , 我 们 引进 


r! =rcospsing, 
2 一 rsinsing， 


2 = rcosh. 


于 是 
dr! 一 cospsingdyr — rsinpsinbdo 十 rcospcosgdb， 


dz 一 sinopsingdr 十 rcospsingdw 十 rsinwpcosbd0， 
dz 一 cosgdr 一 rsingdb. 


因此 
(dz1)? + (dr2)* + (dr*)? = dr 十 rsin2gdo 二 rd0. (9.9) 

另外 ,一 旦 右 端的 形式 被 定义 则 (9.9) 式 就 成 立 ， 而 此 时 表明 的 是 (xT1)2+(x*)*#0 
的 情形 . 

让 我 们 考虑 单位 球 的 上 映射: : 5? 四, 它 由 将 5 的 点 看 作 有 R 中 点 组 成 . 
于 是 我 们 得 到 S? 上 一 个 诱导 的 黎 曼 度量 . 

今 

d0 = wd0, dw = wdvy, 

故 形式 46 和 dp 在 U = SS? 一 {<0,0,1>,<0,0, 一 1>} 有 定义 . 于 是 在 U 上 我 
们 可 以 写成 (由 于 在 S* 上 r=1) / 


(dri)? 十 (dz2)2 + (dr )) = dg + sin?0dp . (9.10) 


我 们 回 到 对 一 般 情 形 的 思考 . 设 M 为 微分 流 形 , C :工人 一 M 为 微分 映射 , 其 
中 了 为 下 中 的 区 间 . 设 t 表示 工 上 等 同 分 图 表 的 坐标 . 令 


C'(s) = Cu (于 ) (s),s EJ, 
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故 C'(s) € To(syM 为 曲线 C 在 s 的 切 向 量 . 如 果 (U,a) 是 M 的 一 个 分 图 表 ， 
Z ,了 为 (U, Q) 的 坐标 函数 ， 于 是 ， 如 果 对 某 个 7 CT 有 C(T)C U, 


aoC 一 <2oC ZnoC >， 
那么 
dx oC dznoC 
! 一 本 恒 各 
C (t)a =< rt (t). 


在 不 会 发 生 混淆 时 , 我 们 将 略 去 oC 而 简单 地 写 为 
aoC(t) =< 78), ,2"(t) > 和 OC’(t)a =< x! 的 2 (t) >. 


现在 设 m 为 M 上 的 一 个 黎 曼 度量 . 则 ||C"()| = (CC 的) ”是 一 个 连续 函 
数 . 事实 上 , 借助 于 一 个 分 图 表 , 我 们 可 以 号 为 


2 9 


CW = CUb)Z (的 2 (). 


积分 
/ Ic'callat (9.11) 


被 称 做 曲线 C 的 长 ， 如 果 |IC'()| 在 工 上 可 积 , 它 就 有 定义 ， 例 如 , 如 果 7 
和 |IC'()| 都 为 有 界 就 确 属 此 情形 . 注意 , 长 度 与 参数 化 无 关 . 更 准确 地 说 , 设 
5p:J 了 为 一 一 的 可 微 映 射 , 设 C1 = Cow, 则 对 任何 re 7 我 们 有 


0 AN\ dt 0 
ce ( 芳 ) -ce 有) (到) 


pel dt 
C1 (7) 一 TC (t). 


外 


因此 
Ci nN = IC (p07) 


另 一 方面 , 由 积分 的 换 元 公式 知道 , (9.12) 式 表明 


feo hn 
= [GIO 


(9.12) 


9.9 歼 民 度量 :447- 


更 为 一 般 地 , 我 们 称 定义 在 区 间 工 上 的 一 条 曲线 C 是 隶 段 可 微 的 是 说 如 

(i) C 连续 ; 

(了 = 五 U……U 太 ,而 C 在 每 个 万 上 是 男 一 个 定义 . 

在 严格 包含 了 J; 的 某 个 区 间 I 上 的 可 微 曲线 的 限制 . (因此 _ 条 逐 眉 可知 
曲线 是 一 条 具有 有 限 个 “拐角 ” 的 曲线 如 果 C 逐 段 可 微 , 则 |IC"() 除去 有 限 
个 t+ 值 外 是 连续 的 , 而 在 那些 有 限 个 点 上 它 可 能 会 有 一 个 跳跃 的 不 连续 性 . 特别 ， 
积分 (9.11) 式 存在 而 所 有 这 种 曲线 均 有 长 度 . 


习题 
设 C 为 一 曲线 , 它 将 工 一 一 地 映 成 R" 中 一 条 直线 段 . 证 明 C 的 长 与 此 线段 的 长 相同 . 


设 C:[I01 到 为 C(0)=0CU)=uwe 到 的 曲线 . 如 果 我 们 使 用 表达 式 
(9.7), 则 有 


/cla= /VOTE 
> | (t)ldt 
op 7 (t)dt 


= vl 


等 号 成 立 当 上 且 仅 当 8 三 0 且 7'>0. 因此 在 所 有 联结 0 到 wv 的 曲线 中 , 直线 段 具 
有 最 短 长 度 . / 

相似 地 , 在 球面 上 , 设 C 为 任意 曲线 C : [0,1] 一 3, 满足 C(0) = (0,0,1) 和 
C(1) =p 冯 (0,0, 一 1), 并 设 = 0(C(1D)). 于 征 


/ IC'(#)llat = / 2 4 sin Op (tdt 


1 
> / Jo'(t) dt. 
0 


如 果 设 1 表示 [0,1] 中 第 一 个 使 6= 的 点 , 则 


/ lcrblld > / 9 | dt = / 9) | dt > / ‘9'(#) =01, 


使 等 号 成 立 只 有 w' =0 和 怕 = 1. 因此 联结 5? 中 任 两 点 的 最 短 曲线 是 联结 它 
们 的 大 圆 . 
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在 上 面 两 个 例子 中 我 们 都 得 动 于 一 个 非常 幸运 的 坐标 选择 (平面 中 的 极 坐 
标 和 球面 上 的 类 似 极 坐标 ). 我 们 将 在 第 十 三 章 的 11 节 中 看 到 这 不 是 偶然 的 . 我 
们 会 看 到 在 任何 黎 曼 流 形 上 人 们 可 引进 容易 描述 具 局 部 极 小 化 长 度 曲线 的 局 部 
坐标 . z : 


第 十 章 “ 流 形 上 的 积分 学 


在 这 一 章 里 我 们 要 研讨 流 形 上 的 积分 . 为 了 阐述 积分 , 我 们 不 得 不 限制 所 考 
虑 的 流 形 的 类 别 . 本 章 中 我 们 将 假定 所 有 出 现 的 流 形 M 均 满 足下 面 两 个 条 件 : 

(1) M 是 有 限 维 的 . 

(2) M 具有 一 个 总 图 表 a, 它 包 含 了 (最 多 ) 可 数 个 分 图 表 , 即 a = {(Ui， 
Qi) bi—1,2,.... 

在 我 们 真正 开始 做 积分 之 前 , 要 建立 好 几 个 技术 层面 上 的 东西 . 前 两 节 所 做 
的 就 是 这 些 . z 


10.1 紧 性 


流 形 M 的 一 个 子 集 4 被 称 作 紧 的 是 说 它 有 如 下 性 质 : 
Gi) 如 果 有 任 一 组 开 集 {U,}, 满足 


Acl)U,, 


则 存在 有 限 个 U, , 壁 如 U,,,: ~ , Ui,， 使 得 
ACU UUU,, 


换 一 种 说 法 就 是 : 
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(这 集合 4 为 紧 的 充 要 条 件 是 对 任意 团 集 的 族 {五 }, 使 得 
AN[ |F.=9, 


则 存在 有 限 个 F 使 得 
z ANMNF,N..NE,. = 5. 


(i) 和 (i) 的 等 价 性 由 取 U, 为 的 补 集 便 可 得 到 . 

第 四 章 4.5 节 中 我 们 曾 建 立 过 这 样 的 事实 : 如 果 M = UV 是 Re? 中 开 集 , 则 
A CU 为 紧 集 的 充 要 条 件 是 4 为 R* 中 的 一 个 闭 的 有 界 子 集 . 

关于 紧 性 我 们 做 出 一 些 进一步 的 然而 是 显而易见 的 评注 : 

(ii) 如 果 A1,… ,4 为 紧 , 则 4 U…U A 也 为 紧 . 

事实 上 , 如 果 {U,} 覆盖 A1U…U 4 它 必 覆盖 每 个 4A;. 因而 我 们 可 对 每 个 
7 选取 覆盖 4; 的 有 限 个 元 的 子 组 . 这 些 子 组 的 并 构成 了 履 盖 A1 U…U A 的 一 
个 有 限 子 组 . 

(iv) 如 果 罗 :AM 一 M2 连续 , 4 C Mi 为 紧 集 , 则 w[4j 为 紧 . 

事实 上 , 如 果 {U0} 覆盖 了 %[4, 则 {w-1(U)} 覆盖 4. 如 果 UU 为 开 则 因 
连续 , 有 %-1(Z) 为 开 . 故 可 选取 41,… ,ir 使 得 


ACy UU) UU (VU,), 


它 意 味 着 VIA C Ua UU...U U,.. z 

从 这 个 性 质 我 们 看 出 , 如 果 4 = A1U…U 4., 其 中 每 个 4A; 包含 在 某 个 Wi 
中 , 而 (Wi, Bi;) 是 个 分 图 表 , 并 且 Pi(4;) 是 R" 中 的 一 个 紧 子 集 , 则 4 是 个 又 集 ， 
特别 , 流 形 M 自身 可 以 是 紧 的 . 例如 , 我 们 可 将 S” 写成 上 下 两 个 半球 面 的 并 : 
Sn = {zx:72nt1l > 0}U{z:z"t1 < 0}. 每 个 半球 面 是 紧 的 . 事实 上 ,上 半球 由 8.1 
节 的 映射 el 映 成 了 {y : llyl| < 1}, 而 下 半球 由 ws 映 成 同样 的 集合 . 因此 球面 是 
紧 的 . 

另 一 方面 , R" 中 的 开 子 集 是 不 紧 的 . 但 是 , 它 可 以 表示 为 可 数 个 又 集 的 井 . 
事实 上 , 如 果 UCR” 为 开 集 , 令 


An={zeU:lel<n 而 p(z,0U0) 2 =}. 


容易 验证 An 是 紧 的 , 且 UA =U. 
由 于 有 条 件 (2), 我 们 对 任意 所 讨论 的 流 形 M 可 以 说 同样 的 话 : 
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命题 1.1 任何 满足 (1) 和 (2) 的 流 形 M 可 以 写成 


Ty 
+ 二] 
其 中 每 个 4; CJM 为 紧 集 . 
证 明 事实 上 , 由 (2) 有 
M= (JU;, 
j=1 
并 且 由 上 面 的 讨论 知 , 每 个 U; 可 以 表示 为 紧 集 的 一 个 可 数 并 . 由 于 可 数 并 的 可 
数 并 仍 是 可 数 的 , 便 有 此 命题 . 口 


直接 的 推论 是 : 


命题 1.2 设 M 为 [满足 (1) 和 (2) 的] 流 形 , {U0} 为 M 的 开 稚 盖 . 则 我 们 可 
选取 一 个 可 数 的 子 组 {Uj;} 使 得 


UU; 一 M. 


证 明 记 M = U4, 其 中 每 个 4A; 为 医 . 对 每 个 7, 可 选取 有 限 个 U1, U2， 
站 L KE 使 得 
Ar C Ur, 1 (J... UU Ur k,. 
汇集 


1,..+ ,00 
1,... ,kr 


{Ur,g} 


J 

pp 
J 
= 


r 
大 


是 个 覆盖 了 M 的 可 数 子 组 . 口 


10.2 二 的 分 解 


在 后 面 的 讨论 中 , 如 果 有 一 个 把 函数 , 问 量 场 等 等 能 “分 裂 ” 成 “小 片段 ”的 
方法 , 则 对 我 们 来 说 会 很 方便 . 为 此 目的 , 我 们 引进 下 面 的 记号 : 
定义 2.1 一 组 C™% 函数 {9i} 被 称 作 为 一 个 1 的 分 解 是 说 , 如 灯 成 立 : 
Qi) 对 所 有 i,gi 之 0; 
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(ii) 对 所 有 i supp 91 为 紧 集 ; ! 

(ii) 每 个 ZE M 有 一 个 邻 域 全 ,使 得 除去 有 限 个 外 对 所 有 其 他 的 守成 立 
Vi NN supp 9i 一; 

(iv) 对 所 有 ZE M,》 gi(7)=1. 


注意 由 于 有 (ii 在 (iv) 中 出 现 的 那个 和 式 实际 上 是 有 限 的 , 其 原因 在 于 对 任 
个 > 除去 有 限 个 gi(z) 外 全 都 为 零 . 另外 还 要 注意 有 : 


命题 2.1 如 果 A 是 个 紧 集 , {gi} 是 1 的 一 个 分 解 , 则 对 除去 有 限 个 i 外 ,对 
所 有 ;i 有 


ANMsupp 9; = 分. 


证 明 事实 上 , 每 个 ze 4 都 有 一 个 由 (六 ) 给 出 的 邻 域 V. 集合 {Vz}zea 
是 4 的 一 个 开 履 盖 . 因为 4 为 紧 , 故 可 选取 有 限 个 子 组 【VB 使 4cC 
ViU-…UVW. 因为 每 个 VW 只 与 有 限 个 supp 9 有 非 空 交 集 , 故 它 们 的 并 , 从 而 4 
也 只 与 有 限 个 supp 9; 有 非 空 交集 . 口 


定义 2.2 设 {D 为 M 的 一 组 开 窗 盖 , {9;} 为 1 的 分 解 . 称 {9;} 从 属于 
{U,} 是 说 如 果 对 每 个 ,存在 一 个 (7) 使 得 


supp 9; C UN): (2.1) 


定理 2.1 设 {U,} 是 M 的 任 一 组 开 枉 盖 . 于 是 存在 一 个 从 属于 {U,} 的 一 个 
1 的 分 解 {9;}. | 


我 们 在 下 面 所 给 出 的 证 明 是 Bonic 和 Frampton 给 出 的 . 
首先 介绍 一 些 预 备 性 的 概念 . 
由 
四 ee 如 果 公 > 0 
Jo 如 果 u < 0. 


定义 的 到 上 的 函数 f 是 Cee 的 . 对 于 以 关 0, 显然 f 具有 所 有 阶 的 导数 . 要 
验证 f 在 0 是 C%, 只 要 证 明 当 w 从 右边 趋向 0 时 ju) 一 0 即 可 . 然而 
Fl = Pe(1/w) :e-1%, 其 中 Ps 是 个 2k 次 的 多 项 式 . 因 es 趋向 无 穷 大 快 于 


1 
1 回忆 , supp 9 是 集合 {z : g(z) 却 0] 的 闭 包 
2Smooth function on Banach manifolds, J.Math and Mech. 15, 877~898(1966) 
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任何 多 项 式 ,， / 
limy_ sof '®(u) = lims_ yoo Pe(s)e™s = 0. 

注意 , f(u) > 0 当 且 仅 当 ww> 0. 现 考虑 在 及 上 的 函数 gb, 其 定义 为 
g%(z) = jz 一 oj 一 了 
于 是 , % 为 Coo, 非 负 , 且 
go(7) 关 0 当 且 仅 当 a<xz <b. 


更 一 般 地 , 如 果 a =< al.… ,ak > 和 6b =< bt,… ,bt >, 定义 在 下 上 函数 go 
为 
g(x) = go (zx)gb2 (7 ) +. gor(T"), 
其 中 二“ T!, ,TE ~ 于 是 ， 92 之 0, ge EL 且 
ge(z) >0 当 且 仅 当 oo <2z < b…: ,QF < re < b®. (2.2) 


引 理 2.1 设 所,… ,fi 为 流 形 M 上 的 Coee 函数 , W = {x :al < f(z) < 
bl,... ,a < f(z) <b 愉 } . 于 是 存在 一 个 非 负 C™ 函数 g, 使 得 W = {7x :9(7)> 
0}. 


事实 上 , 如 采 定 义 9 为 
g(7) 一 go (fi(x),- ~ , fr (7)), 


则 9 显然 具有 所 要 求 的 性 质 . 
我 们 转向 定理 2.1 的 证 明 . 


证 明 对 每 个 ze M, 选取 U 包含 x, 又 设 z 的 一 个 分 图 表 为 (U, a). 那么 ， 
ant) 是 Rr? 中 包含 a(z) 的 一 个 开 集 . 选择 a 和 b 使 


Q(x) € intDe, De Ca(U NU,). 
设 Ws = a !(intDo). 于 是 
Wi CU ， 且 W; 为 紧 集 . (2.3) 
又 如 果 z1,… ,2" 为 a 给 出 的 坐标 ， 


Wi ={y:al <z(y) <b < (yy) <0}. 
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由 上 面 引 理 , 我 们 可 以 找到 一 个 非 负 的 Cee 函数 f 使 得 
Wo ={y: fa) >0}. 


因为 ze W 所 以 {W,} 履 盖 了 M.， 命题 1.2 使 我 们 能 选取 一 个 可 数 子 覆盖 
设 - 
Vi=W = {7r: fi(rx) > 0 
={z: fo(z) > 0, f(z) < 3}, 


WV.={z : fr(7) > 0, f1(7) < 1/7, “ , fr—1(7) < 1/7}. 
显然 VW 为 开 集 且 VC Wi, 那么 , 由 (2.3) 式 有 
态 为 紧 集 且 万 CD (2.4) 


其 中 = (7) 是 某 个 指标 . 

对 每 个 ze M, 令 g(x) 代表 第 一 个 使 f(x) > 0 的 整数 gq. 因而 如 果 p < gq(z) 
则 户 (z) = 0, 而 fa(z)(x2)>0. 

设 Vy = {y : fotz)(y) > (az 因为 fo(z)(X) > 0, 从 而 得 到 ze Va, 上 且 
友 为 开 集 . 进一步 有 


Vi 站 VV = 2, 其 中 7 > gz), - < > fat) (2). (2.5) 


按照 上 面 引 理 , 每 个 VW 由 从 = {zx :未 (7) > 0} 给 出 , 其 中 5 为 某 个 Ce 函数. 
设 g = 从 了. 由 (2.5) 式 , 在 每 个 z 的 邻 域 内 这 确实 是 个 有 限 和 . 因此 9 为 Ce 


9; = $;/9; 


我 们 断定 {9;} 就 是 所 想 要 的 1 的 分 解 . 事实 上 , 由 构造 知 (i) 成 立 , (ii) 及 (2.1) 
式 由 (2.4) 式 推出 , (iiit) 由 (2.5) 式 得 到 , 而 (iv) 因 构 造 而 成 立 . 口 
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10.3 ”密度 


如 果 我 们 把 R* 看 作 是 一 个 微分 流 形 , 则 对 积分 的 换 元 法 则 表明 , 被 各 项 没 
有 像 在 分 图 表 变化 下 的 一 个 函数 的 同样 的 转移 法 则 . 由 于 这 个 原因 , 我 们 不 能 期 
望 在 流 形 上 对 函数 进行 积分 . 我 们 现在 要 引进 我 们 可 以 进行 积分 的 那 类 对 旬 ， 


定义 3.1 一 个 密度 p 是 一 个 规则 , 它 对 每 个 M 上 分 图 表 (La) 指定 一 个 
定义 在 Qa(U) 上 的 函数 pa, 它 满足 于 下 面 的 转移 法 则 : 如 果 (内 D) 是 M 上 第 二 
个 分 图 表 , 则 对 veEa(Cnmn 厂 ) 有 


pu(o) = pa(B o a!(v))ldet Tao (o)|. (3.1) 


如 果 a 是 M 上 一 个 总 图 表 , 并 对 每 个 (Ui,ai) €E a 给 出 函数 pa 它们 满足 
(3.1) 式 , 于 是 pu, 定义 了 M 上 一 个 密度 p. 事实 上 , 如 采 (Da) 是 对 上 一 个 任 
意 的 分 图 表 (不 必 属 于 q), 我 们 定义 pa 为 , 对 vE a(U Ui) 有 


pa (v9) 一 pa: (Qi ° oa 一 ())|detJaioo-: (9)|. 
这 个 定义 是 相 容 的 : 如 果 ve a(U NUi)nalUnD), 则 由 (3.1) 式 , 有 


pu (Qj o 0 !(v)) |detJosoa-1(v)| 
= pa (Qi 007! (Qj earl(o))) 


= pa (Qi 0 0 (v)) |det Jo,oa-1(v)|, 


其 中 运用 了 链 规则 和 行列 式 的 乘法 性 质 . 

鉴于 (3.1) 式 , 谈 及 密度 的 局 部 光滑 性 质 是 有 意义 的 . 我 们 称 密度 p 是 C” 
的 是 说 , 如 果 对 任意 分 图 表 (U,a) 函数 pa 是 C* 的 . 照例 , 只 要 证 明 所 有 分 图 表 
(U, a) 属于 某 一 总 图 表 即 可 . 相似 地 , 我 们 说 密度 p 是 局 部 绝对 可 积 的 是 指 对 任 
音 分 图 表 (Ua), 函数 pa 是 绝对 可 积 的 . 由 第 八 章 的 最 后 面 的 那个 命题 知道 , 这 
个 定义 仍旧 与 总 图 表 的 选取 无 天. 

设 bp 是 M 上 的 一 个 密度 , x 为 M 的 一 个 点 . 这 时 谈 及 p 在 7 的 值 是 没有 
普 义 的 . 然而 (3.1) 式 表明 谈 及 p 在 z 的 符号 却 是 有 意义 的 . 准确 地 说 , 如 果 对 > 
的 一 个 分 图 表 (U,a) 有 pa(a(z)) > 0, 则 称 在 > 


0 > 0. (3.2) 


等 式 (3.1) 表明 , 如 果 pa(a(z)) > 0, 则 pp(8(z)) > 0 对 任何 z 的 其 他 分 图 
表 都 成 立 . 类 似 地 , 说 在 x 处 p < 0, 在 zx,p > 0 或 在 x,p#0 都 是 有 意义 的 


QiOQ, 


detJ 1(Qj o a 1(w))| |detJa oa-i (v)| 


. 456 ”第 十 章 流 形 上 的 积分 学 


定义 3.2 设 p 为 M 上 一 个 密度 . 记 为 supp p 的 p 的 支 集 是 指 M 中 那些 
使 p 不 为 零 的 点 的 集合 的 奢 包 . 就 是 说 


supp p = {2 : 在 zx,p A 0}. 
设 pl 和 ps 为 密度 . 定义 它们 的 和 为 对 每 个 分 图 表 (U,a) 有 
(p1 + p2)a = pia + p2a. (3.3) 


由 此 立刻 可 知 , (3.3) 式 的 右 喘 满足 转移 法 则 (3.1) 式 , 故 定义 了 M 上 的 密度 . 
设 p 为 密度 , f 为 函数 , 我 们 定义 密度 fp 为 


(fp)a = fapa: (3.4) 
由 于 对 函数 的 转移 法 则 , 可 以 立即 验证 (3.1) 成 立 . 
明显 地 我 们 有 
supp (p1 + p2) C supp pl U supp 12 (3.5) 
以 及 
supp (fp) = supp f MN supp 0. (3.6) 


如 果 在 x 有 pz 一 pi > 0, 我们 则 记 为 在 x 有 pl < pz, 而 如 果 对 所 有 的 ze M 
有 pi < p2, 则 说 p1 < po. 

设 已 表示 具有 紧 支 集 的 局 部 绝对 可 积 的 密度 组 成 的 空间 . 我 们 将 P 看 作 是 
个 向 量 空 间 , 而 当 f 是 个 (有 界 的 ) 局 部 可 度 的 函数 同时 pe 已 时 则 fp 属于 书 . 


定理 3.1 存在 P 上 的 惟一 线性 函数 「， 满足 下 述 条 件 : 如果 p E 已 使 得 
supp pCU, 而 (U,Q) 是 M 的 一 个 分 图 表 ， 则 


fo Dn 


证 明 我 们 首先 证 明 最 多 存在 一 个 满足 (3.7) 式 的 线性 函数 . 设 a 为 M 的 一 
个 总 图 表 , {9i} 为 从 属于 a 的 1 的 分 解 . 对 每 个 了 选取 i(j) 使 得 
: SUPP 91 C Li 四， 


写 出 p=1.p= gyp. 因为 supp p 是 紧 的 , 只 有 有 限 多 个 g;p 项 不 恒 为 专 . 
因而 此 和 式 是 有 限 的 . 又 由 于 | 是 线性 的 , 故 


fo= | 590=5 /90 
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由 (3.7) 式 ， 


/oo= |/ (gjP)aicy: 
Ci) (UiG)) 


IE 一 >/ (gjP)aicy): (3.8) 
DC 


因此 「 如 果 存 在 则 必定 由 (3.8) 式 给 出 . 要 建立 】 的 存在 性 , 我 们 必须 证 明 (3.8) 
式 定 义 了 一 个 PP 上 的 满足 (3.7) 式 的 线性 函数 . 线性 性 是 显然 的 ; 我 们 必须 验证 
(3.7) 式 . 

假设 supp p CU, 其 中 (U, a) 为 某 个 分 图 表 . 我 们 必须 证 明 


人 fo 2 RC 
由 于 p = 9;p,; 因此 po = 并 (9;p)as 所 以 只 要 证 明 


/ pa 一 / PD) (3.9) 


即 可 , 其 中 supp 9;p CU NUi. 由 (3.1) 式 , 我 们 有 


因此 


(gjp)a = (gjp)ai ° (Qi 00” )* detyaioa-i， 
故 由 R" 中 的 积分 的 变换 定律 知 (3.9) 式 成 立 . 口 
由 (3.8) 式 我 们 可 以 推出 积分 的 许多 有 用 的 性 质 : 
如 采 p1 < ps 则 |p < p2. (3.10) 


事实 上 , 由 于 9; > 0, 故 有 (gjpi)a < (9j;Pp2)a 对 任意 分 图 表 (UV, a) 成 立 . 因 
而 当 我 们 运用 (3.8) 式 时 可 由 R" 中 的 相应 事实 推导 出 (3.10) 式 . 

我 们 说 集合 4 具有 容 度 零 是 指 如 果 4 C A1 U…U 4p, 其 中 每 个 4; 为 又 ， 
日 对 其 个 分 图 表 (Ui,ai) 有 A, C Ui, 使 得 ui(4,) 在 R* 中 具有 容 度 零 . 容易 看 
出 任意 有 限 个 容 度 零 的 集合 的 并 仍 为 容 度 零 . 函数 e4 明显 是 可 度 的 . 

我 们 说 一 个 集合 B C M 是 可 度 的 是 指 函数 es 是 可 度 的 . 对 任何 PE PP， 定 


义 万 p 为 
/= /ese (3.11) 
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于 是 由 (3.8) 式 知 , 如 果 4 具 容 度 零 , 则 对 任何 PE 已 有 


| o=0. 
A 


因此 我 们 在 做 积分 时 可 以 忽略 掉 容 度 为 0 的 集合 . 在 实践 中 , 人 们 在 计算 积分 时 
通常 都 利用 这 个 性 质 而 不 是 使 用 (3.8) 式 . 例如 , 在 计算 S" 上 一 个 积分 时 , 我 们 
可 以 “忽略 ”任何 一 条 经 度 线 : 举例 说 , 如 果 


4={fzeSn:z=( 仙 0, 士 VI 二 要 ) e Rn2+l]， 


大 人 大 


对 任意 的 p 成 立 . 这 意味 着 我 们 可 以 引进 极 坐 标 来 计算 js. p( 图 10.1) 并 且 用 它 
们 来 表达 p. 因此 在 3 中 , 如 果 U = 2 一 4, 而 a 是 U 上 的 极 坐 标 分 图 表 , 则 


2 人 
| p= | / paadlbadwp. 
S2 0 0 


0 
nT 


2X | 


则 


图 10.1 


值得 注意 的 是 , 如 果 N 是 个 维 数 小 于 dimMM, 而 多 是 N 一 1 的 一 个 可 微 
映射 , 则 第 八 章 的 命题 7.3 表明 如 果 4 为 N 中 任 一 紧 了 于 集 , 则 (4) 在 M 中 具 
有 容 度 零 . 在 此 意义 下 , 当 我 们 在 M 上 做 积分 时 便 可 以 忽略 掉 “ 低 维 的 集合 ”. 


10.4 “ 黎 曼 度量 的 体积 密度 


设 M 为 具 歼 曼 度量 。 的 一 个 微分 流 形 . 定义 密度 o[= o(e)] 如 下 . 对 每 个 有 
坐标 Z “~”? ,TY 的 分 图 表 (U, Q), 设 
det | (Boi (0) 四角 


1/2 
= |det(gi(z)| . (4.1) 


oalQ(¥)) = 
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(| 


是 一 个 矩阵 , 其 第 (ij) 元 为 癌 量 


其 中 


0 
i(z) 和 zz(z) 


的 内 积 , 故 (由 第 八 章 习题 8.1) 有 
ou(a(z)) = 由 在 Tz(M) 上 的 欧 几 里 得 度量 ( ，)。,z 下 5/6z'(z) 张 成 的 平 

行 六 面体 的 体积 . 
容易 看 出 (4.1) 式 实际 上 定义 了 一 个 密度 . 设 (W, 6) 为 z 的 第 二 个 分 图 表 ， 


坐标 为 Yj,… ,y”. 于 是 9 9 
Tr” a 
Br 2 Br a 
oa(B(2)) = 


站] 
现 对 所 有 ,1 有 


( 访 pr ) = i 0 .0 
Ov Ovy! Ou Ov (营区 ) 
我 们 写 其 为 矩阵 等 式 


[ie | 


det | (Bi (0), por) ) | det | Be | da 纪 
= Ieet [Ga a)) he | 
=0a(o(s) ldet | | (z). 


如 果 M 是 具 欧 几 里 得 度量 的 欧 几 里 得 空间 中 的 开 子 集 , 则 对 体积 密度 在 
任 一 可 度 集合 上 积分 便 产 生出 这 个 集合 的 通常 欧 几 里 得 体积 . 事实 上 ,， 如果 


故 


1/2 


”从 而 


o8(P(2)) = 
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zl ,7X? 为 对 应 于 这 个 等 同 分 图 表 的 法 正 交 坐标 , 则 9gij(z) 在 1 关 了 时 为 0 


而 gii = 1, 故 oiq 三 1, 因此 
|.s= /1=n4). 


更 一 般 地 , 设 p 为 维 流 形 M 到 FR? 的 一 个 浸入 , 使 得 p(M) 是 R* 中 一 
个 上 维 超 平面 中 的 开 子 集 , 令 m 为 p 在 M 上 诱导 的 黎 昌 度量 . 那么 , 如 果 c 表 
示 相 应 的 体积 密度 , 则 jc 是 p(4) 的 上 维 欧 几 里 得 体积 . 事实 上 , 经 过 一 个 欧 
几 里 得 运动 , 我 们 可 设 p 将 M 上 映 入 RC R". 于 是 , 由 于 wv 是 个 浸入 ,，M 是 上 上 
维 的 , 所 以 我 们 能 用 xz!,… ,x* 作为 M 的 坐标 , 而 且 像 前 面 那 样 , 得 到 由 这 些 坐 
标的 函数 给 出 的 o， 从 而 『 o = p(p(A)). 

现在 设 pl; 和 ps 为 两 个 浸入 : M 一 R". 设 (U,a) 为 M 上 一 个 毕 标 分 图 表 
坐标 为 六 ,… ,内 . 如 果 ms; 代表 由 y; 诱导 的 歼 曼 度量 , 则 


(总 局 ) - (总 , 癌 ) 
Oy Oyi/,,, NO/ Oyi 


(总 总 ) =- (和 ,9 
Oyi’ Oy m2 ~ \Ovi’ Oy ) 


其 中 在 右 端的 内 积 是 欧 几 里 得 内 积 . 设 cx 和 02 为 对 应 于 mi 和 mz 的 体积 密 


度 . 于 是 
“|( 各 区) 


OP» Op» 
( By” Oy’ )| 


特别 , 给 出 一 个 工 > 0, 存在 一 个 天 = K(k,n, 攻 ) 使 得 如 果 对 所 有 i 二 1,… ,k 有 


和 


1/2 


Oia 一 


1/2 


oa 一 


Ops 


opl 
| 强 Zale 
则 由 中 人 和 值 定理 ， 
Op» Op1 pp Opi ) 
ooxlsk(| 强 - 吕 + Oyr | 


粗略 地 说 , 这 表明 如 果 p1 和 yp2 靠近 的 意思 是 它们 的 导数 是 靠近 的 , 那么 它们 所 
诱导 的 密度 也 是 菲 近 的 . 


10.4 黎 曼 度量 的 体积 密度 “01 。 


我 们 把 此 评注 用 于 下 面 的 情形 . 设 wo 为 M 到 RR” 的 一 个 浸入 (Fa) 为 M 
的 一 个 分 图 表 , 其 坐标 为 y!,…: ,多 设 U=W 一 C =UUi 其 中 的 2 为 某 个 容 
度 0 的 闭 集 , 使 得 当 1 关 洛 时 Un U= .对 每 个 1 让 纹 为 0 中 一 点 ,其 坐标 
为 < 妃 ,… ,yk >, 并 县 对 Zz 汪 < y!,… , 妈 >> 定 义 po 为 


0 
Pay 9 ) = P13) + DY — Yi) Bi (2), 


其 中 ze UU( 见 图 10.2). 


图 10.2 


如 果 这 些 Ul 充分 小 ， 则 


Wi Ov’ 
也 是 小 的 . 更 一 般 地 , 我 们 可 选取 wo 为 任何 一 个 在 每 个 V1 上 通 近 pl 的 仿 射线 
性 映射 . 因而 我 们 看 到 , 在 由 yp 请 导 的 歼 曼 度量 下 的 W 的 体积 是 允 近 于 p(W) 
的 多 面体 ( 表面 ) 的 体积 的 极限 . 这 里 的 逼 近 必须 是 在 斜率 的 意义 下 的 ( 即 导 数 
必须 人 靠近) 而 不 仅仅 是 在 所 处 位 置 的 意义 下 . 
体积 密度 的 构造 可 以 进行 推广 , 并 提出 了 密度 概念 的 另 一 种 定义 . 事实 上 设 
0 是 一 个 规则 , 它 对 M 中 每 个 指定 一 个 在 Ts(M) 中 个 切 向 量 上 的 函数 pz， 
从 属于 规则 


| 癌 - 江 


pz(461， a , Aén) 了 jdet 4|pz {< | , En) (4.2) 
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其 中 ET(M), 4:T(M) 五 (M) 是 个 线性 变换 . 于 是 我 们 看 到 p 决定 了 一 
个 密度 , 其 定义 是 


palo(®) =o( 5， (4.3) 


其 中 (Ua) 是 个 具 坐标 由 ,,… ,wn 的 分 图 表 .(4.3) 式 定义 了 一 个 密度 的 结论 立 
即 由 (4.2) 式 和 在 坐标 变换 下 万 的 变换 定律 得 到 


反之 , 以 pa 方式 给 出 一 个 密度 p 由 (4.3) 式 定义 了 p( 55 55)- 因 
为 癌 量 {0/6w'}i=1,.…,n 构成 了 UV 中 每 个 zx 上 的 一 组 基 , 因而 T,(M) 中 任何 的 
上 可 以 写 为 

&i = Boi(z), 
其 中 B 是 T,(M) 到 自己 的 线性 变换 . 于 是 (4.2) 式 决定 了 p(&,… , 扩 ) 为 
pl&1,.** ,én) = det Blpa(a(z)). (4.4) 


这 个 定义 是 相 容 的 ( 即 不 依赖 于 a), 它 可 由 (4.2) 式 和 对 密度 的 变换 定律 (3.1) 
式 推出 . 


习题 
4.1 设 M = S51 x S51! 为 环 面 , p: M 一 屎 :为 
Z op(01,02)= cos0!, 
Tr’ o wp(01,02)=sinO!, 
7” op(01,02) = 2cos0,, 
z4o wp(01,02) = 2sinO,, 
其 中 z!,…. ,x 为 Re 上 的 直角 坐标 , 9! 和 02 是 AM 上 的 角 坐 标 . 
(a) 用 坐标 01, 92 表达 由 p( 从 及 上 的 欧 几 里 得 度量 ) 在 M 上 诱导 黎 曼 度量 .三 是 
说 , 计算 gi; (01, 02). 
(b) 关于 这 个 黎 曼 度量 ，M 的 体积 是 什么 ? 
4.2 考虑 由 S' x 5S" 到 EB 的 浸入 p 所 诱导 的 黎 曼 度量 . y 的 定义 是 
To wu,v) = (a ~ Cosu)cosowv, 
yo Pp(u,v) = (a— cosu)siny, 


zowp(u,v) = Sin 了 
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其 中 wv 为 角 坐 标 , a > 2. 在 此 度量 下 的 5S” x 9 的 总 曲面 面积 是 什么 ? 
4.3 设 p 为 由 zy 平面 上 一 个 区 域 U 到 友 的 映 
射 , 其 公式 为 


p(T,Y) = (x,Yy, F(z,Y)), 


使 得 p(U) 为 曲面 z = F(x,y)( 见 图 10.3). 
证 明 此 曲面 面积 由 


[+ (EE) + (FE) 


4.4 求 抛物 面 


图 10.3 


z= 2 二 r+y <l1 
的 面积 . 
4.5 设 UCR,w:U 二 只 ,由 
pu, v2) = (Lu, 0), yu, 0), z(u,v)) 
给 出 , 其 中 ,yz 为 EE 的 直角 坐标 . 证 明 曲 面 p(U) 的 面积 为 


站 半生 下) 4 (名 总 -和 区 ) + ( 关 半 -并 ) 
OuOv Ov oOu OuOv wu Duo pop/ 


4.6 计算 正 中 单位 球面 的 表面 积 . 
4.7 设 Mi 和 M2 是 微分 流 形 , o 为 Ma 上 的 密度 , 其 处 处 不 为 零 . 对 于 Mi x M2 上 的 每 个 
密度 p， 以 及 每 个 滋 积 分 图 表 (Ul x U2, Qi Xx C2 ) 和 每 个 zz E U2, 定义 葡 数 pial (', Z2) 
为 
Plal (v1, T2)0ao (Q2 (22)) = paixa2 (v1, 02(72)), 
其 中 v1 € ai (U1). 
(a) 证 明 piai (V1, zz) 与 分 图 表 (U2, Qa2) 的 选取 无 天. 
(b) 证 明 对 每 个 固定 的 z2 € M2, 函数 plal (…,z72) 定义 了 Mi 上 的 一 个 密度 . 我 们 
记 此 密度 为 pl(z?)， 
(c) 证 明 如 果 p 是 Mi x Ms> 上 具 紧 支 集 的 光滑 密度 , o 为 光滑 , 则 pi1(z2) 是 Mi 
上 一 个 具 紧 支 集 的 光滑 密度 . 
(d) 设 p 同 于 c) 中 的 p. 定义 M2 上 的 函数 Fp 为 


Fp(z72) = 人 Pikz2)， 
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概述 你 会 如 何 证 明 下 述 事 实 : F， 是 M2 上 具 紧 支 集 的 光滑 郴 数 ， 并 且 


/ p= | Fo:o. 
M1 x Mo Mo 


10.5 ”密度 的 拉 回 和 它 的 李 导 数 
设 p : Mi 一 Ma 为 微分 同 胚 , p 为 Ma 上 的 一 个 密度 . 定义 Mi 上 的 密度 
”0 为 
ppb ,En) 三 Up ,Prén), (5.1) 


其 中 4i € T; (Mi1), ps 一 xr: 要 证 明 pp 实际 上 是 一 个 密度 ， 我 们 就 必须 验证 
(4.2) 式 对 T(M1) 上 任 一 个 线性 变换 4 成 立 . 然而 


PPp(Albi,:: ,Aén)= pp Ab, ,prAén) 
=p(é Ap, rs50 sprApr prén) 
二 ldetos Ap» |p(PpsEl， > , PxEn) 
一 [det Aly” p(&, 站 Cn) 
它 就 是 所 要 的 等 式 . 


和 wi,… ,w”. 于 是 对 U 中 所 有 点 我 们 由 (4.3) 式 有 . 
{9 0 


了 
det (3S) 


(p*p)ala()) =p (9 ,9 Be ) - 


det (站 有 ppe(O o p()). 


换 句 话说 , 我 们 有 : 
(prp)a =ldetJaovoa-slp(Bopo0() (52) 
称 密度 p*p 为 p 在 gp* 下 的 拉 回 . 明显 地 有 
Pp” (pi+p2) = Pp (Pp1) 二 2 (Pp2) 


以 及 对 任意 函数 f 有 
p fo) = (fp (p). 
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直接 从 定义 得 到 
supp o*p =p [supp pl. 


命题 5.1 设 p :Mi 一 Mo 为 微分 同 胚 , p 为 M2 上 具 紧 支 集 的 局 部 绝对 可 


积 密度 . 于 是 有 
/wo= / (5.3) 


supp P C pIU) 
的 情形 证 明 (5.3) 式 就 可 以 了 , 其 中 (U, a) 为 Mi 的 某 个 分 图 表 , 且 p(V) CW,， 
而 (WB) 又 是 M2 的 一 个 分 图 表 . 事实 上 , 所 有 这 类 2(C) 的 集合 是 M2 的 一 组 
开 有 覆盖 , 从 而 我 们 可 以 选取 一 个 从 属于 它 的 一 个 1 的 分 解 {9:}. 如 果 我 们 写成 
p = 个 gjp, 则 此 和 有 限 , 而 且 每 个 g;p 有 上 面 看 到 的 性 质 . 由 于 (5.3) 式 的 两 山 
为 线性 , 我 们 便 知 道 只 须 对 每 个 项 去 证 明 (5.3) 式 即 可 . 
现在 如 果 supp p C p(D0), 则 - 


Jo=f m=/ no 
B(W)- Bop(U) 


fe = / (op)a =-/ pe(B op oo )ldetJgopoa-:| 
a(U) alU) 


= | ppB) 
BoplU) 


从 而 (5.3) 式 成 立 . / 口 


现 设 wi 为 M 上 的 一 个 单 参数 群 , 其 无 穷 小 生成 元 为 X, 设 p 为 M 上 一 个 
密度 (U, a) 为 分 图 表 , W 为 U 的 一 个 开 子 集 使 得 p:(W) CU 对 由 < 的 所 有 
t 成 立 . 于 是 对 ve a(W) 有 

DG 
det 
Ov ), 


其 中 的 B64(v,t) = 二 ao yio a"(v) 而 (0 $0 /Ov) (1) 是 vv $a(v,t) 的 雅 可 比 . 我 
们 想 要 计算 这 个 表达 式 关 于 上 的 在 上 = 0 的 导数 . 现在 $4.(v,0) =v, 从 而 


det ( 妥 ) 二 1, 
V / (wv,0) 


证 明 只 要 对 


(pt P)alV) = pa ($a (v,t)) 


3 
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因此 , 我 们 得 到 对 于 靠近 0 的 上 有 


det (全 > 0. 
Ov (wt) 


因此 我 们 可 以 略 去 绝对 值 符号 , 并 写成 


dp Pp)a _ dpal $a) d Oo 
t= 二 0 十 pet ) 和 人 Ov : 


dt | dt 
我 们 只 要 简单 地 用 链 规则 去 计算 右 端 的 第 一 个 导数 , 得 到 


t=0 


dp ( 3 = dpa(Xa(o))， 


用 坐标 x ,… ,z?” 表示 则 可 写 为 
dpa(gu(oh) Doc yi 
ee 
其 中 Xs。 = 二 < 7X,:… ,XR%> 
要 计算 右 端 的 第 二 项 有 们 需要 全 点 预先 的 观察 . 设 4( = (aij(t)) 为 +t 的 
可 微 的 矩阵 值 函 数 , 满足 4(0) = id = (6). 于 是 


d{det A(t)) 


. 1 
7 = lim® (det A(t) — 1). 


现 uii(0) = 0,aij(0) = 0(i 关 .和 称 4 是 可 微 的 是 说 每 个 函数 aij;(t) 是 可 微 
的 . 因而 我 们 可 以 找到 一 个 常数 KK 使 得 i 关 7 时 |aij(t)| < K 而 |aii(t) -- 
1| < Klt|. 在 det4(#) 的 展开 式 中 那些 不 以 妃 趋 于 零 的 惟一 项 是 对 角 线 的 乘 
积 all (办 …ann 人 事实 上 , 任何 2 士 alii (ani 介 中 的 其 他 项 至 少 包 含 了 
两 个 不 在 对 角 线 上 的 因子 , 因而 至 少 以 万 趋向 零 . 于 是 


(det4(D))= jimt 一 0 Ga 六 onn(t) — 1) 
二 Qa11(0)+ “十 a ‘nn(0) 
一 tr4 (0). 


如 果 我 们 取 4 = 2@ /0u, 我 们 得 到 


a oP 0Xa OX 
at Ov Ov | Ox’ 
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0 


因此 z 
dr Pa _ Opa vi 
at Or’ Bri ot po De 二 =- ori Bi (Po Xa) 
重 写 出 来 就 是 


命题 5.2 设 pi 为 M 的 微分 同 胚 的 单 参数 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 为 六 ,Pp 为 
M 上 的 一 个 可 徽 密 度 . 于 二 


Dxp =jnmt-0 


pip—P 
t 


存在 , 并 且 局 部 地 由 
YY? 
(Dxp)a 一 >》 pe a) 
. 给 出 , 其 中 在 分 图 表 (U,a) 上 X=< Xa,*… ,Xa > 


有 时 称 密度 Dxp 为 (X,p) 的 散 度 , 以 div< Xp > 表示 . 因此 div< A,p >= 
Dxp 是 个 密度 , 它 在 (U,Q) 上 由 


(div < X,p >)ao = Six pa) 


现 设 p 为 一 可 微 密度 , 4 为 紧 的 可 度 集合 , 则 


/ p= | | pt (ep (AIP) 
pi(A) MM AT 


=- (prem lein) = [earn 
= | PtP: 


因此 
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应 用 1 的 分 解 , 我 们 可 以 容易 看 出 在 积分 号 内 的 极限 是 一 致 的 , 从 而 有 公式 


ad 
2 (/ | = | Dxo= [ siv < Xp> 
pit( A) 一 0 凡 A 


10.6 ” 散 度 定理 


设 2 为 微分 流 形 M 上 的 一 个 流 , 其 无 
穷 小 生成 元 为 X. 设 bp 为 属于 PP 的 一 个 密 
度 , 4 为 M 的 一 个 可 度 子 集 于 是 对 小 的 
+ 值 , 我 们 预料 差 值 [4p - /4p 只 依赖 
于 在 4 的 边界 所 发 生 的 情况 (图 10.4). 在 
取 极限 中 , 我 们 预料 /wp 在 上 = 0 的 导 
数 ( 它 由 [4 div < X,p > 给 出 ) 会 由 在 84 
上 的 菜 个 积分 给 出 ， 为 了 详细 阐述 这 样 的 
结果 , 我 们 首先 必须 挑 出 一 类 集合 , 使 其 边 轩 
” 缘 足 够 好 到 让 我 们 能 够 在 它们 上 面 进行 积 图 104 
分 . 于 是 我 们 给 出 下 面 的 定义 


定义 6.1 设 M 为 微分 流 形 , D 为 M 的 一 个 子 集合 . 我 们 称 D 是 个 具 正 则 
边 外 的 区 域 是 说 对 每 点 ZE M 存在 一 个 工 的 分 图 表 , 其 坐标 为 ZL,……. ,zm, 使 得 
于 面 的 三 种 可 能 性 中 的 一 个 成 立 : 
(UND=S%; . 
(i)U CD; 
(ii) a(UV ND)=a(U N{v =<v ,v0 >E R? :v" >0)}. 


注意 , 如 果 z 4 D, 我 们 总 可 以 找到 一 个 (UD,a),xz EU 使 得 Gi) 成 立 . 如 果 
ZE intD, 我 们 则 总 可 找到 一 个 z 的 分 图 表 (U, a) 使 得 i) 成 立 . 这 个 强加 于 DD 
上 内 容 是 不 受 限制 的 . 关键 的 条 件 是 加 在 当 ze 6D 的 情形 . 这 时 我 们 找 不 到 z 
的 分 图 表 , 它 满足 (i) 或 者 (这 . 在 这 种 情形 , (这 ) 表明 a(U Nn 8D) 是 R*-! 中 的 
开 子 集 (图 10.5). 事实 上 , 9(U N68D) = {v € 9(U):v? =0}= 8(0V)NR"-1, 其 
中 我 们 将 本 一 看 为 R* 中 那些 最 后 一 个 分 量 为 0 的 向 量 组 成 的 子 空间 . 

设 a 为 M 上 一 个 总 图 表 , 使 得 a 的 每 个 分 图 表 满 足 (i),(ii) 或 二) 中 的 一 个 . 
对 每 个 (La) E a 考虑 映射 a 1 9D :UN9D 一 Rn-l C Rn [自然 , 映射 w| 6D 


t 
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图 10.5 


从 对 ( 韦 ) 型 的 分 图 表 具 有 非 空 的 定义 域 ] 我 们 断言 {t(Znop,a1p6D)} 是 6D 上 
的 一 个 总 图 表 . 事实 上 , 设 (U,a),(W,B) 为 a 中 两 个 分 图 表 使 得 nnaD # %. 
必 ,… ,zm 为 (U,a) 的 坐标 ,而 y1,… ,yn 为 (WB) 的 . 映射 ho a-! 由 


< T ,i 人 ~ 下 < y (z!,... ,全 ), MC ;2 六 


给 出 . 在 ac(Zn 亚 naD) 上 , 我们 有 xzn = 0 和 y” 二 0. 特别 ， 
y" (zl,... ,Zn ,0) 三 0, 


而 函数 y (0 ym!(z1,… ,zm-1,0) 可 微 . 这 表明 (8 1 6D)o(a 1 
0DP) 在 a(U nn8D) 上 可 微 . 从 而 我 们 得 到 了 8D 上 的 一 个 流 形 结构 
容易 看 出 这 个 流 形 结构 与 我 们 所 选取 的 这 个 特定 的 总 图 表 无 关 . 我 们 以 ， 
表示 映射 8D 一 >M, 它 把 每 个 点 z e 9D 看 作 M 中 一 个 元 素 , 即 映 到 自己 . 
明显 地 ,是 个 可 微 映射 (事实 上 , (Cn 8D,a | 6D) 和 (Ua) 相对 于 映射 we 
‘0 (a | 0D) ”是 相 容 的 分 图 表 , 而 这 个 映射 就 是 R*-!1 一 Rm 的 那个 映射 
设 z 为 9D 的 点 , 并 视 其 为 M 中 的 一 个 点 , 又 
设 《为 Ti(M) 中 的 一 个 元 素 . 我 们 说 指向 万 内 
指 的 是 对 每 条 有 C'(0) = & 的 曲线 C, 对 充分 小 正 
的 上 我 们 有 C(t) e 了 (图 10.6). 在 类 型 (者 ) 的 分 
图 表 (Ua) 下 , 设 所 =< 局 ,En >. 那么 , 明显 NS 
地 ; & 指向 D 内 当 且 仅 当 上 > 0. 相似 地 , 一 个 切 
向 量 £ 指向 D 外 (显然 的 定义 ) 当 且 仅 当 tn < 0. 
如 果 好 = 0, 则 &€ 切 于 边界 , 即 它 在 ,,T,(8D) 中 图 10.6 
设 p 是 M 上 一 个 密度 , XX 为 M 上 的 向 量 场 ， 
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定义 6D 上 的 密度 px 对 于 ET,(9D) 的 值 为 
px bn) pt én AX) (6 


容易 验证 (6.1) 式 定义 了 一 个 密度 .( 留 给 读者 作为 练习 .) 如 采 (U,a) 是 个 型 《志和 ) 
的 分 图 表 , z ED, 而 Xa =< XXXn >, 那么 , 将 (4.3) 式 用 于 分 图 表 (Zn 
8D,a | 9D) 和 密度 px, 我 们 看 到 / 


0 0 
(Loxjalep =p (gr FT x) . 


设 4 是 丈 (M) 的 一 个 线性 变换 , 定义 为 


9 86 8 9 8 
A = Bel’ A ~ Beni Mgr 人 

那么 4 的 矩阵 是 

1 0 0 0 XxX! 

0 0 0 XX 

0 0 0 ... 1 X"-! 

0 0 0 ...+ 0 AX" 
因此 | det 4 |=| X" |. 于 是 我 们 在 a(U nN 8D) 的 所 有 点 上 有 


(px)atap =| X" | po (6.2) 
现在 可 以 叙述 我 们 的 结果 了 


定理 6.1 ( 散 度 定 理 )? 设 D 为 具 正 则 边界 的 一 个 区 域 , pE PP 半 为 M 上 一 
个 光滑 向 量 场 . 定义 在 9D 上 的 函数 ex 为 / 


1， 如 果 芝 (z) 指向 口外 ， 
sx(z) =《 0, 如 果 X(z) 切 于 8D， 
z -1， 如果 XX(z) 指向 D 四. 


| div < AX,p -= | EXPX. (6.3) 
万 dD 


3 这 个 散 度 定理 的 公式 化 叙述 和 说 明 , 是 Richard Rasala 辣 我 们 建议 的 . 
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注 用 型 (ii) 的 一 个 分 图 表 , 函数 sx 由 
Ex 一 一 SgEnX (6.4) 
给 出 . 


证 明 设 a 为 M 上 一 个 总 图 表 , 它 的 每 个 分 图 表 属 于 前 面 所 说 的 那 三 种 类 
型 之 一 . 设 {gi} 为 从 属于 a 的 1 的 分 解 . 记 p = 9ip. 这 是 一 个 有 限 和 . 由 于 
(6.3) 式 两 端 对 p 都 是 线性 的 , 故 只 要 对 每 个 和 项 gip 进行 验证 即 可 . 改变 记号 
(由 p 代替 gip), 我 们 把 问题 化 成 在 附加 假定 suppp C UV 去 证 明 (6.3) 式 , 其 中 的 
(7, a) 是 类 型 (i),(ii) 和 ( 道 ) 中 之 一 . 因此 有 三 种 情形 要 考虑 . 
情形 Isupp p C U,UND = gg( 见 图 10.7). 于 是 (6.3) 式 的 两 边 都 为 零 ， 
(6.3) 式 正确 . 


10.7 图 10.8 


情形 II suppp CU,U C intD( 见 图 10.8). 于 是 (6.3) 式 的 右 端 为 0, 我 们 必 
须 证 明 左 端 也 为 零 . 然而 


< O(X'pa) (Xpa) 
div < 入 ， -= div < Xp»= | 一 天 一 一 二 / 一 一 一， 
上 U a(U) 2 Oz 2 a(U) 07 


现在 的 每 个 函数 Xipa 的 支 集 都 在 a(U) 里 面 . 选取 某 个 大 的 R, 使 得 a(U) C 
D2R . 我 们 可 以 用 Da， 代替 了 把 它 在 a(Z) 外 的 值 取 0 来 扩大 Xpa 的 定 
义 域 到 整个 Rr ( 见 图 10.9). 将 此 积分 写成 累 次 积分 并 首先 关于 天 进行 积分 得 到 
8(X pa) i 
1 Or’ J et 


Xpal:. .,—R,...)dr!idr?. dri~idr'...drx" =0. 


这 是 因为 函数 Xips 在 a(U) 外 为 0, 故 上 面 这 个 积分 为 0. 
情形 III suppp 包含 在 型 (iii) 的 一 个 分 图 表 中 ( 见 图 10.10). 于 是 
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supp (Xp)a 


10.9 . 10.10 


| sv<xo>= 上 div <X,p>= 5 / co Fa 
D DMU 位 


(DNU) Ow 
现在 / 
a(U ND)=aU) Nt{v:v > 0}. 
我 们 因此 可 以 将 积分 区 域 换 成 
， “RY 
Dr 2 : 
( 见 图 10.11) 对 所 有 1< i<n, 在 此 2 2 一 
和 式 中 所 有 的 积分 如 同上 面 一 样 为 0. TEAa 
对 i = n 我 们 有 : / 10.11 
[RS < 六 ,Pp > 二 一 | ,Xp 


如 果 我 们 将 此 与 (6.2) 和 (6.4) 式 比较 , 这 完全 就 是 (6.3) 式 的 断言 0 


如 果 在 流 形 M 上 给 出 了 一 个 黎 曼 度量 , 那么 我 们 可 以 给 出 另 一 种 版 本 的 散 
度 定理 . 设 dV 是 此 歼 曼 度量 下 的 体积 密度 , 从 而 对 &; € Ts(M) 有 


dV (€1,** ,én) =| det((€i,€7) | 


是 在 切 空间 中 &; 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 (关于 由 在 切 空 间 上 的 内 积 给 出 的 欧 
几 里 得 度量 ). 

现在 映射 . 是 个 浸入 , 因此 我 们 在 9D 上 得 到 一 个 诱导 的 黎 曼 度量 . 设 45 
为 9D 上 相对 应 的 体积 密度 . 因此 如 果 {&i}i=1.…,n-1 为 Tz(8D) 中 的 nn 一 1 个 疝 
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量 ， dS(&1,::- i 是 由 tals(0D) (. dh) 中 TS ,Eh 张 成 的 平行 六 
面体 的 (n - 1) 维 体积 . 对 任意 ze 9D 设 ne T,(M) 为 具 单位 长 度 的 垂 吉 于 


图 10.12 图 10.13 


我 们 明显 地 有 
09(C She) es dV (Leecl ;Lxén—1, 1). 


对 任意 向 量 义 (x) eT.(M)( 图 10.13) 由 3;6X(z) 张 成 的 平行 六 面体 的 体 
积 征 |(X(z)m) 1a5(6 ,én-1).[ 事 实 上 ;写成 \ 


X(7) = (X(T), nmn+m, 
其 中 mm e 7T(oD).] 如 果 将 此 与 (6.1) 式 作 比较 , 我 们 看 到 
dVx 二 | (X(z),n) | dsS. (6.5) 


为 外 , 显 见 有 
Ee(7) = sgn(X(7),n). 


设 p 为 M 上 的 任意 密度 :于 是 我 们 可 写 为 
p= fdV, 
其 中 f 是 一 个 函数 . 又 , 我 们 明显 地 有 px = faVx 并 且 


div < X,p>= div < X, faV >. 
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我 们 于 是 可 重 写 (6.3) 式 为 
/ div < X, fadV ~= | f:(X,n)dSs : : (6.6) 
D oD 


10.7 更 加 复杂 的 区 域 


对 许多 需要 而 言 , 定理 6.1 还 不 够 充分 宽松 . 麻烦 出 在 我 们 想 用 到 (6.3) 式 的 
区 域 其 边界 不 是 完全 光滑 的 . 例如 , 我 们 想 用 它 到 R" 中 的 一 个 矩形 . 而 现在 , 一 
个 矩形 的 边界 除去 位 于 边 上 的 点 ( 即 两 个 面 的 相交 处 ) 外 全 是 正则 的 因为 这 些 
边 构 成 一 个 “n 一 -2 维 ” 的 集合 ,我 们 可 以 期望 它们 的 出 现 不 会 使 (6. 3) : 式 失效 
事实 的 确 如 此 . | 

设 M 为 “微分 流 形 D 为 M 的 子 集 . 我 们 称 D 是 一 个 上 用 平 正则 


的 区 域 是 说 对 每 个 ze M 存在 一 个 x 的 分 图 表 (U, a), 其 坐标 为 za,… ,z2 使 
得 下 面 四 种 可 能 性 之 一 成 立 : 

(DUND=Y; 

(i)UCD; 

Gii) a(U ND) = a(U) NIY =< oO VER? :v" >0); 

(im a(U ND)=aD N{v=<V ,0 >ER :v vk > 0,.… ,v" > 0}. 


新 颖 之 处 是 现在 允许 了 在 上 < n 时 的 可 能 性 (iv). 当然 ， 只 有 当 n > 1 时 才 
有 这 种 新 的 可 能 性 . 假设 n > 1 并 看 一 看 (iv) 会 发 生 什 么 . 我 们 将 a(U 站 8D) 可 
以 写成 位 于 R*-! 中 的 一 些 (n 一 1) 维 子 空间 中 开 子 集 的 并 , 连同 一 些 位 于 n 一 2 
维 子 空间 部 分 的 并 . 

事实 上 ,对 ksp<n 4 设 Ht 是 由 w=0 给 出 的 (n 一 1) 给 空间 的 一 人 
子 集 , 定义 为 


Hi={v:v >0,. 2 一 00 >0 >0| 
( 见 图 10.14). 我 们 可 以 写 出 
a(U NOD) Cc a(U NI{(HEU Her U..-.UHE)US), 
其 中 5 为 那些 至 少 有 两 个 v? 为 零 的 ((n - 2) 维 ) 子 空间 的 并 : 
注意 到 如 果 z E Un9D 是 使 对 某 个 p 有 a(z) e Hs 的 所 ， 则 存在 一 个 z 的 


型 (iii) 的 分 图 表 事实 上 , 简单 地 重 排 坐标 使 得 vz 变 成 v”， 即 映射 Rn 一 了 
将 之 设 ,… 07> 送 到 <w,…,w?>, 其 中 


wi = Vii < pw vl p<i<n,w 一 人 5. 
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图 10.14 


于 是 , 在 > 的 充分 小 的 邻 域 三 , 分 图 表 (U',yp oa) 具有 型 《这儿 见 图 10.15). 


图 10.15 


下 面 我 们 要 看 到 的 是 那些 ze 9D 的 集合 构成 一 个 微分 流 形 , 其 中 每 个 z 都 
有 一 个 型 (说 ) 的 邻 域 . 论证 完全 如 前 所 做 . 惟一 的 差别 是 这 一 次 的 这 些 点 并 没 
有 占 尽 所 有 9D. 我 们 以 6D 代表 这 个 集合 . 因此 8D 是 个 流 形 , 作为 集合 它 不 是 
9D 而 只 是 9D 的 “正则 ”点 , 即 那些 具 型 (这 ) 的 分 图 表 的 点. 


定理 7.1 ( 散 度 定理 ) 设 M 是 个 n 维 流 形 , D C M 为 一 个 具 几 乎 正则 边界 
的 区 域 . 设 8D 如 上 ,i 为 单 射 6D 一 M. 于 是 , 对 任何 p €E PP 我们 有 


/ div < 入 ,0 > 二 广 sxox (7.1) 
DD aD 


证 明 证 明 如 同 前 面 一 样 的 进行 . 选 一 个 联结 类 型 (i) 到 (iv) 的 分 图 表 的 总 

图 表 和 一 个 从 属于 这 个 总 图 表 的 1 的 分 解 {9;}. 记 p = 沁 9ip, 而 现在 有 .4 种 情 
形 要 考虑 . 前 三 种 我 们 已 经 处 理 过 了 . 

新 的 情形 是 在 p 的 支 集 属于 U 而 (La) 是 型 (iv) 的 一 个 分 图 表 时 发 生 的 . 


我 们 必须 计算 z 
| > OX pa 
a(UND) Or! 
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像 前 面 一 样 ， 和 式 中 那些 对 应 于 i < 的 项 对 此 积分 没有 作用 . 我 们 现在 扩张 
Xipa, 使 其 在 a(U) 之 外 为 零 从 而 定义 在 整个 R*, 这 也 如 前 面 所 做 .于 是 , 对 
k 克 1 之 n 我 们 有 


pi 


/ OX'pa OX'pa 
a(UND) Or’ B Ox!’ 


其 中 B = fo :vr > 0,… ,vn > 0}. 写 其 为 累 次 积分 并 首先 做 关于 zi 的 积分 , 我 


们 便 得 到 
OX’'pa ; 
B Ori = | xp 
其 中 4; C 了 由 
Ai= {<v, Vl vt, > 20, ,v7 > 0}. 


注意 , 4i 与 HE 相差 一 个 在 R*-! 中 一 个 容 度 零 的 集合 ( 即 在 那里 至 少 有 一 个 
vi = 0, 其 中 二 1 < n). 因此 我 们 可 以 用 H? 代替 4; 进行 积分 . 对 k<isn 求 
和 , 得 到 : 
OX'pa . i 
Me> Or’ > pe fe; 
这 恰恰 是 定理 7.1 对 情形 (iv) 的 断言 D 


我 们 必须 指出 , 甚至 定理 7.1 也 没有 覆盖 那些 能 用 散 度 定理 的 所 有 的 情形 . 
例如 , 在 平面 上 定理 7.1 可 应 用 在 D 是 个 三 角形 的 情形 ( 见 图 10.16). 这 是 因为 
我 们 可 以 “ 撑 开 ”每 个 角 为 直角 (事实 上 , 可 以 通过 民 的 变量 线性 变换 做 到 这 
点 .)( 见 图 10.17). : 


>, 


图 10.16 图 10.17 


定理 7.1 也 不 能 用 在 像 在 图 10.18 中 那样 一 个 四 边 形 上 , 这 是 因为 没有 一 个 
Cl 变换 能 把 一 个 大 于 7 的 角 转换 为 一 个 小 于 7 的 角 (由 于 它 的 雅 可 比 在 拐角 处 
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必须 把 直线 变 成 直线 的 缘故 ). 定理 7.1 不 能 直 
接 用 上 去 . 但 是 , 我 们 可 以 把 四 边 形 写成 两 个 
三 角形 的 并 , 再 应 用 定理 7.1 到 每 个 三 角形 上 ， 
并 留意 到 每 个 三 角形 来 自 公 共 边 界 的 贡献 相 人 个 
互 抵消 了 . 因此 散 度 定理 的 确 可 用 到 我 们 的 四 p> 
边 形 上 . 
这 种 步 又 在 相当 广泛 的 情形 都 可 奏效 . 事 
实 上 , 在 本 书 需 要 用 到 散 度 定理 的 地 方 它 都 是 
行 得 通 的 , 不 管 定 理 7.1 直接 应 用 还 是 将 它 通 
过 对 我 们 区 域 的 有 限 次 细 分 再 随 之 而 来 的 一 种 有 限度 的 论证 , 就 能 做 到 . 但 是 , 
我 们 将 不 正式 叙述 一 个 包括 了 所 有 这 些 情 形 的 一 般 性 定理 ; 在 每 个 场合 该 如 何 
进行 是 清楚 的 . 


10.18 


习题 


在 欧 几 里 得 空间 , 我 们 以 divX 替代 div < X,p >, 这 里 的 p 是 欧 几 里 得 体积 密度 . 
7.1 设 x,y,z 为 民 的 直角 坐标 . 设 向 量 场 关 由 


AD 8 9 
二 rr 人 
给 出 , 其 中 7? = z2 十 久 十 2. 直接 由 两 边 积 分 证 明 


/na4= 人 dvx 


这 里 的 B 是 中 心 在 原点 而 S 为 其 边界 的 球 . 

7.2 设 向 量 场 Y 由 
Y = Ynr + Yene 十 了 pme 
给 出 , 所 用 的 是 到 中 的 极 “坐标 " rn 9, ,其 中 的 nr, no,no 是 在 方向 匣 , 各 ;3 上 各 
自 的 单位 向 量 . 
证 明 
divY = aa { 寺 Cesinpy) 十 (ro) 十 orsinpYo)| . 

7.3 用 平面 的 极 坐标 计算 一 个 向 量 场 的 散 度 . 
7.4 用 到 中 的 柱 坐 标 计算 一 个 向 量 场 的 散 度 . 
7.5 设 o 为 单位 球面 5S? 上 的 体积 (面积 ) 密度 . 用 在 球面 上 的 坐标 6, p ( 极 坐标 ) 计算 divoX. 


第 十 一 章 ”外 人 微 积 分 


设 M 是 个 微分 流 形 , w 为 M 上 的 一 个 线性 微分 形式 .对 任何 可 微 曲 线 
C:[@ 中 一 M 考虑 积分 (Cuwcd)dt. 设 [c,d 一 ? [a, 映 为 由 s 一 > t(s) 给 
出 的 一 个 可 微 映射 . 曲线 B :fcd 一 ? M 由 B(s) = C(t(s)) 给 出 , 它 满足 


B'(s) =t(s)C (t(s)). 


因此 如 果 t(s) > 0 对 所 有 s 成 立 , 则 
d 8 
/ (B'(s), WB(s))ds = / (C(t), wee))dt. 


从 而 一 个 线性 微分 形式 是 某 种 我 们 可 以 在 M 的 “定向 ”曲线 上 积分 并 与 参数 化 
无 关 的 东西 . 这 一 章 中 我 们 将 引进 那些 可 以 在 M 的 “定向 大 维 曲面 ” 上 进行 积 
分 的 对 象 并 研究 它们 的 性 质 . 


11.1 外 微分 形式 


我 们 曾 定义 一 个 线性 微分 形式 为 一 个 规则 , 它 对 每 个 ze M 指定 Iz(M) 中 
”一 个 元 素 . 我 们 将 T*(M) 看 作 al(Tz(M)). 鉴于 此 , 我 们 对 此 定义 作 如 下 推广 . 我 
们 说 M 上 一 个 g 次 外 微分 形式 是 指 一 个 规则 , 它 对 每 个 ze M 指定 2(Ts(M)) 
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中 一 个 元 素 . 如 果 w 是 个 q 次 外 形式 , (Za) 是 个 分 图 表 , 则 由 于 a 对 zeU 将 
每 个 TT.(M) 等 同 于 V, 我 们 便 得 到 一 个 qf(V) - 值 函 数 wo, 在 a(U) 上 由 
wa(v) (és, “7? , €2) 一 wzZ)(E 四 ?1) 


定义 , 其 中 » = Q(z), € ,: ,7 € Tr(M). 
容易 写 出 转移 法 则 . 事实 上 , 如 果 (WP) 是 第 二 个 分 图 表 , 我 们 则 有 


wap(v) (és, 四 ,9 一 w(Z)(E ， 0 ,5 ) 一 wa(a(z))(Ea， "0 , &2), 
或 者 , 由 于 6 = Jooa + (Q(z))(Eo),6 & Te(M), 我 们 得 到 
walv)(éa, “* , 2) 一 walp 9 oa  ())(Jpoa-: (uca， 机 , Jp6oar-1 (v)é2). (1.1) 


为 了 把 (1.1) 式 写 成 不 那么 繁琐 的 形式 , 我 们 引进 下 面 的 记号 . 设 训 和 
为 向 量 空间 ,1 : 页 一 公 为 线性 映射 . 我 们 定义 qa?() 为 ap( 取 ) 一 ?> 7(Vi) 的 线 
性 映射 , 定义 为 , 对 所 有 w E a?(W2) 及 1,… ,vp E Vi 有: 


of (Dw) V1 ,Vp) = wD ), op 


注意 , 在 al(V) 与 V* 的 等 同 下 , 映射 a (1) 与 映射 :Vz 一 Vr? 相同 . 还 要 注 
意 ， 如 采 D1 二 a? (Vs), wo2 € a (V2), 则 


a? (Dwi A a (Dw2 = a?t9 (0) (wi A wa). (1.2) 
这 直接 由 定义 推出 . 另外 , 如 果 :Vi 一 有 :WV 一 VW, 则 
ar ({» O 1) 一 GE ) 9 ar (2 )， (1.3) 


显 见 , 如 果 1 可 微 地 依赖 于 某 个 参数 , 则 a?(1) 对 任意 也 是 如 此 
现在 可 以 写 (1.1) 式 为 


wa(o) = a (Jgo0-1(v))wa(B oa-1(v)). (1.1) 


由 (1.1) 式 显而易见 它 与 要 求 wa 是 一 个 光滑 函数 是 相互 一 致 的 . 因此 如 有 
对 所 有 分 图 表 (U,a) 所 有 函数 wo 在 a(Z) 上 为 C™%, 我 们 则 说 w 是 个 光滑 的 
微分 形式 . 像 通 常 那 样 , 这 只 需 对 一 个 总 图 表 的 所 有 分 图 表 去 验证 即 可 . 我 们 设 
Ad(M) 表示 所 有 9 次 光滑 外 微分 形式 的 空间 . 
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设 wi E A?(M),w2 E 和 AI(M). 定义 外 微分 (p 十 9) - 形式 wi Aws 为 , 对 所 有 
TEM 有 


(Wi Awoj(zZ) = ny A wo (2). 


容易 验证 wi 人 wo 是 个 光滑 的 (p 十 q) - 形式 . 我 们 因而 得 到 了 在 外 微分 形式 上 的 
乘法 . 为 了 使 这 种 公式 化 陈述 完备 , 把 M 上 的 可 微 函 数 的 空间 表示 为 人 (M) 有 
其 方便 之 处 , 另外 表示 函数 f 与 p - 形式 w 的 习 积 为 fw 或 fw. 这 个 乘积 由 
对 所 有 zE AM， 
(fF Aw)(z) = (fw)(z) = jz)w(z) 

给 出 . / 
于 是 我 们 已 经 对 所 有 0 < pn 和 0 < gn 定义 了 一 个 科 法 , 把 wi € 
A?(M) 和 wz E AY(M) 送 到 wi A wz? 上 era MM) (如 果 p+gq >n = dimM 则 
wi 人 wa 三 0). 对 于 和 - 乘法 在 反对 称 张 量 上 的 规则 也 转移 到 这 里 , 因此 举例 说 ， 


有 
如 果 wi EAP?(M),w2o EAIM), 则 
w1 人 ws = (—1)?Iw2 A wn, 
wil 信 (ws2 和 人 ws) 一 (wi 和 人 wz ) 和 人 ww3， 
Wi A (ws + ws) = wi A ws + Wi A Wa, 
等 等 


设 Mi 和 M2 为 微分 流 形 , p: Mi 一 > M2 为 可 微 映射 . 对 每 个 we A&(M2) 
我 们 定义 形式 p*w € A?(Mi) 为 


pw(Z) = a (prz) wp(2))). (1.4) 


容易 验证 p*w 的 确 是 和 (MM1) 中 一 个 元 素 , 即 它 是 一 个 光滑 9 - 形式 .还 要 注 
意 到 , 第 九 章 的 (7.5) 式 是 (1.4) 式 的 一 个 特例 , 即 9 = 1 的 情形 .( 如 果 我 们 约定 
ao(1) = id 则 (1.4) 式 的 g = 0 便 是 函数 拉 回 的 规则 .) 

由 (1.4) 式 推出 yp* 是 线性 的 , 即 


pr*(wl + w2) = pp" (w1) + p*(w2), (1.5) 


又 从 (1.2) 式 知 
Pp” (wi Aw2) = p(w1) AD (Wo). (1.6) 
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如 果 op 是 流 形 M 上 的 一 个 单 参数 群 , 其 无 穷 小 生成 元 为 X, 则 我 们 可 以 证 
明 对 任意 w € 和 iY(M)， 


站 
Ww— tw 
pt — Dxw 


lim:_ ;0 


存在 . 这 个 极限 的 存在 性 的 证 明 是 直截了当 的 , 我 们 略 去 它 . 在 第 3 节 中 我 们 要 
推导 出 一 个 可 以 简单 计算 Dxw 的 有 用 公式 . 
我 们 现在 来 看 看 如 何 用 局 部 坐标 计算 和 i(M). 设 (U,a) 为 M 的 一 个 分 图 
表 , 坐标 为 z!，,… ,x". 于 是 dri e A1(U)( 在 这 里 我 们 用 和 AY(U) 表示 定义 在 U 上 
的 可 微 9 - 形式 的 集合 ). 对 任意 和，…… ,ig, 形式 dza 入 …Adzi 属于 As(D), 并 
对 每 个 z EU, 形式 : 
{f(dza A A dr ) (7) ha .<i 
构成 f(Ts(M)) 的 一 组 基 . 由 此 推出 , 每 个 4 次 的 外 微分 形式 w, 如 果 定 义 在 U 
上 则 可 写 为 
>》 aaadza A Ndr™, (1.7) 
和 < < 四 
其 中 的 这 些 a 是 函数 , 就 是 说 , 对 所 有 x EU 有 
= >》 ai i (T) dr! AA dr" )(2). 
tl < 


容易 看 出 we As(D) 的 充 要 条 件 是 在 U 上 的 所 有 函数 ai,,.… 是 C” 函数 . 
如 果 (WB) 是 第 二 个 分 图 表 , 坐标 为 y，… ,加 ,而 


ww 二 2》, bi 入 Ad (1.8) 
则 容易 算出 在 UNnW 上 联系 这 些 b 和 a 的 转移 法 则 . 
事实 上 , 在 UNW 上 我 们 有 
Oy 
Or’ 
其 中 好 = (x1,… ,zx"). 于 是 我 们 全 部 要 做 的 事 就 是 把 (1.9) 式 代 入 (1.8) 式 并 
合并 dza 入 .…Adzi 的 系数 . 例如 , 如 果 g = 2, 我 们 则 有 
w= 》 的 7 Ady” 
11 <72 


加 Op’! 1 OW’! n Oy”? 1 i Oy ny 
一 >》 bj jo (Br 十 …: 十 Brn de )* (2 dz 十 … 十 Drm dT . 


1 <I2 


dy; = dx’, (1.9) 
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如 果 合 并 dz: 人 dz”* 的 系数 ( 记 住 人 - 乘法 是 反 交 换 的 ), 我 们 则 有 


和 Oy D1172 DY7 Oy i jo 
“7 2 b> Pin (下 Ori Ori 3) dr Mor 


41 < |71<72 
于 是 
Qili, 二 > bj ja det B77 2 | 。 (1.10) 
ji<j2 : 一 
Or Ox”? 


虽然 (1.10) 式 看 起 来 有 点 令 人 生长 , 但 关键 之 处 在 于 人 们 必须 完全 记 住 的 是 (1.9) 
式 和 人 - 乘法 的 法 则 . 对 于 一 般 的 9 同样 的 论证 给 出 


Oy Oa 
Orii Or'1 
ai Y, bjsdet | : : (1.11) 
j1<*…< jo Oy Oy 
Oria Oxia 


拉 回 的 公式 有 完全 一 样 的 样子 . 设 p: Mi 一 M 为 可 微 映射 , 并 假定 (U, a) 
和 (WB) 为 相 容 的 分 图 表 , 其 中 zl ,2z"™ 为 (U,a) 的 坐标 ,yy ，… ,y" 为 (WP) 
的 坐标 . 于 是 我 们 知道 yoy 是 UU 上 的 函数 , 因而 可 以 写 为 


yi ow = (ZL ,TX ). 
由 于 w*dyi = d(yi o p), 我 们 有 


Oy 


六 7 


dx’. / (1.12) 


如 采 
w= bdy A Ady’ € MA(W), 
jja 


则 由 (1.5) 和 (1.6) 式 有 
pou= 》 basi PP Ad A A pdy’™). (1.13) 
J 
(1.13) 式 用 这 些 dz 表 出 的 表达 式 可 由 将 (1.12) 式 代入 (1.13) 式 进行 计算 并 合 
并 系数 项 . 自然 , 其 答案 看 起 来 就 是 前 面 做 过 的 那个 样子 . 如 果 


PW)= Yaidr? A Ndr"™, 
和 < < 
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则 这 些 a 由 


By171 Ov 
Bril Doa 
ai = 2, (bjsjs op)det | : : (1.14) 
j1<……<jo O71 i Oy 
Or Or 


我 们 再 次 强调 , 没有 必要 去 记 住 一 个 像 (1.14) 式 这 种 样子 复杂 的 公式 ; 用 等 
式 (1.5),(1.6) 和 (1.12)( 当 然 还 有 人 - 乘法 规则 ) 就 够 了 . 在 许多 情形 直接 进行 于 
换 比 起 用 (1.14) 式 要 方便 很 多 . 
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设 M 为 n 维 流 形 , (U,a) 和 (WB) 为 M 上 两 个 分 别 具 有 坐标 zl,…… ,zn 
和 中,…. ,y? 的 分 图 表 . 设 w 为 一 个 n 次 的 外 微分 形式 . 于 是 我 们 可 以 写 为 


在 UU 上 :w=adr’ 信 :A 人 dr", 
在 W 上 :w=bdyt 入 和 人 dm， 


其 中 函数 a 和 5b 在 UNW 上 由 (1.11) 式 相 关联 , 在 目前 的 情形 (q = n) 成 为 


Oy! Ovy" 
a = b det : ; 
Oy! Oy" 


或 者 
au(a(z)) = ba(B oa (a(z)))det Jaoo-1 (A(7)), 


最 后 或 者 写 为 , 对 veE al(UnW) 有 
Qa(v) = ba(B oa !(v))detJsom-1(v). (2.1) 
如 果 p 是 M 上 一 个 密度 , 则 对 于 pa 的 转移 法 则 由 


Palv) = pp o Qa (0)) | det JBoa-1(0) | (2.2) 
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给 出 . 注意 , (2.2) 和 (2.1) 式 看 起 来 几乎 一 样 ; 差别 在 于 在 (2.2) 式 中 出 现 了 绝对 
值 符号 而 在 (2.1) 式 中 没有 . 特别 , 如 果 (U, a) 和 (WB) 使 得 detJpoa-! > 0, 则 
(2.2) 和 (2.1) 式 在 这 一 对 分 图 表 上 便 是 一 致 的 . 

这 个 评注 把 我 们 带 到 了 下 面 的 定义 : M 的 一 个 总 图 表 a 被 称 为 定向 的 是 说 
对 a 的 任 一 对 分 图 表 (U,a) 和 (WB) 我 们 对 所 有 z EUNW 有 


det Jgoa-1(a(2)) > 0. 


不 能 保证 在 一 个 给 定 的 流 形 M 上 存在 有 一 个 定向 总 图 表 . 事实 上 不 难 证 明 在 某 
些 流 形 上 的 确 不 存在 定向 的 总 图 表 .( 不 具 定 向 总 图 表 的 流 形 的 例子 是 麦 比 乌 斯 
带 .) 

我 们 说 一 个 流 形 M 是 可 定向 的 是 指 它 有 一 个 定向 的 总 图 表 . 

设 M 是 一 个 可 定向 流 形 , 设 mm 和 m 是 两 个 定向 总 图 表 . 称 m 和 oa? 有 相 
同 的 定向 并 记 为 a15a2 是 说 ai U oz 还 是 一 个 定向 总 图 表 . 说 msos 意味 着 对 任 
何 (U,a) em 和 任何 (8) e a2, 我 们 在 a(U nW) 上 有 


det Jgom-1(v) > 0. 


显然 5 是 个 等 价 关系 . 定向 总 图 表 的 一 个 等 价 类 被 称 为 M 的 一 个 定向 . 一 个 可 
定向 流 形 连同 选取 的 一 个 定向 被 称 为 一 个 定向 流 形 . 我 们 以 M 表示 一 个 定 癌 流 
形 . 即 M 是 个 流 形 M 连同 一 个 所 选择 的 定向 . 因此 一 个 定向 一 维 流 形 在 每 个 
点 有 一 选择 的 方向 (图 11.1); 一 个 定向 的 二 维 流 形 有 一 个 顺 时 针 还 是 反 时 针 方 
向 的 概念 (图 11.2); 在 一 个 定向 三 维 流 形 上 的 任 一 点 , 我 们 可 以 区 分 是 右手 系 还 


是 左手 系 . 


图 11.1 图 11.2 


一 般 地 , 设 M 是 个 定向 流 形 , (LU a) 是 M 的 一 个 分 图 表 , 坐标 为 ，… ;2 
我 们 说 (U, a) 是 一 个 正 分 图 表 是 指 对 定义 (或 属于 ) 这 个 定向 的 任 一 总 图 表 中 任 
何 一 个 分 图 表 (W, 8) 有 detJaoa-! > 0.( 自 然 , 只 要 对 属于 一 个 固定 的 定义 定 阿 
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的 总 图 表 去 检验 所 有 的 (WB) 就 可 以 了 .) 注意 , 如 果 U 是 连通 的 , 那么 , 如 果 
(U, Qo) 不 是 正 的 ， 则 分 图 表 (U, 0 ) 便 是 正 的 ， 其 中 如 果 Q(TZ) 二 < vl ,v7, “"? ,U™ ”， 


al(z) =< 一 oo UV >， 


如 果 对 (5p),(Ua) 有 detJaoa-: < 0 , 我 们 则 说 (U, a) 是 个 负 分 图 表 , 这 
里 的 (W, 6) 是 属于 定义 此 定向 的 一 个 总 图 表 的 所 有 分 图 表 , (从 而 如 果 U 连通 ， 
则 (Za) 必定 或 正 或 负 .) 

我 们 现在 回 到 比较 (2.1) 与 (2.2) 式 的 最 初 的 考察 上 . 


命题 2.1 设 M 为 定向 n 维 流 形 . 我 们 可 以 把 n 次 外 微分 形式 等 同 于 密 
度 , 这 个 等 同 把 形式 w 送 到 密度 p*, 其 中 对 任 一 坐标 为 ?1!,:…. ,7X7 的 正 分 图 表 
(Da), 函数 p2 由 在 U 上 

w= ps (a()) dr 入 :人 dz (2.3) 
决定 . 


(2.3) 式 的 另 一 种 写法 是 


0 0 0 0 , 

换 句 话说 , 如 果 在 UU 上 ,w= adz 入 …Adz", 则 pp2(v) = aa. 因为 对 所 有 属 
于 一 个 正 总 图 表 的 一 对 分 图 表 , (2.2) 式 约 化 成 为 (2.1) 式 , 故 p” 确实 是 一 个 密 
度 . 
这 个 等 同 显然 是 可 加 的 , 即 


po1+w2 一 Oo1 十 DOw2 ， (2.4) 
而 且 对 任意 函数 f, 有 
p'* = fp. (2.5) 


另外 , 如 果 w(z) =0 则 在 np = 0. 像 通常 那样 ,一 个 微分 形式 的 支 集 表示 
是 使 w(z) 关 0 的 那些 z 的 集合 的 闭 包 . 我 们 说 一 个 n - 形式 w 为 局 部 绝对 可 积 
是 指 密度 po 是 局 部 绝对 可 积 的 . 注意 , 说 w 是 局 部 绝对 可 积 意 味 着 对 任何 上 共有 
坐标 Zz1,-… ,2Z2 的 某 个 a 中 的 分 图 表 (U, a) 如 有 果 在 UU 上 


w= Qadr! A:..Adr", 


* 486 . 第 十 一 章 ， 外 微 积 分 


则 函数 aa =aoea- 是 在 a(U) 上 的 绝对 可 积 函 数 . 设 P(M) 表示 具 紧 支 集 的 绝 
对 可 积 的 n - 形式 的 空间 , 显然 T(M) 是 个 向 量 空间 且 对 f 为 (有 界 ) 可 度 函 数 ; 
w ET(M) 时 有 fw ET(M). 作为 命题 2.1 和 第 十 章 定理 3.1 的 推论 , 我 们 可 以 
叙述 下 面 的 


定理 2.1 设 1M 为 定向 流 形 . 于 是 在 T(M) 上 存在 一 个 惟一 的 线性 函数 ， 
满足 下 面 的 条 件 : 如 果 supp w CU, 则 


f° 一 人 Qa， (2.6) 


其 中 (U,a) 是 个 有 坐标 ZL…… ,Zn 的 一 个 正 分 图 表 , w = adzl 入 :…-Adz". 


注意 , 对 所 有 we 7(M) 我 们 可 以 号 出 


fs» = fe (2.7) 


计算 fw 的 方法 现在 非常 简单 . 我 们 把 w 分 成 小 段 , 使 得 每 段位 于 某 个 U 
内 . (在 此 过 程 中 可 以 忽略 密度 零 的 集合 不 计 .) 如 果 supp w CU, 并 且 (U,a) 为 
正 分 图 表 , 我 们 则 可 表示 w 为 


w= adr! 入 .和 dzn， 


如 果 a 由 a = ao(z!1,… ,z") 给 出 , 我 们 则 可 在 R* 上 对 函数 au 进行 积分 . 计算 
是 机 械 性 的 . 但 有 一 点 是 必须 验证 的 , 即 分 图 表 (U, a) 为 正 . 如 果 为 负 则 fw 由 
一 | aa 给 出 . 

意 可 度 紧 集 4 C Mi, 形式 eap*(w) 属于 TT(M1), 故我 们 可 以 考虑 它 的 积分 . 这 
个 积分 有 时 用 /hw 表示 ; 就 是 说 , 定义 


/ Lu 一 / EAP WwW. (2.8) 
vp(A) Mi 


如 果 我 们 把 p(4) 看 作 M2 中 一 个 “定向 的 g 维 曲面 ”, 我 们 则 看 到 AY(M2) 的 这 
些 元 素 是 可 以 在 这 样 的 “曲面 * 上 进行 积分 的 对 象 .( 在 9 = 1 时 目 然 称 其 为 “ 曲 
线 ”.) 

让 我 们 用 一 些 例子 来 作 解释 . 假设 M2 = R", 设 AcR 为 区 间 a<st<gb. 
设 zlL .xzn 为 了 Rn 的 坐标 , 并 设 w = aldzl 十 … 上 +andzn. 我 们 将 RR 看 作 是 一 


11.2 定向 流 形 和 外 微分 形式 的 积分 .487 - 


个 定向 流 形 , 它 上 面 的 恒 等 分 图 表 是 正 的 (其 坐标 为 ). 如 果 C: 民 一 R" 是 
可 微 曲 线 (图 11.3), 则 


1 
dz dr” 
一 | er co= | (和 
| / 9 a dt dt 


b 
-上 |/ <Ctw>adt. (2.9) 


从 这 个 最 后 面 的 表达 式 我 们 看 到 要 使 [0s)w 有 意义 , C 不 必 是 处 处 可 微 的 
事实 上 , 如 果 除 去 有 限 个 点 外 C 在 及 上 是 处 处 可 微 的 , 并 且 如 果 C(t) 总 是 有 
界 的 (在 看 成 区 中 的 元 素 时 ), 则 函数 < C'(),w > 除去 一 个 密度 为 零 的 集合 外 
处 处 有 定义 并 且 有 界 . 因此 C*(w) 是 一 个 可 度 的 密度 , 从 而 (2.9) 式 依然 有 意义 . 
现在 此 曲线 有 了 拐角 ( 见 图 11.4) 


Cl[a.b]) Ca) 


Ca) 


Cle) 


一 一 


a bh CD) 


图 11.3 图 11.4 
应 当 看 到 , 如 果 w = df( 并 且 如 果 C 为 连续 ), 则 
b 
/ df = / df oC) = / (f oC)' = fc - f(C(a)). (2.10) 
C([a,b]) Cla,b)) a 


这 时 , 此 积分 不 依赖 于 特定 的 曲线 C 而 依赖 于 它 的 端点 . 一 般 情 况 下 , /cw 依赖 
于 曲线 C. 在 第 5 节 我 们 将 得 到 它 与 C 无 关 的 条 件 . 

在 下 一 个 例题 中 , 设 M2 = 了 ,Mi = 7C 瑟 ,(o) 为 民 的 欧 几 里 得 坐标 ， 
z,y,Z 为 下 的 欧 几 里 得 坐标 . 设 


w = Pdr Ady + Qar Adz + Rdy A dz 


为 人 2(R3) 中 的 元 素 . 如 果 p: U 一 RR 由 函数 xz(w,2),y(w,v) 和 z(w,v) 给 出 , 则 
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对 ACU 有 


/ w 二 | eav'w = | eav’(Pdz Ady + Qdz dz + Ri 和 Ad 
(A) 


OroOy Ov oz DoDz 0z Or 
=- 人 [ea 人 ( 实 下 -下 于 ) + (Qo (名 总- 问 儿 ) 


Oy Oz Oz Oy 
+ (Row) ( 杂 实 - 计 噶 )| 


我 们 以 对 黎 曼 度量 的 体积 密度 做 另 一 次 观察 来 结束 本 节 , 这 一 次 的 对 象 是 
定 问 流 形 . 如 果 M 是 有 一 个 笋 曼 度量 的 定向 流 形 , 于 是 体积 密度 o 对 应 于 一 个 
n - 形式 ?2. 由 我 们 对 这 个 对 应 的 规则 , 如 果 (U,a) 是 个 坐标 为 z+，,…. ,zx* 的 正 
分 图 表 , 则 

1 =adz A...Adr", 


又 由 第 十 章 的 (4.1) 式 , 其 中 的 a(z) =|det(gi;) | 是 在 T,(M) 中 由 


5 2 i 7 


张 成 的 平行 六 面体 的 体积 . 设 ei(z),… ,en(z) 为 (MM) 的 法 正 交 基 (相对 于 此 
黎 曼 度量 给 出 的 内 积 ) 于 是 
sa (Da) pea 


其 中 4 = ( 癌 , 扩 ) 是 将 后 于， 让 7 的 线性 变换 的 矩阵 如果 (2),… :on 
为 {e;} 的 对 偶 基 , 则 
wl(z)A.…Awn(z) =det4dz(z) 和 .Adzn(z)， 


现 wli(z)……,wn"(z) 可 以 是 2(M) 中 任 一 组 法 正 交 基 . [7Tz(CM) 由 于 是 内 积 空间 
T,(M) 的 对 偶 空 间 , 故 也 有 一 个 内 积 .] 我 们 于 是 有 如 下 结果 : 如 果 ww ，…… ,w" 为 
线性 微分 形式 使 得 对 每 个 ze M,wi(7z),… ,w"(z) 为 2(M) 的 一 组 法 正 交 基 ， 
则 


|det(gi;)|? = 


1 = +w! A 人 Aw”. 
“如 果 我 们 知道 w+ 人 … 入 wr 是 dz! 人 …A 人 dz" 的 正 倍数 , 我 们 可 以 写成 


f= wl A Aw". / (2.11) 
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我 们 总 能 够 在 U 上 找到 这 样 的 w'，,… ,w” 吗 ? 回答 为 “是 ”: 我 们 可 以 对 
dx!1,… ,dzn 应 用 法 正 交 化 程序 . 就 是 说 , 我 们 令 


w 二 | 了 其 中 dz (zx) =i| dzx'(x) >0 是 UV 上 的 C™ 函数 ， 


> ddr? — (dz?,w )w 
az 一 (dz ww | 


联系 这 些 dz 和 这 些 w 的 矩阵 由 C™% 函数 组 成 , 故 w* e A'(U). 进一步 看 , 它 是 
在 对 角 线 上 为 正 元 的 一 个 三角形 短 隆 故 其 行列 式 为 正 . 因而 我 们 已 构造 出 了 所 
要 的 形式 w! wn, 从 而 (2.11) 式 成 立 . 举例 说 , 由 第 九 章 的 等 式 (9.10) 得 到 
db,singdp 疝 成 Tu (52) 的 法 正 交 基 , 它 对 所 有 ze 5S? 成 立 (除去 北极 和 南极 ). 
如 果 我 们 在 S? 上 选取 定向 , 使 得 0,p 构成 一 个 正 的 分 图 表 , 则 体积 形式 由 


12 = sinGd0 A dy 


给 出 . 
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对 每 个 函数 f 我 们 有 一 个 关联 的 线性 微分 形式 df. 我 们 因此 能 将 d 看 作 从 
Ao(M) 到 A!1(M) 的 映射 . 就 其 本 身 而 论 , 它 是 线性 的 , 并 满足 


d(fife) = fodfi + fidf>. 


我 们 现在 试图 对 尺 > 0 同样 定义 一 个 4: Ak(M) 一 * 和 *+1(MM). 我 们 要 求 4 是 线 
性 的 并 关于 乘法 满足 某 种 能 推广 对 d( 户 户 ) 的 等 式 . 我 们 加 上 的 这 个 条 件 是 


d{wi A WwW2) = diw1 A wo (—1)?wi 人 dui»,， 


其 中 wi 是 个 p 次 形式 ， 因 子 (--1)? 是 出 于 和 ^ 的 反 交换 的 性 质 . 读者 应 该 检 
验 d 与 这 个 规律 的 一 致 性 , 至 少 在 wi 为 p 次 , ws 为 9 次 时 验证 dwr 人 w2) = 
(—1)?d(w2 A wi). 

我 们 要 再 加 上 对 d 的 一 个 条 件 以 使 d 能 被 惟一 地 确定 . 对 这 个 条 件 ( 它 处 
在 关于 d 的 定义 的 核心 地 位 ) 需要 介绍 一 些 想 法 . 设 f 为 可 微 阔 数 ,C :1 一 计 
为 可 微 曲 线 . 对 任意 点 wbe 了 微 积分 基本 定理 表明 
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f(C(b)) ~ f(C(@)) = [ df dfe Oa - [ Cr*df. 


我 们 可 以 把 b 和 a( 及 其 所 带 的 士 号 ) 看 作 是 区 间 [a, 引 的 “定向 边界 ”. 我 们 约 
定 “ 积 分 ”A?(p) 中 一 个 元 素 就 是 此 函数 在 点 p 的 取 值 . 这 样 一 来 , 上 面 的 等 式 
所 说 的 便 是 f 的 “ 拉 回 ”在 “边界 ”上 的 积分 , 即 f(b) - f(Q), 等 于 df 的 “ 拉 回 ” 
在 [a,9] 上 的 积分 . 从 某 种 意义 上 , 我 们 想 要 能 够 说 , 如 果 w 是 个 次 形式 , 则 w 
的 “ 拉 回 ”在 一 个 (k 十 1) 维 区 域 的 & 维 边 界 上 的 积分 等 于 dw 的 “ 拉 回 ”在 这 个 
(k 十 1) 维 区 域 上 的 积分 . 我 们 不 去 把 这 个 要 求 弄 得 精确 , 而 只 是 看 一 看 在 上 = 1 
而 区 域 是 平面 上 一 个 三 角形 的 情形 . 设 p 为 三 角形 人 C R? 的 某 个 邻 域 到 M 内 
的 一 个 光滑 映射 , 并 设 人 的 顶点 被 p 映 成 了 z,y 和 z( 见 图 11.5). A 的 边界 由 
三 条 曲线 ( 段 )C1, C2 和 Cs 组 成 (具有 适当 的 定向 ). 设 w 为 M 上 一 个 线性 微分 
形式 . 我 们 于 是 期 待 着 有 


| ea 一 /ce 十 /Ge 十 /Ge 
如 采 w = df, 则 右 问 的 三 个 积分 (由 微 积分 基本 定理 ) 等 于 f(y) - f(x) + f(z) - 
fy) +z) 一 f(z)=0. 于 是 有 p*d(df)=0. 因为 三 角形 是 任意 的 , 我 们 期 待 有 


d(af) = 0. 


图 11.5 
定理 3.2 存在 惟一 的 线性 映射 d: AM) 一 > 和 A*+1(JM) 使 得 在 A0 上 与 原 
来 的 d 一 致 , 并且 使 得 当 wE Apz(M) 时 有 


d(wi Aw2z) = Quol A ws (—1)fw1 A dw (3.12) 


和 当 f €E 人 Ao(M) 时 有 
d(adf) = 0. (3.13) 
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证 明 首先 建立 d 的 惟一 性 . 为 此 我 们 看 到 (3.1) 式 表明 d 是 局 部 的 , 这 个 
意思 是 说 如 果 在 某 个 开 集 UU 上 w = w', 则 在 UV 上 有 几 = dw'， 事实 上 , 设 
W 为 开 集 使 得 歼 C U, 又 设 p 为 Cee 函数 使 p(z) 三 1 对 xz EW 成立, 而 
supp po CU. 于 是 pw = pw' 在 M 上 处 处 相等 , 从 而 dpw) = d(pw'). 但 由 (3.1) 
式 , d(pw) = pdw + dp 和信 w 在 W 上 等 于 dw ,这 是 因为 在 W 上 w= 1 因而 
de=0. 故 内 =d 必 在 克 上 成立， 但 W 是 任意 的 , 从 而 在 U 上 dw = 必 

设 (Ua) 为 一 分 图 表 , 其 坐标 为 x1,… ,z". 每 个 w. EA*(M) 可 以 在 U 上 
写 为 : 
w 二 > ai .in dr"! A 人 .Adr'. 
、 i1 tp 
现在 有 [用 (3.1) 和 (3.2) 式 , 对 上 进行 归纳 ] d(dz* 入 … 人 dz*)=0. 因此 (3.1) 
式 表明 , 在 UU 上 有 / 


dw = >》 dai ... i, A dx! AAA 人 dze (3.14) 


(3.3) 式 给 出 了 d 的 一 个 局 部 公式 . 它 也 表明 了 d 的 惟一 性 . 事实 上 . 我 们 已 经 证 
明了 在 任意 开 子 集 o 上 , 最 多 只 有 一 个 算 子 d, 它 将 和 *(0) 映 到 和 (0), 并 对 o 
满足 定理 的 假定 条 件 . 在 集合 oNnU 上 它 必定 由 (3.3) 式 给 出 

我 们 现在 断定 为 了 建立 d 的 存在 性 , 只 要 证 明 由 (3.3) 式 给 出 的 4 [在 任意 
分 图 表 (U,a) 上 ] 满足 在 和 *(U) 上 这 个 定理 的 要 求 . 事实 上 ， 假设 我 们 已 经 证 明 
了 这 个 结论 , 那么 , 设 a 为 M 的 一 个 总 图 表 ; 并 对 每 个 分 图 表 (U,0) Ea 用 (3.3) 
式 定义 do : AK(D) 一 ?> At+1(D). 我 们 想 在 UV 上 令 dw = daw. 为 了 使 它 能 相 容 ， 
我 们 必须 证 明 如 果 (W, 8) 是 另 一 个 分 图 表 则 在 UNnW 上 有 dow = dew. 但 do 
和 ds 都 满足 在 UnW 上 的 这 个 定理 的 假设 ， 因此 它们 必定 相等 . : 

因此 要 证 明 此 定理 就 只 要 验证 由 (3.3) 式 定义 的 算 子 4 作为 映射 : 和 (VU) 一 
Ak+1(U) 满足 我 们 的 要 求 即 可 . 它 显然 是 线性 的 . 要 验证 (3.2) 去， 我 们 注意 到 有 


df = >》 side / 


. of i Of i 
d(df) =- 54 (总 ) 入 dr -2 (Fi) A dz 


Of Pf WA 
-之 (i - Bei) A 


` 492 .第 十 一 章 外 微 积分 


因为 两 个 混合 偏 导 是 相等 的 . : 

现 转 到 (3. ) 式 . 因 (3. 1) 下 的 本 痪 对 WW1, wa2 分 别 是 线性 的 ， 那么 只 要 对 
Wil = adza 人 … Adzip 和 ws = bz 入 … 和 Adzia 去 验证 (3.1) 式 妈 可 . 现在 
wi Awa = abdz"! 和 .A drir Ad 和 A.-.Adzis 而 d(ab) = bda + adb; 因此 


d(wi A w») =bda A dr! A...Adrir A dr’ A 人 +A dr’ 
+adb A 人 dr’'! 入 …Adzi Adri A...A dr’, 


du A 人 ws=(daAdza A...Adr'r) A (bdrit A...A dr’s) 
=bda A dx’ A-...Adzr'r Adri A...A der’, 
wi Adw2=(aAdzrt A...Adrr)A (dbAdri A...Adris) 
=(—1)?adb A dr’! A...Adzrir Adzrl A...A dr’, 
于 是 (3.1) 式 成 立 . 定理 得 证 . 口 
从 等 式 (3.3) 可 以 得 出 许多 重要 的 推论 
首先 , 对 we 04) 及 任意 的 大 可 立即 得 到 
dd(dy) = (3.15) 
( 记 住 , 我 们 只 不 过 假定 了 k 二 0 时 它 成 立 .) 
其 次 , 设 p: Mi 一 M2 为 可 微 映射 . 则 对 w € Ak( M2) 我 们 有 
dp w= pdw. (3.16) 
要 验证 (3.5) 式 只 \ 要 证 实 它 对 任何 一 对 相 容 的 分 图 表 成 立即 可 然而 如 果 
T ,1 7” 为 Ma 上 的 坐标 那么 , 局 部 地 ， : : 
w= Va. ndrn 人 .A dr， 
于 是 我 们 有 
dp"wW=d (De ai i Pp* dr’! 人 .和 A pr dei ) 
= pr (i ir) Adp’ rH A A dP’ ri 
一 radai Adprza 和 Adoprze 
=p° (VD doi si A dr A A aa) 
= gp* diw. 
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特别 地 , 如 果 XX 是 M 上 的 一 个 向 量 场 , 我 们 得 到 


Dxdy =d(Dxw). | (3.17) 


习题 
3.1 计算 下 列 微分 形式 的 d. 


(a) y= "(1)' lpidri AAAdzi-l1AdziHiA 人 dz 

(b) r-n*wy 其 中 了 是 (a) 中 的 那个 , 而 7 = {23? 十 … 十 2 本 

(c) 2 pidgi. 

(d) sin(2” 十 Yy 十 z*)(zdz + ydy + zdz). 

设 V 为 向 量 空间 , 其 上 有 一 个 非 并 的 双 线 性 形式 和 一 个 定向 ， 于 是 我 们 可 以 像 第 
七 章 中 那样 定义 * 算 子 . 由 于 我 们 把 切 空间 Ts(V) 等 同 于 Vz € V, 我 们 可 将 * 算 子 
看 作 AK(V) 到 A"-*(V) 的 映射 . 例如 在 及 2 中 的 直角 坐标 下 , 我 们 有 


*dz 二 dy, *dy 二 一 dz, 等 等 . 


3.2 证 明 对 及 中 任意 函数 f 有 


of 0°f 
d* df = ( 爱 + 芝 ) dz A dy. 


3.3 用 通常 的 内 积 得 出 Ra 中 关于 d*d 的 相似 表达 式 .( 回 忆 有 *dzx1 入.…Adz* = dr” 人 
.人 dzn, 或 更 一 般 有 *dzil 人 :….Adz'* = 土 dx7! 入 .Adon-k 其 中 (i1,… , ik, 有 1， 
…, jn-k) 是 (1,… ,n) 的 一 个 置换 , 而 土 是 此 置换 的 符号 .) 
3.4 设 z;y,z,t 是 R 的 坐标 . 在 每 点 的 切 空间 引进 内 积 使 得 
(dx, dx) = (dy, dy) = (dz, dz) = 1, 
(dz, dy) = (dx, dz) = (dx, dt) = (dy, dz) = (dy, dt) = (dz， dt) 一 0， 
而 z 
(cdt, cdt) = —1, 
其 中 c 是 一 个 正常 数 , 设 w 为 一 个 2 - 形式 , 定义 为 
w= ce(Bidrz Adt+ EzdyAdt+ Esdz A dt) 
+Bidy A dz + B2dz A dz + Badzx M dy. 


又 设 7 为 一 个 3 - 形式 , 定义 为 


y= pdrAdyAdz— (JidyAdz+ Jadz Adz + Jadr A dy) A dt. 
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把 等 式 
dw 二 0 和 d*w = 47n”Yy 
写 为 包含 各 种 系数 和 它们 的 偏 导数 的 方程 式 , 
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这 一 节 所 要 证 明 的 一 个 定理 是 单 变量 微 积分 基本 定理 的 一 个 大 范围 的 推广 
或 许 应 该 把 它 称 作 多 变量 微 积分 的 基本 定理 . 首先 做 一 些 定义 ， 

设 DD 是 流 形 M 中 一 个 具 正 则 边界 的 区 域 . 我 们 回想 (第 十 章 第 6 节 )M 的 
每 个 点 位 于 三 种 类 型 的 分 图 表 中 的 某 一 个 (a) 中 

设 (Ua) 和 (WB) 是 M 中 型 (六 ) 的 两 个 分 图 表 . 于 是 在 那里 给 出 了 Jsoo- 
的 矩阵 为 


Oy oy 0 
DT71 Or"™-! Or” 
Oy"-! 和 Doyn-1 Oy"-!1 ， 
Orz! Orn-!1 Ox?n 
Oy” 
0 ，, ， 0 Bn 
故 
Oy oy 
Byn Ox! Dzn" 
detJjpoa-i = mn x det : 
Oy .2 
Oz"™-! Oz"!1 
_ 0 4.1 
一 Dr 7 ~ det .J(gr8aD)o(ateD)-1- (4.1) 


又 由 于 a(UVNWN{v:v*>0}= AU NW PintD), 故 当 x? > 0 时 有 vy"(zx! 

Zn) > 0. 因此 在 zn =0 上 一 个 边界 点 有 5 >0. 

现在 假设 AM 是 个 定向 流 形 , D C AM 为 具 正则 边界 的 区 域 . 我 们 要 使 9D 
成 为 一 个 定向 流 形 . 我 们 称 一 个 总 图 表 a 是 已 校正 的 是 说 每 个 (UV,a) Ea 是 三 种 
类 型 (i),(i,( 这 ) 之 一 , 并 且 a 的 每 个 分 图 表 是 正 的 . 

如 果 dimM > 1, 我 们 总 能 找到 已 校正 的 总 图 表 . 事实 上 , 选取 U 连通 , 我 
们 发 现 每 个 (U, a) 或 为 正 或 为 负 . 如 果 (U,a) 为 负 , 我 们 将 其 换 作 (Za ), 其 中 
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如 果 dimM = 1, 则 9D 由 一 个 离散 的 点 集 构成 (我 们 可 将 其 看 做 “ 零 维 流 
形 ”). 每 个 ze 9D 在 一 个 (ii) 型 的 分 图 表 中 , 它 或 为 正 或 为 负 . 我 们 对 任 一 为 
负 的 (ii) 型 分 图 表 (从 而 所 有 缩小 了 的 分 图 表 ) 指定 给 z 一 个 正 号 . 而 在 (六) 型 
分 图 表 为 正 时 指定 给 z 一 个 负 号 . 这 样 我 们 就 如 同 图 11.6 所 展示 的 天福， 定 癌 ” 
7 0D. 


一 D+ 
图 11.6 


知 过 dimM > 1, 我 们 选取 M 上 一 个 已 校正 的 (定向 ) 总 图 表 . 于 是 由 (4.1) 
式 和 5 二 一 > 0 得 到 
detJ(greD)o(ateD)-! > 0. 


这 表明 ( | 9D,a | 9D) 是 9D 的 一 个 定向 总 图 表 . 因此 得 到 8D 的 一 个 宋 
向 ， 这 不 完全 是 我 们 所 需要 的 9D 的 定向 . 我 们 要 在 9D 上 选取 一 个 定 辣 使 得 
(U1 8D,a 1 9D) 具有 与 (-1)” 相同 的 符号 , 其 理由 很 快 就 能 清楚 .这 就 是 识 ， 
(U 18D,a 1 8D) 当 n 为 偶数 时 是 个 正 分 图 表 , 而 在 ”为 奇数 时 我 们 取 定 癌 为 
由 (U1 8D,a 1 8D) 所 决定 的 定向 相反 . 现在 可 以 叙述 我 们 的 主要 定理 了 . 


定理 4.1 (斯 托 克 斯 定理 ) 设 1M 为 n 维 的 定向 流 形 , D C M 是 个 具 正 则 边 


界 的 区 域 . 设 0D 代表 作为 定向 流 形 的 万 的 边界 . 于 是 对 任意 wEA" (MI) 且 
有 紧 支 集 的 任意 形式 , 我 们 有 
/ ww 二 / diw, (4.2) 
oD D 


像 通常 那样 , 为 边界 9D 到 IM 的 内 射 


证 明 ”= 1 时 就 是 微 积分 基本 定理 . 
对 n > 1 的 证 明 几 乎 与 第 十 章 的 定理 6.1 的 证 明 完 全 一 样 ， 选取 一 个 已 校 
正 的 总 图 表 a 和 从 属于 a 的 1 的 分 解 {9;}. 由 于 ww 有 紧 支 集 ， 我 们 可 以 写成 


WW 二 > ,gi 


其 中 取 和 是 有 限 的 . 因为 (4.2) 式 的 两 端 是 线性 的 ,， 故 只 ! 要 对 每 个 取 和 项 gjw 验 
证 即 可 . 由 于 supp 9;w CU, 其 中 (Po 满 下 小,(i) 或 (十 ) 中 之 一 : 这 是 必须 验 
证 的 三 种 可 能 性 . 
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如 果 (U, a) 满足 (i), oo = 0, 因为 supp wnaD = 9, 又 因为 DNsuppw=%g 


人 t= ep =0 
因此 (4.2) 式 的 两 端 都 为 零 . 
如 果 (U,a) 满足 (ii) 则 (4.2) 式 的 左 端 为 0. 我 们 必 , 需 证 明 右 喘 也 如 此 设 
7 ,… ,27 为 (U,a) 的 坐标 , 记 


故 


YiW ~ adr 和 人 .Adzn + a2d7" Ad A...Adr?+...+ andz! A...Adr"-l. 
于 是 
dgjw 一 》 (一 Di-12aa daa A...A 人 adr" 
Or’ ) 
因而 


J ti， .五 


由 于 gyw 有 紧 支 集 , 函数 ai 也 具 紧 支 集 , 从 而 在 Rr 上 的 积分 可 以 换 成 在 口 2 ， 
上 的 积分 ， 其 中 R=<R,.…, >., 并 且 Rh 选择 足够 大 使 得 SUPP Qi C 加 将 
此 重 积分 写 为 一 个 积分 的 样子 , 我 们 得 到 


Oas 
人, Or’ 四 ,Rn )— a ,mR )=0, 
一 瑟 


这 是 因为 ai(… …) 一 0i( …) =0. 
现在 考 案情 示 ( 道 ) 时 的 bs J 论证 完全 同 于 前 面 一 样 进行 , 但 此 时 要 计 
算 的 不 是 人 on 而 是 /ono 3:( 见 图 117 


Be -( 见 
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我 们 现在 可 将 积分 区 域 换 作 矩形 形式 DR 0、, 民 充 分 大 . 如 果 i <n 
如 前 面 一 样 有 / 5 = 0. 如 果 i = mw, 我 们 则 得 到 


| B=-/ on) 
Pe a 本 , 
(UND) Ozn Rr—1i 


280 = /= /ons 0) 


故 


现在 因为 在 VnaD 上 x” =0, 我 们 有 wdz”=0, 因此 
w= (an)(t dr ) AAA 人 (dz ), 
或 者 如 果 将 ZL 2 看 作 (U | 0D,a i 0D) 的 坐标 (不 恰当 地 使 用 符号 )， 我 
们 得 到 
Ww 一 af 0)dz 和 .和 人 dzn 


由 于 我 们 对 9D 所 选取 的 这 种 定 问 , 我 们 最 后 得 到 


和 =) 
这 便 完 成 了 定理 的 证 明 . / 口 


如 同 散 度 定 理 的 情形 , 定理 4.1 对 我 们 应 用 于 更 一 般 的 区 域 来 说 还 不 够 广 
泛 . 为 此 , 我 们 再 次 使 用 具有 几乎 正则 边界 的 区 域 这 个 概念 . 

我 们 已 经 看 到 , 具有 型 ( 道 ) 邻 域 的 点 ze 8D 构成 一 个 微分 流 形 .( 我 们 应 该 
记得 , 这 些 点 不 必 穷 尽 9D 的 所 有 点 .) 相似 地 , 如 果 M 是 个 定向 流 形 , 则 此 点 集 
也 成 为 一 个 定向 流 形 ( 依 前 所 述 , 以 (-1)” 乘 以 诱导 定向 .) 借用 不 当 言 词 我 们 可 
用 8D 表示 此 定向 流 形 . 因此 8D 是 个 定向 流 形 , 作为 集合 它 却 不 是 9D 而 只 是 
3D 的 * 正 则 ”点 , 就 是 说 9D 的 点 . 


定理 4.2 (斯 托 克 斯 定理 ) 设 1M 为 n 维 定向 流 形 , D C M 为 具有 几乎 正则 
边界 的 区 域 . 设 9D 如 上 ,4 为 内 射 6D 一 > M . 于 是 对 任意 wE 人 "1(M), 具 


紧 支 集 的 形式 , 我 们 有 
| "uo= | dy. (4.3) 
aD D z 
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证 明 证 明 如 前 . 选取 一 个 已 校正 的 总 图 表 和 一 个 从 属于 此 总 图 表 的 1 的 分 
割 . 记 w = 并 gjo, 而 现在 要 考虑 四 种 情形 . 前 三 种 情形 已 经 处 理 过 了 . 新 的 情形 
是 


gjw = 》 ajdz N***AdzriA...Adr", 


其 中 ^ 表示 dzxi 已 被 略 去 , 它 的 支 集 在 7 中 , 而 (VU, Qa) 是 型 (iv) 的 一 个 分 图 表 . 
由 线性 性 , 只 要 对 每 个 右 端 的 每 个 求 和 项 , 即 


ojdz 和 人 .AdzI 入 Ad 


验证 (4.2) 式 即 可 . 
现在 除非 了 > p, 否则 便 有 (ojdzl 和信 … 入 dzi 入 … 人 dz") = 0, 其 理由 
是 dz? 在 69D NnU 上 为 零 ,而 2DnD 在 a 下 的 人 上 位 Hk 中 . 如 果 了 < p， 
则 这 些 dzp 出 现 , 从 而 关 (ajdz 和. AQ 入 .和 dzn) = 0 如果 7 了 > p, 则 
br(ajdzl A A dri A...AM dr") 除了 在 3D 在 a 下 映 成 了 Hs* 那 部 分 外 其 他 处 
另 一 方面 ， 


d(ajdz 入 .人 dz 入 .和 dr") = (Da 入 .人 qdr . 
我 们 可 以 在 趣 形 
DX. 0 
一 一 五 …… ,一 天 ,0， 


上 积分 来 计算 积分 广 ( 其 中 这 些 一 RR 延伸 超过 了 第 一 1) 个 位 置 ). 首先 对 zi 
积分 我 们 得 到 


aaa A NBA de") = (1 | Qj 
D JHt 


另 一 方面 , H$ 的 定向 使 此 积分 有 了 必须 的 符号 令 (4.2) 式 成 立 . 定理 42 得 
证 . 口 


如 同 前 面 那样 , 我 们 可 以 应 用 定理 4.1 和 4.2 到 更 为 一 般 的 区 域 , 办 法 是 用 
极限 论证 . 例如 , 这 里 所 撤 述 的 定理 4.2 不 能 用 于 图 11.8 的 区 域 D, 因为 此 时 的 
曲线 C1 和 C2 在 已 点 相 切 . 然而 用 “分 割 成 小 段 ”的 办 法 可 以 应 用 于 这 样 得 到 
的 近似 区 域 (图 11.9), 并 且 显 然 (4.2) 式 两 端 对 D' 的 值 接近 于 对 D 的 值 . 那么 
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图 11.8 图 11.9 


通过 极限 可 得 到 (4.2) 式 对 DD 的 值 . 仍 像 从 前 那样 , 我 们 不 去 叙述 包括 这 些 情形 
的 更 一 般 的 定理 . 在 每 种 情形 该 如 何 应 用 极限 推理 是 清楚 的 . 

由 于 斯 托 克 斯 定理 的 陈述 和 证 明 与 散 度 定理 的 是 如 此 相近 , 读者 会 推测 是 
否 其 中 一 个 列 涵 了 另 一 个 . 在 定向 流 形 上 , 散 度 定理 的 确 是 斯 托 克 斯 定理 的 一 个 
推论 . 要 明白 这 点 , 设 8 是 A"(M) 中 对 应 于 密度 p 的 一 个 元 素 . 如 果 XX 是 个 向 
量 场 , 则 可 清楚 看 到 , n - 形式 Dx 对 应 于 密度 Dxp = div < X,p >. 提前 使 用 
将 在 第 6 节 引 进 的 记号 : 设 X18 为 一 个 (n 一 1) - 形式 , 其 定义 为 

/ XQ, er) = (1)" 0(€,. ,€"  ,X). 

借助 于 坐标 , 如 果 1 = adz 入 :…A 人 dz",， 则 


XIQ=alXidr? 入 .Adzn 一 X dr Adrz3s 入 .Adzn 十 …: 
+(—1)"-1X"dz! A 和...A dr" ]. 


注意 ， 


d(X|0) -人 ( 工 ee ) 加 入 .Adzn， 


它 对 应 于 密度 Dxp = div < Xp >, 故 其 正 是 n - 形式 Dx2. 于 是 由 斯 托 胸 斯 
定理 表明 

|/ (XD) = | d(X|2) = | div < X,p >. 

aD D D 


我 们 必须 把 X192 与 在 69D 上 的 密度 px 进行 比较 . 由 (2.2) 式 , 它们 在 所 有 地 方 
除 符号 外 都 是 相同 的 . 要 验证 符号 也 相同 , 只 要 比较 在 任意 ze 6D 处 


8 3 \_,./0 aa x 
0X\ DT Bi fOr Orn- 


, 0 0 
Co (BT) 
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即 可 . 现在 
“(XID)= (1)" Xr"drl A...Adr"-!, 


因此 两 者 一 致 当 且 仅 当 X” 为 负 , 即 


oO = /exox. 
dD QD 
习题 
4.1 直接 地 同时 也 使 用 斯 托 克 斯 定理 计算 下 列 曲 面积 分 . 设 口 表示 单位 立方 体 , BP 为 R* 
中 的 单位 球 . 
(a) fo rdy A dz+ ydz Adz + zdzr A dy, 
(b) fo dyA 人 dz， 
(c) jb coszdz A dy, 
(d) fo zdy 人 dz, 其 中 UU= 1{(z,y,2):Z 之 0,Yy 之 0,2 之 0,2*+y ++2 <1}. 
4.2 设 w =yzdz + zady + dz. 7 为 平面 上 反 时 针 定 向 的 单位 圆 . 计算 /_ w. 设 
Ai = 1{(x,y, 2) “二 0,7 + yr < 1}, 
A» = 1{(z,Yy, 2) :ZZ 二 1 一 2 一 ,zr +y < 1}. 
定向 曲面 4; 和 A, 使 得 641 = 94。 = 7. 通过 做 积分 验证 [4 dw = /4, dw = ww. 
4.3 设 3 是 辆 ,二 ( 玄 ) 40, 其 中 9 为 角 坐 标 
(a) 设 p :5 一 > S' 为 可 微 映 射 . 证 明 [ yp*w 是 个 整数 ， 称 此 整数 为 yp 的 次 数 ， 
以 degwp 表示 . 
(b) 设 pt 是 一 组 映射 (每 个 二 有 一 个 ), 它 可 微 地 依赖 于 t. 证 明 degwpo = deg%pl. 
(c) 设 我 们 把 9 看 作为 在 复数 中 的 单位 贺 设 了 为 在 复数 上 的 函数 ， 并 设 对 
| = 人 了 时 f(z) 天 0. 由 令 pry(eie) = [Re 定义 的 py. 假设 f(z) = sz". 计 
算 degpr,7, 了 天 0. 
(d) 设 f 为 次 数 n 之 1 的 多 项 式 . 于 是 


f(z2) = anz2 十 an-1z 十 … 十 Qo， 


其 中 an 去 0. 证 明 至 少 存在 一 个 复数 zo 使 f(z0) = 0. 
[提示 : 设 着 相反. 则 fr, (i )f 对 0 系 7 < co 有 定义 , 而 由 (b)， degp, (1 )y 一 


常 值 .计算 此 表达 式 的 limr=o 和 lim>=oo,] 设 站 为 定义 于 EE 中 原点 的 某 个 邻 域 U 
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中 的 向 量 场 , 并 设 X(0) = 0 而 XX(z) 关 0, 当 z 关 0. 于 是 碟 只 在 原点 为 0. 定义 映射 
pr :9 一 全 91 为 
(re ) 
| 式 (rei) 
这 个 映射 对 充分 小 的 + 是 有 定义 的 . 由 习题 4.3(b), 此 映射 的 次 数 不 依 赖 于 7. 这 个 次 
数 被 称 作 此 向 量 场 X 在 原点 的 指数 . 
4.4 计算 下 面向 量 场 的 指数 . 
(a) 7Z 5 十 yA 


0 0 


(cj 过 -zz 过 
Oz Ov 
(d) 构造 一 个 指数 为 2 的 癌 量 场 . 
(e) 证 明 对 任意 向 量 场 X, -X 的 指数 与 X 的 指数 相同 . 
4.5 设 为 一 个 定向 二 维 流 形 M 上 的 向 量 场 , 假定 对 某 个 pe M 有 XX(p) = 0, 而 在 p 
的 一 个 小 邻 域 的 任意 其 他 的 点 上 X 不 为 零 . 选取 一 个 定向 的 分 图 表 , 它 把 p 映 到 原点 ， 
我 们 从 而 得 到 一 个 E> 中 的 向 量 场 , 它 在 原点 为 0. 证 明 这 个 向 量 场 的 指数 不 依赖 于 分 
图 表 的 选取 . 因此 可 定义 羡 在 p 的 指数 .， 
4.6 (a) 在 球面 5 上 设 X 为 一 个 向 量 场 , 它 处 处 切 于 经 圆 且 只 在 南北 极为 零 . 在 每 个 极 
点 它 的 指数 是 什么 ? 
(b) Y 是 个 向 量 场 , 它 处 处 切 于 纬 圆 , 而 只 在 南北 极为 零 . 在 每 个 极点 的 指数 是 多 少 ? 


10) 


prle 
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我 们 叙述 定理 4.2 的 一 个 简单 而 重要 的 推论 


定理 5.1 设 w: Mi 一 Mo 为 从 kk 维 定向 流 形 Mi 到 nn 维 流 形 M。 的 一 个 
可 微 映射 . 设 忆 为 Ma 上 一 个 kk 一 1 次 形 坯 ,DC Mi 为 具有 在 Mi 上 几乎 正则 
边界 的 区 域 . 于 是 我 们 有 


| 性 DO ww 三 / wp (dw). (5.1) 
aD D 
等 式 (5.1) 直接 从 (4.2) 式 和 p*d = dyp* 这 个 事实 得 到 . 


我 们 可 将 (5.1) 式 的 右 端 看 作 dw 在 “定向 大 维 超 曲面 ” p(D) 上 的 积分 . 等 
式 (5.1) 说 这 个 积分 等 于 在 (k - 1 维 超 曲面 (6D) 上 的 积分 . 
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我 们 现在 给 出 定理 5.1 的 一 个 简单 应 用 . 设 Co : [0,1 一 M, Ca :0H 一 M 
为 两 条 可 向 曲线 , Co(0) = C1(0) = p 和 Co(1) = CU) = 4 ( 见 图 11.10). 我 们 
说 Co 和 C1 为 (微分 ) 同 伦 是 指 存在 一 个 单位 正方 形 [0,1] x {0,1]C 民 到 M 中 
的 可 微 映 射 p 使 得 p(t,0) = Co(#), p(t,1) = C1(t), gp(0,s) = 了 2(1s) = 9 ( 见 图 
11.11). 对 s 的 每 个 值 我 们 得 到 由 Cs(t) = y(t,s) 的 曲线 Cs. 可 以 想像 p 为 提供 
了 从 曲线 Co 到 曲线 C1 的 一 个 可 微 “ 形 变 ”. 


q / d 
Pp p 
图 11.10 11.11 


命题 5.1 设 Co 和 Cn 为 可 微 同 伦 曲线 , 且 设 w 是 M 上 的 线性 微分 形式 , 满 


尽 dw = 二 0. 于 是 
/ “= | | (5.2) 
Oi Co 


| pw 二 | pdw = 0. 
1 ， 1,1 
50 辣 让 sp 


0,0> 


证 明 事实 上 ， 


但 太 D 是 对 应 于 正方 形 四 条 边 的 四 项 之 和 . 两 个 垂直 边 (t = 0 和 + 上 = 1) 对 此 积 
分 无 贡献 , 这 是 因为 p 将 曲线 映射 成 了 点 . 顶 边 给 出 了 一 -把 国 为 并 时 针 方向 ) 
而 底 边 给 出 f。. 因此 网 w 一 Jo, % = 0, 命题 得 证 . 


容易 看 出 此 命题 可 之 无 困难 地 拓展 到 逐 段 可 微 的 曲线 和 逐 段 可 微 的 同 伦 我 们 
说 两 条 逐 段 可 微 曲 线 Ce 和 C1 都 是 ( 逐 段 可 微 ) 同 伦 的 , 如 果 存 在 连续 映射 % : 
[0, 1] x [0,1] 二 M 使 得 | 

(i) yp(0,s) = p, (1,s) = 0; 

(i) p(t,0) = aug plt,1) = C1(t); 

(ii) 存在 有 限 个 点 to < 机 <… < tm 使 得 yp 与 定义 在 每 个 矩形 [ti,tit1| x 
[0,1] 的 某 一 邻 域 由 可 微 映射 的 限制 是 一 致 的 ( 见 图 11.12) . 
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TPR 


11.12 


要 验证 命题 5.1 对 于 逐 段 可 微 同 伦 成 立 , 我 们 把 斯 托 克 斯 定理 用 于 每 个 矩形 
并 看 到 那些 内 部 垂直 线 所 做 的 贡献 都 彼此 消去 了 . 
我 们 称 一 个 流 形 M 是 连通 的 是 指 每 一 对 点 可 以 由 一 条 ( 逐 眉 可 微 的 ) 曲线 
相 联 结 . 因此 了 是 个 连通 的 例子 . 我 们 称 M 是 单 连通 的 是 说 所 有 ( 逐 段 可 微 
的 ) 联结 相同 两 个 点 的 曲线 都 是 ( 逐 段 可 微 ) 同 伦 的 (注意 圆 , 5S' 不 是 单 连通 的 )， 
我 们 来 验证 R" 是 单 连通 的 . 如 果 Co 和 Ci 为 两 条 曲线 , 设 p :[0,1]x[0,1] 一 RR" 
pt,s) = sColt) + (1 — s)C1(t) 


给 出 , 显然 p 具有 所 要 的 性 质 . 


命题 5.2 设 M 为 连通 的 单 连通 流 形 , 设 OEM 及 weEA!l(M) 满足 dw = 0， 
对 任意 TE M 邻 f(z) = fw, 其 中 CC 为 联结 O 到 工 的 某 条 逐 段 可 微 的 曲线 . 
于 是 , 函数 f 是 有 明确 定义 和 可 微 的 , 并 且 df = ww 


证 明 由 命题 5.1 知 f 是 有 明确 定义 的 . 如 果 Co 和 C1 为 两 条 联结 O 到 z 
的 曲线 , 则 它们 同 伦 , 故 /。w = J, w. 显然 / 是 连续 的 , 这 是 因为 


f(z) - f(y) = 人 ui， 


其 中 也 为 联结 y 到 z 的 任意 曲线 (图 11.13). 
要 验证 f 可 微 , 设 (UV,a) 是 z 的 一 个 分 图 表 , 坐标 为 < x ,… ,x”>. 于 是 


f(r ,i ,VT 十 hh,… ,7") — f(r ,+ 7")= /oo 
C 


其 中 C 是 联结 p 到 9 的 任意 曲线 , 而 a(p) = (x1l,… ,7 ,… ,7X"),a(g) = (7 ， 
二 hh ,77). 可 取 C 为 


QoC(t)= (xl, ,7 + ht,... ,2") 
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给 出 的 曲线 . 如 果 w = aidz 十 and 则 


/=/ haidt = [ Gil (z ,. .2 十 5 ,7T")ds 
( 见 图 11.14). 因此 
1 ， 
limp 07 [f (2 , ,TXT 二 hh,-.…… ,7 )— f(z, ,7"*)| = a’, 


那 就 是 说 嘎 二 ai. 这 证 明了 f 是 可 微 的 , 并 且 df = w, 从 而 命题 得 证 “0 


总 
~ 
OO 


图 11.13 图 11.14 


我 们 已 经 得 到 了 结论 ， 即 每 个 满足 dw = 0 的 we 人!'(R"*) 具有 形式 df. 
更 一 般 地 , 可 以 建立 这 样 的 结论 , 即 如 果 Q_ e A 和 *(R") 满足 4? = 0, 则 有 茶 个 
w EA*-1(R") 使 得 82 = dw. 

* 对 任意 流 形 而 言 , 这 是 不 对 的 . 例如 , 每 个 we (5S ) 满足 dw = 0. 然 
而 角形 式 的 元 素 ( 它 不 恰当 地 被 记 作 d0) 不 是 任何 函数 的 d. 必 = 0 表明 , 如 采 
0 = dw, 则 dn = 0. 因此 空间 dA*-1(M)] C 和 A*(M) 是 空间 kerk d 的 子 空 间 , 后 
者 是 At(M) 中 满足 d2 = 0 的 元 素 构成 的 空间 . 商 空间 kerk d/dIA  ] 被 记 作 

H*(M), 称 其 为 M 的 第 大 个 上 同调 群 . 如 果 M 是 紧 的 , 则 可 证 明 H" 是 有 限 维 
的 . 它 (粗略 地 说 ) 度量 了 在 M 中 “有 多 少 ”k 维 洞 . * 
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设 M 为 微分 流 形 , p 为 M 上 一 个 流 , 其 无 穷 小 生成 元 为 X. 对 任意 w《 
AK(M), 我 们 可 以 考虑 表达 式 
Wi 一 你 

—. 
不 难 验 证 (用 局 部 表达 式 ) 当 上 一 0 时 这 个 极限 存在 并 还 征 A 和 *(M) 中 的 元 素 ;, 我 
” 们 以 Dxw 表示 . 这 节 的 目的 是 要 提供 一 个 计算 Dxw 的 有 效 公 式 . 为 此 , 我 们 先 
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汇集 Dx 的 某 些 性 质 . 首先 , 我 们 知道 它 是 线性 的 : 
Dx (wi ww) = Dxwi + Dxw2. (6.1) 
其 次 , 我 们 有 
PE WI AW2) — WI A wo = PEW) A 人 (Piw2) — Wi A Wo 
= (PEw1) A (PEW2) — (PEQ1) A Ww2 + (PEW1) MW2 — WI A Wo2- 
除 以 t 并 取 极 限 , 我 们 看 到 
Dx(wi Aw2) = (DxwWi) Aws + wi A (Dxw2). (6.2) 
最 后 , 由 于 ptd = dyt, 我 们 有 
Dxdw = d(Dxw). (6.3) 
实际 上 , 这 三 个 公式 对 于 计算 而 言 已 相当 充分 了 . 如 林 
由 = 》 ai A A dr'™, 
则 
Dxw=》 Dx(Qi,... sindr" A A dr™) 由 (6.1) 式 
= -2 Dxai, i )dri 入 .Adzt + qi in (DXdr") A .Adr™ 
十 :十 Qi et 入 …， A Dra ”反复 使 用 (6.2) 式 
= Duo ,ik )dz" 和 人 和 drir + ai GOD)A…Adze 
+ Qi i dr A..-Ad(Dxzr™)] 由 (6.3) 式 . 


由 于 这 个 表达 式 相当 麻烦 (d(Dxzi) 必须 展开 并 集 项 ), 我 们 要 导出 一 个 较 
简单 旦 更 方便 的 Dxw 的 表达 式 . 为 此 我 们 到 代数 里 去 走 一 圈 . 
回想 一 下 算 子 4 : Ak(M) 一 和 *+1(M); 它 是 线性 的 并 满足 等 式 


d(wi A WwW2) = dl A Wo2 十 (—1)*wi1 A dws, (6.4) 


其 中 wi € A*(M)， 更 一 般 地 , 任 一 映射 (一 系列 线性 的 映射 0 : 人 EM) 一 
A*ti(M) 如 果 它们 满足 等 式 


0(wi 和 人 2 ) 一 Ow1 Aw» 十 (一 Tuwl A Ow» (6.4 ) 
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和 条 件 
supp b(w) C supp w!, (6.5) 
则 称 其 为 代数 和 A(M) 的 一 个 反 导 数 . 

由 (6.5) 式 得 到 , 如 果 在 一 个 开 集 Z 上 , wi = wz, 则 在 7 上 , 9(wi) = 0(w). 
现在 对 每 个 ZE M, 我 们 可 以 找到 邻 域 UV 及 函数 x1，,.… ,zx", 使 得 we A*(M) 可 
以 在 U 上 写成 为 

Ww 三 >》 ai GZ A A dr'r. (6.6) 
于 是 重复 运用 (6.4') 式 我 们 便 有 


0(w)= > [O(ai ia) Adza 和 Adz + a in0(dr? 和... A dri*) 
+ 二 (1) lao... i dr A:...AO(dr'*). / (6.7) 


我 们 因而 得 到 一 个 重要 结论 : 


命题 6.1 任 一 反 导 数 9 :人 AM) 一 和 f+t1(M),k = 二 0,… ,n, 被 它 在 和 90(M) 
和 Al1(M) 上 的 作用 惟一 决定 ， 就 是 说 ,如果 对 所 有 w E AM) 和 Ai(JM) 有 
91(w) = 02(w), 则 对 所 有 人 2 € A*(M) 和 所 有 k, 01(f2) = 0 人 2). 


现在 假设 我 们 已 知 映射 
9:ANM) 一 ”ALUM) 和 0:AM) —; NM), 
满足 (6.5) 和 (6.4') 式 , 即 在 它 有 明确 意义 的 地 方 , 成 立 
oe(fifo)=0(fi)fo + f10(f2) 和 Ofw) = 0(f) Aw 二 Juw) (6.8) 


于 是 ; 由 (6.7) 式 , 任意 分 图 表 (Ua) 定义 了 0 : A*(U) 一 和 s+1(U). 这 给 
出 了 U 上 的 一 个 反 导 数 bu, 它 可 以 用 定理 3.1 的 证 明 中 的 推理 很 容易 地 得 到 验 
证 . 由 惟一 性 论证 知 , 如 果 (W, 8) 是 第 二 个 分 图 表 , 则 反 导 数 go 和 bw 在 Un 了 
上 重合 . 因此 等 式 (6.7) 是 相 容 的 , 从 而 产生 了 A(M) 上 一 个 有 明确 定义 的 反 导 
数 .( 注 意 , 对 于 这 个 反 导 数 的 更 一 般 的 情形 , 我 们 只 重复 了 定理 3.1 证 明 的 大 约 
三 分 之 二 .) 
“1 这 个 条 件 实际 上 是 (6.4) 式 的 一 个 推论 . 事实 上 , 设 0 为 包含 supp w 的 开 集 . 由 于 {CM- 
supp w} 为 M 的 开 覆 盖 , 故 可 找到 从 属于 它 的 一 个 1 的 分 解 . 特别 , 可 以 找到 一 个 Ce 函数 y， 


它 在 supp w 上 恒 等 于 1 而 在 也 外 为 0. 故 w = ww, 从 而 bo) = bpow) = 9(9)Aw 十 p90(w). 于 是 ， 
supp b(w) Csupp wUsupp po CU. 因为 U 是 supp w 的 任意 邻 域 , 我 们 得 到 supp 0(w) Csupp ww. 
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我 们 在 上 面 的 论证 中 也 看 出 ， 如 果 把 9 : 和 A(M) 一 和 *+1(M) 换 威 9 : 
AE(M) 一 和 -1(M) 则 没有 什么 要 改变 .| 我 们 对 于 f € A?(M),8 的 作用 表示 
96(f) = 0.] 事实 上 , 同样 的 推理 对 任意 奇 整数 ， 


0 :A — > AKt” 
也 一 样 行 得 通 . 因此 我 们 可 以 叙述 下 面 的 


命题 6.2 设 0:AoM) 一 了 人"(M) 及 0909:A1(M) 一 Arf (MI) 为 满足 (6.5) 
和 (6.8) 式 的 线性 映射 , 其 中 7 为 奇数 . 于 是 存在 一 个 且 惟 一 的 一 个 方式 将 0 扩 
展 为 满足 (6.4) 式 的 反 导 数 9 :和 A*(M) 一 > 和 A*t7(M). 


作为 此 命题 的 应 用 , 我 们 要 把 一 个 反 导 数 0(X) : 入 (M) 一 和 (M) 联系 
到 M 上 每 个 光滑 向 量 场 . 因为 7 = -1 对 FeA (M), 令 


bg(X)f =0. 
对 weEAICM) 令 
0(X)w =< X,wW>. (6.9) 

验证 (6.8) 式 意味 者 验证 

0(X)(fw) = f0(X)w, 
印 

(X,fw)=f <X,w >, 
这 是 显然 的 . | 


如 果 f 为 函数 , 9 为 一 反 导 数 , 我 们 以 f6 记 w 一 jb(w) 映射 . 容易 验证 这 
又 是 一 个 反 导 数 . : 
作为 惟一 性 定理 的 推论 我 们 可 作 如 下 断言 : 设 X 和 YY 为 光滑 向 量 场 , f 和 
9 为 光滑 组 数 . 则 
0b(fX+9gY)= f0(X) + 90(Y). (6.10) 


由 上 面 的 命题 , 只 要 对 所 有 的 we Al(M) 验证 (6.10) 式 即 可 . 由 (6.9) 式 , 这 正 
好 是 
<fX+oYw>= /<X,wW>~>+9<Y,W>>, 


这 是 显然 的 . 
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特别 在 一 个 分 图 表 (U,h) 中 , 如 末 


0 . 0 
1 nN 
入 一 从 3 7 十 …' 十 六 Brn 


则 


= 》 Xi0 ) 


要 计算 (i Bi) 我 们 运用 (6.8) 式 及 


AN ， /90N io， 如 果 i 关 j 
9 (Bn) f= 00 (Br) -| 1， ”如 果 i=j. 
这 个 事实 ， 因此, 举例 来 说 |( i) de? Adm 在 p 六 记 或 g 尖 时 为 0, 而 


|( ) A dr’ = dx’,  ( ) 人 dz’') = 一 dz’, 等 等 . 


我 们 称 当 s 为 偶数 时 的 (一 系列 ) 映射 D : As(M) 一 > 和 +s(JM) 为 一 个 导数 
是 说 它 满足 (6.5) 式 以 及 


D(wi 人 wo) 一 Dwi A 人 La 十 LU 人 Dio. (6.11) 


因为 s 是 偶数 , 故 这 是 相 容 的 . 最 重要 的 例子 是 Dx, 这 时 s = 0. 于 是 (6.11) 式 
正好 是 (6.2) 式 . / 

所 有 前 面 关于 扩张 的 存在 性 与 惟一 性 的 论证 可 以 一 成 不 变 地 应 用 于 导数 ， 
这 极 易 验证 . 因此 我 们 断言 : 


命题 6.3 设 品 :AN(M) 一 ?> 和 ATs(M) 和 DD:A(M) 一 人 “0M) 为 满足 
(6.5) 和 (6.8) 式 的 映射 (将 9 换 作 DD), 其 中 s 为 偶数 . 于 是 存在 一 个 且 惟一 的 一 
个 方式 把 万 扩展 为 人 (M) 上 的 导数 . 


我 们 需要 一 个 进一步 的 代数 结果 . 


命题 6.4 设 册 : A 一 AK+r1 Do .人 一 》A*t+tr2 为 反 导 数 . 央 910 十 001 : 
AK 一 > 人 十 站 十 72 是 一 个 导数 . 


11.6 微分 形式 的 李 导 数 509 


| 证 明 因为 ri 和 7 均 为 奇数 , 故 ?1 十 72 为 偶 . 等 式 (6.5) 显然 成 立 . 要 验证 
(6.4') 式 , 我 们 设 wire 和 *(M). 于 是 


10» (wi 人 LU2 ) = 人 0 [02w1 和 人 Wo 十 (一 La 人 02w> | 
= O10%0w1 人 Ace 十 (—1)*+r20>w1 A 人 Do 


+(—1)*01 wi A ow2 + wi A 010%», 


相似 地 ， 
Go01 (wl 人 wo ) 一 0»01w1 和 人 wa 十 (—1)*+t": Qiw1 人 Oo 


二 (一 Tsgowl A Oiw2 + wi A O201w2. 
因为 1 和 rs 都 是 奇数 , 所 以 当 我 们 相 加 时 中 间 的 项 相互 消去 . 从 而 我 们 得 到 了 
(010» + O0501 )(w1 A wo) _ (0102 + O01 )w1 A wz wi A (O102 十 0201)w2， 口 
作为 命题 6.3 的 第 一 个 应 用 , 我 们 注意 到 有 
0(X)o0(Y) = -0(Y) o 0(X). (6.12) 


事实 上 , 由 命题 6.4, 9(X)6(Y) +6Y)8(X) 是 次 数 为 -2 的 导数 , 即 它 在 人 
和 Al 上 为 零 , 从 而 必定 恒 为 零 . 当然 , 我 们 也 能 直接 验证 (6.12) 式 , 这 可 以 用 
6(X) 和 0(Y) 的 局 部 描述 来 进行 。 

作为 命题 6.4 的 一 个 更 为 重要 的 应 用 , 我 们 考虑 0X)od+dob(X), 其 中 的 头 
为 光滑 向 量 场 . 因为 d :人 * 一 > 和 t+1, 6(X) : 和 人 * 一 > 人 *-1, 得 到 90(X)od+do0(X): 
A 一 > 人 *. 现在 我 们 断言 本 节 的 主要 公式 成 立 : 


Dx = 0(X)od+do0(X). (6.13) 


由 于 (6.13) 式 的 两 边 都 是 导数 , 所 以 只 要 验证 (6.13) 式 对 于 函数 和 线性 形 
式 成 立即 可 . 如 果 fe A 和 ?0(M), 则 9( 关 )f = 0, 因而 由 (6.9) 式 知 等 式 (6.13) 变 为 


Dxf =< X,d >»,， 


我 们 知道 这 是 对 的 . 下 一 步 必 须 验 证 (6.13) 式 对 w E 入 '(M) 成 立 . 由 (6.5) 式 ， 
只 需 局 部 地 验证 (6.13) 式 . 如 果 我 们 记 wy 一 Q1dZl 十 … 十 anazZ ， 由 线性 性 ， 只 要 
对 每 项 aidxi 去 验证 (6.13) 式 即 可 . 因为 (6.13) 式 两 疾 都 是 导数 , 我 们 有 


Dx(aid7x’) = (Dxai)dx’ + ai(Dxdr’) 
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[0(X)d + db(X)(aidz =[B(X)d+adb(X)(ei)dr 
+ail0(X)d + do(X)dr’. 
由 于 我 们 已 经 对 函数 验证 了 (6.13) 式 , 所 以 只 须 对 dx’ 进行 验证 . 现在 
Dxdzx’' = dDxr’ 


而 
[0(X)d + dO(X)]dr: = dO(X)dr’: = d < X,dr’ >= dDxz’. 


(6.13) 式 的 证 明 完成 
在 许多 场合 为 了 方便 会 把 9 这 个 字母 作为 他 用 . 因此 有 时 我 们 采用 记号 


Xlw = 0(X)w. 


符号 | 被 称 为 内 乘积 (interior product). 卫 |w 是 形式 w 与 回 量 场 X 的 内 乘积 . 
如 果 we Ap, 则 和 XIwe Ac . 等 式 (6.13) 则 可 重 写 为 


Dxw = X|dw + d(X|w) (6.14) 


让 我 们 看 一 看 在 局 部 坐标 下 的 某 些 特殊 情形 中 (6.14) 式 说 了 些 什么 . 如 条 
w=aidzl 十 … 二 andzn, 且 


0 
— Yl _ J .,.. nN 
= 二 “+X pe 
则 
dw = > dai Adz'. 
因而 
Xldu= >_[(XJdai) Ad — dai A (X |dzr’) 
,. OO; , ,Dai ，， 
_ jn YI m1 
-> (x Fri dT XiS dr ， 
而 


及 | 一 >》 ajyX), 
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dX|w)= 》 XI’ 的 dz 十 》 alj ( 答 ) dz 


所 以 


Da; OX | 
Dxw = 2 [5* Br} 名 ] dz ) 


它 与 第 九 章 的 等 式 (7.127) 一 致 
作为 第 二 个 例子 , 设 8 = adzl 入 .… 和 Adzn, 其 中 n=dimM. 于 是 d2 = 0, 故 
(6.14) 式 简 化 为 


Dxf = dX1n). 
如 果 久 = XX! (或 :), 则 


XIfN= xX ( 吉 :lo 
= Dox (Bi 1 |(dz A::-.A dr”) 


= > (1) laX'dz A..Adr Adr M.Adz", 


它 仅仅 是 在 第 4 节 末 尾 所 介绍 的 那个 公式 . 于 是 


Dx =d(X|f)= (> 人 上 dz 和 .Adzn. 


由 于 我 们 总 能 局 部 地 把 一 个 密度 等 同 于 一 个 n - 形式 , 即将 p 在 (U,a) 上 
等 同 于 padr!1 入 .… Adz", 我 们 便 得 到 了 第 十 章 的 命题 5.2 的 另 一 个 证 明 
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在 这 里 我 们 要 列 出 本 章 所 引进 的 概念 与 关于 “向 量 分 析 ” 的 书籍 中 出 现 的 
种 种 概念 之 间 的 关联 , 尽管 我 们 并 没有 机 会 去 用 它们 

在 定向 三 维 欧 氏 空间 梭 中 有 许多 等 同 关系 , 我 们 可 以 用 这 一 章 中 所 引进 的 
一 些 运 算 给 它们 一 种 特殊 的 形式 . 

首先 , 像 任意 黎 曼 空间 那样 , 我 们 可 以 在 四 中 把 向 量 场 等 同 于 线性 微分 形 
式 ， 那 么 对 任意 函数 f, 我 们 可 以 把 df 看 成 一 个 向 量 场 ， 照 这 样 , 它 便 被 称 作 
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gradf. 于 是 , 在 中 用 直角 坐标 z,yz 表示 有 


of Bf of 
gradf = 7 By B72 >; 


其 中 , 我 们 也 已 经 把 在 四 上 的 向 量 场 等 同 于 四 - 值 的 函数 
其 次 , 由 于 轩 是 定向 的 , 我 们 可 以 通过 * - 算 子 (作用 于 每 个 TY) 将 和 ?(B3) 
与 人 (63) 等 同 . 回忆 *, 它 是 由 


*(dx A dy) = dz, *(dx A dz) = —dy, *(dy A dz) = dz (1.1) 


给 出 . 
特别 地 , 如 果 wi =< P,Q,R >= Pdz + Qdy + Rdzws =< L,M,N >= 
Ldx + Mdy + Ndz, 我 们 便 能 引进 所 谓 的 wi 与 wz 的 “向 量 乘 积 ”. 它 的 定义 是 


1 X ws2 = *(W1 人 Wo), 
并 且 (用 (1,1)) 由 
<PO,R> x <L,M,N>=<QN— RM,RL- PN,PM— WL> 


给 出 . 
我 们 义 引 进 算 子 


Curl w = *dw. 


于 是 , 如 果 w =< P,Q, RR >, 我 们 便 有 


Oy 0z’0z Or pr Oy 


考虑 Be 中 的 一 个 定向 曲面 , 即 设 p:S 一 团 . 设 2 为 S 上 的 体积 形式 , 它 
是 由 vw 诱导 的 黎 曼 度量 相关 联 的 体积 形式 . 由 定义 , 如 果 &,&2 € T.(5), 则 


1 (€1, co) =dV < Px E1) PxrE2,n ~ 
其 中 凡是 到 的 体积 元 素 而 n 是 单位 法 向 量 . 这 个 等 式 的 另 一 种 写法 是 说 
Q(€1, €2) = (pe pré2) 


其 中 当 我 们 把 n 看 作 微分 形式 时 , o = *n. 现 设 可 为 四 中 的 形式 , 并 假设 
Pp * 加 二 有 0, 为 某 个 函数 . 于 是 


f(z) = (W, *n)(p(7)). 
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/四 = 人 人 12= /m2= /mm 


将 此 用 于 五 = dw, 其 中 ww = Pdz+ Bdy + Rdz, 我 们 则 可 重 写 斯 托 克 斯 定理 


因此 


为 
/= |/ Ppdz + Qdy + Rdz = /cu w,n) 2, 
CO C S 


其 中 5 为 闭 曲线 C 张 成 的 某 个 曲面 
如 果 招 这 个 评注 用 于 万 = * 及 5 二 6D, 由 于 (对 nn 二 3)** =id 我们 得 到 


[mo= f ase 


OP 60 OR z 
d*w = (于 + 季 + 到 ) dz A dy A dz, 


这 是 我 们 写 为 divw 的 东西 , 即 


注意 有 


divw = d*w. 


(实际 上 它 是 div< w,dV >, 其 中 dV 为 体积 元 , 而 我 们 将 w 看 为 一 个 向 量 场 .， 
因此 我 们 再 次 得 到 了 散 度 定理 . 注意 到 由 于 有 =0, 我 们 有 


curl(gradf) = *ddf = 0 


div(curl w) = dx *dw = dw = 0. 
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为 了 计算 方便 , 我 们 引进 向 量 值 微分 形式 的 概念 . 设 忆 为 向 量 空间 ，M 为 
微分 流 形 . 我 们 所 说 的 一 个 p 次 的 互 - 值 外 微分 形式 2 是 一 个 规则 , 它 对 每 个 
ze M 指定 一 个 元 人, 而 2. 是 在 T,(M) 上 的 一 个 反 称 的 p 次 五 - 值 多 重 线性 
函数 . 例如 , 如 果 p = 0, 则 EE - 值 零 - 形式 正好 是 M 上 取 值 于 B 的 一 个 函数 . 
_ .个 五 - 值 1- 形 式 是 一 个 规则 , 它 对 M 的 任意 点 的 每 个 切 向 量 上 指定 了 一 个 
万 的 元 , 等 等 
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假设 EB 是 有 限 维 的 ， {e1,*…: ,EN} 为 Eb 的 一 组 基 . 设 {21 ,1 , (2N 为 ( 实 值 ) 
p - 形式 . 我 们 于 是 可 以 考虑 五 - 值 p -形式 1 = Qiel 十 … 十 fnen, 其 中 对 任 
意 D 个 Tz(M) 中 的 向 量 6 … ,人 ,我们 有 


(6 7 一 (3 ,Epo)el 十 …… 十 Tvz(El…: , Ep)eN-. 
反之 , 如 果 8 是 忆 - 值 形式 , 则 实 形式 人 ,… ,Jr 可 以 由 上 面 的 等 式 定 义 . 简 


而 言 之 , 一 旦 NN 维 向 量 空间 的 基 被 选 定 , 则 给 出 一 个 五 - 值 微分 形式 就 等 同 于 
给 出 个 实 形式 , 并 且 我 们 可 以 写 为 


N 
=》 fe 或 ”f=<f0,… ,人 N>. 
1 


对 五 - 值 形式 的 局 部 描述 的 规则 以 及 转移 的 法 则 与 实 形式 的 相似 , 我 们 不 
再 更 述 . 为 简明 起 见 , 我 们 只 限于 EE 为 有 限 维 的 情形 , 尽管 这 个 假定 条 件 在 大 部 
分 场合 是 不 必要 的 . / 

如 果 届 是 p 次 实 微分 形式 , 我 们 可 以 以 显 见 的 方式 定义 w 和 人 2. 利用 一 组 基 
时 , 如 果 =< 2,… ,人 2N >,; 则 wAR=<wAf 人 0,… ,WA NN >. 

”更 一 般 地 , 设 巨 和 FF 为 (有 限 维 的 ) 向 基 空 间 , 并 设 ##:ExF 了 一 > G 为 一 
个 双 线 性 映射 , 其 中 的 G 是 第 三 个 向 量 空间 . 驻 设 


{e1,... ,en} / 
是 王 的 基 , {及 ,… ,fm} 为 F 的 基 , {91,… ,9r} 为 G 的 基 . 假设 映射 # 由 
#{ei, fi} = > as gk 
给 出 . 于 是 , 如 果 w = 并 wiei 是 一 个 忆 - 值 形式 , 2 = 于 02;f; 是 个 下- 值 形式 
我 们 定义 G - 值 形式 w 入 0 为 
wAN= 要 QF;Wi A 可 gk. 
2,] 


容易 验证 此 定义 不 依赖 于 特定 基 的 选取 . 

我 们 将 要 把 这 个 概念 主要 地 用 于 两 种 情形 . 首先 , 我 们 对 于 吕 = 卫 和 G = 到 
的 情形 有 兴趣 , 因而 # 是 上 的 双 线 性 形式 . 假设 # 是 个 内 积 而 e1,… ,en 为 
法 正 交 基 . 于 是 我 们 将 其 写成 (w A 2) 以 提醒 我 们 用 的 是 内 积 . 如 末 


山王 < CU ,WN >, =< 们 ,foN > 
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则 
KA wiNQ. 


注意 在 这 种 情形 中 , 如 果 w 为 p - 形式 , ?2 为 q - 形式 , 则 
(WADN) = (—1)" (1 A w), 


这 与 实 形式 情形 一 样 . 

我 们 感 兴趣 的 第 二 种 情形 是 F = G 而 EB = Hom(f), # 是 赋值 映射 : 线性 
变换 在 正 的 一 个 向 量 上 的 取 值 给 出 了 下 的 另 一 个 值 . 这 一 回 , 选取 下 的 一 组 基 
便 决定 了 Hom(f) 的 一 组 基 , 故 可 将 w 看 成 是 实 值 微分 形式 的 一 个 和 矩阵. 如 果 
w= (wi;), 2 =< (1,… ,fm >, 则 


A = >》 OU 入 他) ;> OGA 全 下 


算 子 d 对 于 向 量 值 形式 的 意思 与 实 形式 情形 相同 , 满足 同一 规则 . 因此 , 如 
采 f =< (01 , (2N a 则 df2 :=< 0f0 ) df2N >， 且 


qdwA 人 ) = 三 (du 入 8) 十 (一 1 A dn), 


其 中 心 为 p 次 瑟 - 值 形式 ,2 为 下 上- 信 形 式 . 

我 们 要 用 向 量 值 形式 的 概念 去 阐述 (大 部 分 以 习题 形式 ) 关于 四 中 定向 曲 
面 的 一 些 几 何 的 初等 内 容 . 设 M 为 定向 二 维 流 形 , 9 为 M 到 了 玛 中 的 可 微 映 射 . 
假设 o, 在 M 的 任何 点 都 不 是 奇异 的 , 即 yp 是 个 浸入 . 因此 在 每 点 PE M, 空 
间 o,( TCM)) 是 Tp)( 四 ) 的 一 个 二 维 子 空间 . 由 于 我 们 可 以 把 Tp(p)(E ) 等 同 
于 到, 所 以 可 以 把 p(Tp(M)) 看 为 四 的 二 维 子 空间 ( 见 图 11.15). 因为 M 是 
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定向 的 , 从 而 切 平面 px(Tp(M)) 也 是 定向 的 . 于 是 有 一 个 惟一 的 单位 呆 莉 垂直 于 
切 平面 , 它 连 同 切 平 面 的 定向 基 给 出 了 了 的 一 个 定 问 基 . 称 这 个 向 量 为 法 向 量 ， 
记 为 n(p). 我 们 可 以 把 ”考虑 为 M 上 一 个 下 - 值 的 函数 . 由 于 上 n= 1, 从 而 
能 把 ”看 成 是 M 到 单位 球面 的 映射 . 注意 p(M), 它 位 于 辐 中 一 个 固定 平面 中 
的 充 要 条 件 是 n= 常 值 (n= 此 平面 的 法 向 量 ). 因此 我 们 可 以 预料 到 n 的 变化 对 
于 描述 曲面 p(M) 是 如 何 “ 弯 曲 ” 方 面 是 有 用 的 . 

设 8 为 M 上 对 应 于 由 y 诱导 的 黎 曼 度量 的 (定向 ) 面积 形式 . 设 Vs 为 单 
位 球面 上 的 (定向 ) 面积 形式 . 于 是 n*(f2s) 是 M 上 的 2 - 形式 , 因此 可 以 记 为 


7 人 5 Kf. 


函数 K 被 称 作 曲面 p(M) 的 高 斯 曲率 . 注意 , 当 p(M) 在 一 个 平面 中 时 KK = 0. 
”另外 如 果 wp(M) 是 圆柱 面 也 有 KK = 0( 见 习题 ). 

”对 任意 一 个 具 黎 曼 度 量 的 定向 二 维 流 形 , 我 们 让 代表 M 的 所 有 切 空间 的 
所 有 定向 基 的 集合 . 因此 和 的 一 个 元 素 由 < 户 , 户 > 给 出 , 其 中 < 及 ,有 > 是 对 
某 个 ze M 的 T.(M) 的 法 正 交 基 . 注意 , 因为 定向 及 户 上 户 , 故 户 被 诱 所 决 
定 . 于 是 我 们 可 以 把 $ 考虑 为 所 有 具 单 位 长 度 的 切 向 量 的 空间 . 对 每 个 ze M， 
所 有 单位 向 量 的 集合 正好 是 一 个 圆 . 我 们 留 给 读者 去 验证 祝 事 实 上 是 一 个 三 维 
流 形 . 对 每 个 < 户 , 户 > 派 定 给 点 z 的 上 映射 记 为 r, 这 里 的 < 卢 , 户 > 是 在 2 的 
一 组 法 正 交 基 . 读者 还 应 该 验证 + 是 个 到 M 上 的 一 个 可 微 映射 . 

在 当前 的 情形 中 , 即 度量 来 自 浸 入 wp 时 , 我 们 定义 在 省 上 的 数 个 向 量 值 范 
数 和 ,el,ez,es 如 下 : 四 


入 一 9oT 
el(< fi,f2 >) 一 pxf1, e2( < fi,f2 >) 一 pr jes 二 noT. 


(在 中 间 的 两 个 等 式 中 , 我 们 通过 T(z)B 与 四 的 等 同 关系 把 pfi 看 作 包 中 的 
元 素 .) 因此 在 各 的 任意 点 z 上 , 向 量 el(z),ez(z),es(z) 构成 了 严 ' 的 一 组 法 正 交 
基 , 其 中 ei(z),ez(z) 在 olr(z)) = XX(z) 切 于 此 曲面 , 而 es(z) 垂直 于 此 曲面 . 我 
们 因此 可 以 写 为 


(dX Aes) = (dX,es)=0 和 (ei,e;)=. 
由 第 一 个 方程 , 可 写 出 : 


dX = wiel 十 coze2， (II.1) 
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其 中 
w1 一 (dX, e1), WwW2 一 (dX, e2) 


为 在 和 上 定义 的 ( 实 值 ) 线性 微分 形式 . 
”相似 地 , 我 们 定义 形式 mi 为 


ij = (dei, ei). 
将 了 用 到 算式 (esej) = 55 上 表明 
ai = —wWyi. z (I1.2) 
如 果 将 d 用 于 (II.1), 我 们 得 到 
0= ddX = dwie1 ~ wi Nde1 + dw2e2 ~ wa A de2, 
分 别 取 此 方程 与 e! 和 ea 的 内 积 , 表明 了 (因为 wii = 0,w22 = 0) 
di 三 wz 人 WwW21， dw2 = wi A WwW12. (II.3) 
如 果 把 d 作用 于 等 式 
dei = > wijej 
我 们 得 到 
0= > (dwije; — wij MN de;); 
如 果 再 取 与 e; 的 内 积 , 我 们 得 到 了 


Ci 二 > Wik NN\ WRj. . (II.4 ) 
k 


如 果 又 将 d 施 与 方程 (dX,es) = 0, 得 出 了 
0 = d(dX, e3 ) 一 (dX, des) 一 (wiel 十 W263,W31€1 十 3s2e2)， 
它 表 示 
1 人 31 十 waz 人 32 二 0U. (I1.5) 


我 们 现在 要 解释 这 些 等 式 . 设 2 =< fi,f2 > 为 人 中 一 点 . 对 任意 & € Tz() 
我 们 有 
(€,dX) = (drrp) = (人 mdp) = (maé, dp) = pr (Tué). 
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因此 , 由 于 这 个 度量 的 定义 使 得 wo。 为 等 距 , 故 有 
(€, 01) = (Puraéser) = (pubspe fi) 
= (nsé, fi1)- z (HL.@) 
换 句 话说 , (€) 1) 与 (6, wo) 是 rse 关于 基 < 户 , 户 > 的 分 量 . 如 果 n 是 在 z 的 


另 一 个 切 向 量 , 那么 wi 人 wz2(é&,7) 便 是 由 rf 和 77 张 成 的 平行 四 边 形 的 ( 定 同 ) 
面积 . 换 句 话说 


w1Aws = 7 1 (I1.7) 
其 中 的 8 是 M 上 的 定向 面积 . 
相似 地 | 
(é,des) = NN, (I1.8) 


”从 而 我 们 有 
NT = (E,W31)e21 + (€,W32)€2 
= (€,wW31)P«f1 + (€,W32) p+ f2. (11.9) 


由 于 我 们 可 以 把 el 和 es 看 为 单位 球面 的 切 空间 的 法 正 交 基 , 我 们 的 结论 是 说 ， 
WwW31 人 Ly32(€,"7) 是 由 MTT#€, Ne TT 在 单位 球面 上 张 成 的 平行 四 边 形 的 定向 面积 . 
因此 


Wal 人 WwW32 二 T 0 {2o XK = Kw 人 Luo. 


a b 

bl ce 
是 线性 变换 ms : T(M) 一 Tntzy(5S?) 在 Ts(M) 的 基 < 户 , 户 和 T(z)(5*) 的 
基 < el,e2 > 下 的 矩阵 . 那么 比较 ( 开 .6) 与 (11.9) 表明 / 
Wal 三 QW1 十 Do Wao 一 bwi 十 Cw». (I1.10) 


如 果 将 此 代入 (I1.5) 则 得 到 b=, 即 n, 的 矩阵 是 对 称 的 . 这 暗示 了 它 对 应 
于 某 种 几何 意义 的 对 称 双 线性 形式 . 换 句 话说 , 我 们 需要 考虑 二 次 型 


QL 十 28w1wo 十 Cu2 


在 这 里 可 以 理解 为 这 是 一 个 T.(3) 上 的 二 次 型 , 它 对 任意 5 < 7z(8) 指定 了 数 
a(é€,w1)” 十 20(€, 1) (6, (2) 十 c(é, w2)"]. 


设 
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习题 
II.1 证 明 
a(é,w1)” 十 2b(€, ww1) w2) 十 c(é,w2)” 一 (PTrE, Tr Te) 
II.2 对 每 个 Ce Ts (M) 指定 数 (pC,n:6) 的 二 次 型 被 称 作 此 曲面 的 第 二 基本 形式 . 我们 


记 其 为 I(C)( 通 常 称 之 为 第 一 基本 形式 的 在 我 的 术语 下 就 是 | 6 | .) 设 C 是 条 光滑 
曲线 , 满足 C (0) = 4. 证 明 


nO) =- (S80), nl) ). 


因此 II(C) 度量 了 曲线 po C 在 方向 弯曲 了 多 少 . 假设 我 们 选取 C 使 poC 在 由 
ove 与 mw(z) 张 成 的 平面 中 .[ 几 何 地 看 , 这 等 于 考虑 由 peé 和 n(x) 张 成 的 平面 与 曲面 
相交 得 到 的 此 曲面 上 的 曲线 .] 证 明 II(6) 是 此 平面 曲线 的 曲率 , 


在 这 个 意义 下 , 第 二 基本 形式 告诉 我 们 此 曲面 在 《 方向 上 的 弯曲 有 多 少 


Ke| 1 | 
b ce 


设 和 1 和 和 2 为 此 矩阵 | 1 | 的 特征 值 . 因此 对 于 C 中 = 1 有 


注意 有 


A 二 maxII(C)， XM = minII(¢). 


如 果 和 1 类 A2, 则 有 两 个 正 交 的 特征 向 量 , 称 其 为 此 曲面 的 主 曲 率 方向 .( 注 意 , 它们 必 
定 正 交 , 原因 在 于 它们 是 对 称 矩 阵 的 特征 向 量 .) 

如 果 4 是 区 的 一 个 欧 几 里 得 运动 , 则 纱 = A4oy 是 M 的 另 一 个 浸入 , 而 且 容 
易 验证 由 必 诱导 的 黎 曼 度量 和 与 少 关联 的 第 二 基本 形式 都 与 Y 相 联系 的 那些 是 相 
互 一 致 的 . 但 其 道 却 不 是 那么 显而易见 的 : 如 采 化 和 9 诱导 出 相同 的 度量 和 相同 的 
第 二 基本 形式 , 则 有 某 个 欧 几 里 得 运动 4 使 得 人 = 40 yp. 我 们 不 打算 证 明 这 个 结 
果 , 尽管 它 是 我 们 已 经 建立 了 的 那些 东西 的 十 分 容易 的 推论 . 


我 们 已 经 看 到 以 几何 术语 表达 的 wi,w2,wal,w32 的 意思 .让 我 们 现在 来 解 
释 剩 下 的 一 个 形式 wi2. 

设 y 是 M 上 的 可 微 曲线 ， 沿 着 7 的 一 个 单位 向 量 的 可 微 族 户 ()[ 其 中 
有 i(s) E Tsj(M)] 是 与 和 中 的 一 条 满 下 TeC =7 的 一 条 曲线 C 意思 相同 . [ 即 
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C(s) =< 及 (s), fo(s) > .] 我 们 称 族 记 (a) 是 平行 的 是 说 这 些 单位 癌 量 全 部 按 曲 
面 在 三 维 空间 中 法 向 量 那 样 变 化 . 换 句 话说 , 有 i(s) 是 平行 的 则 表示 同时 


dy,y(s) (fi (s)) 
ds 


对 所 有 的 s 垂直 于 p(M). 我 们 来 看 看 该 如 何 表达 这 个 条 件 . 设 6 为 曲线 C 在 
C(s) 的 切 向 量 . 于 是 由 de 的 定义 有 
Sper (f(s) = (sdel) 


注意 有 ((&s, de1),e1(C(s))) = 0, ((és, de1), e2(C(s))) = (és,W12). 现在 el 和 和 ez 张 
成 了 2(M) 的 切 空间 , 所 以 说 户 () 平行 等 于 说 (és,w12) = 0. 
”因此 所 (s) 沿 7 平行 当 且 仅 当 (é&6,w12) = 0. 
设 M 和 MM 为 具 歼 曼 度 量 的 二 维 流 形 . 设 4 : M 一 ? M 为 等 距 的 可 微 映射 . 
设 $ 为 M 的 法 正 交 基 的 流 形 , 作为 M 的 法 正 交 基 的 流 形 . 于 是 诱导 出 映射 
们 : 信 一 定 为 
uz< fi,f2 >) =<ufi,u 2 >. 


设 wi 为 上 的 微分 形式 , 它 如 同 (11.6) 那样 , 由 
(€, WwW1) 一 (Tv 万) 


给 出 , 其 中 ET.(8), 而 z=< fi,f2 >， 以 及 相应 的 关于 w2,51 和 ws 的 定义 . 于 
是 对 任意 &《 € T.($) 我 们 有 


(€, 501) = wa) = (tr 人 te 用 ) = (Ur rnb Unfi) 
= (mx€, f1) = (é€,W1), 
其 中 用 到 了 ot 二 uo. 换 句 话说 ， 
= = wz. 


现在 假定 有 来 自 淄 入 wp 和 $$ 的 M 和 有 好 上 的 度量 . 于 是 得 到 了 形式 wiy 和 6ij. 
由 (II.3) 我 们 得 到 


U (Wi1 入 Wo21) 一 1 dl 一 qd w1) 一 dw1 = 1 人 wo21， 


因此 


a i er 
WwW1 人 1 Wol = WI A 人 ww21 和 W2 AU WwWl2 = We 人 12， 


附录 II 亚 中 曲面 的 初等 微分 几何 521. 


或 者 


(WU W12 一 WwW12) 信 wl 三 0 和 (U” W192 一 12 ) 入 Wo 二 0. 


因为 微分 形式 wy: 和 ws 是 线性 无 关 的 , 这 只 有 当 
UW12 = W12 


才能 成 立 . 

换 句 话说 , 如 果 两 个 曲面 p(M) 和 5(CM) 为 等 距 的 , 我 们 则 有 “相同 ”的 wi2， 
即 有 相同 的 “平行 向 量 场 ” 的 概念 . 注意 到 圆柱 的 一 片 与 平面 的 一 片 是 等 距 ， 虽 
然 说 它们 在 欧 几 里 得 运动 下 不 是 全 等 的 . 用 不 同 的 话 来 表达 , 可 以 说 成 是 在 形式 
wi3 和 wo23 依赖 于 此 曲面 是 怎样 浸入 四 的 同时 , 形式 wi2 却 只 依赖 于 此 浸入 所 
诱导 的 黎 曼 度量 . 

现在 我 们 有 (IIL.4): 


dwi2 = wi13 A W23 = —7*12, = —Kf. 


由 此 我 们 得 出 结论 说 , 高 斯 曲率 K 不 依赖 于 浸入 而 只 依赖 于 此 浸入 诱导 的 
黎 曼 度量 . 

因为 wy 不 依赖 于 wv, 我 们 应 该 能 够 对 任意 具有 黎 曼 度量 的 二 维 流 形 定 义 
它 . 注意 前 面 的 论证 , 它 指 出 wiz 惟一 地 被 等 式 (IL.4) 决定 . 因此 只 要 在 一 个 坐 
标 邻 域 中 构造 一 个 满足 (11.4) 的 wi2 即 可 . 然后 由 惟一 性 推出 任何 两 个 这 样 的 
东西 重合 , 从 而 给 出 了 确定 的 形式 . 设 U 是 M 的 一 个 坐标 邻 域 , 罗 : 7 一 二 
为 可 微 映射 使 得 r ou = id. 于 是 少 对 每 个 EU 以 可 微 的 方式 派 定 一 个 芝 
< 记 , 户 >.( 构 造 东 的 一 种 可 能 的 方法 是 对 问 量 场 < PT Br ~” 使 用 法 正 交 化 
步 又 .) 

一 日 我 们 选 定 了 ,那么 的 任 一 组 基 与 V(x) 只 相差 一 个 旋转 . 如 采 我 们 
让 表示 给 出 这 个 旋转 的 ( 角 ) 坐标 ( 故 r 只 在 mod2r 下 定义 ), 我 们 则 可 以 使 
用 U 上 的 局 部 坐标 连同 7 一 起 作为 r-1(D) 的 坐标 . 更 准确 地 , 如 果 2 ,x 为 U 
上 的 局 部 坐标 , 我 们 定义 刀 ,92,r 为 

yl 一 ZL on, yj? = 2 on, 


而 对 > =< ei,e2 >,T(z) 由 


el 一 cosT(z)fi 十 sin7(z)2， e2 = —sin7(z)fi + cos7T(z2)f», (II.11) 
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其 中 < 户 , 户 >= V(r), < ei,e2 ETz(A). 
现在 设 
01 = (ol lb = (wz), 
于 是 负 和 9。 是 定义 于 U 上 的 形式 , 事实 上 在 每 个 ze M 上 是 w(x) 的 对 偶 基 . 
如 果 令 
Ql 二 T 0 ， CQ2 二 T 0», 
则 (IL.11) 给 出 了 


WwW1 = COSTQ1 十 Sin TO, wa2 = — SIN TQ1 + COS TQ. 


注意 到 有 


WIA Ww 二 Cl 人 Co. 
定义 M 上 的 函数 112 为 
dao! 一 L101 人 02， dt» 一 /201 人 0 . 


设 操 =1omi2 三 io7 故 


dal = kiQi A ao2， dao = koQ 人 ao 
现在 有 
dw1 = 一 Sin7TdT A Qi t+ cosTdT A a + (ki cosT + kz sin7T)a1 Aao2， 


dw2 = 一 cos7dT Aal 一 Sin7aT A Qo + (kz COST — ki sinT)Q1 A Qe2. 
因为 wu 人 wz = al 人 a2, 我 们 可 重 写 这 些 等 式 为 
dl = (dT + (k1 COsT + kz sin7)w1i) A wo, 
do = —(dT — (kz cosT — ki sin7)w2) A wi. 
因此 我 们 看 出 形式 


wW12 =d7 + (ki cosT++ kz sinT)wW1 + (—k1 sinT + k2 COsST)wo 
一 QT + kiQl 十 Koao2 
满足 所 要 的 等 式 . 


像 前 面 那样 , 在 任意 二 维 黎 曼 流 形 上 我 称 一 族 单 位 向 量 沿 曲线 7 平行 是 说 
(és,w12) = 0. 用 此 平行 移动 的 定义 我 们 可 以 叙述 下 面 的 定理 了 . 
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定理 1I.1 设 7 为 M 上 的 任 高 一 条 可 徽 曲 线 . 给 出 单位 向 量 gl 上 
TYy(0)(MM), 则 存在 党 7 的 惟一 的 平行 单位 向 量 族 g1(s), 满足 g1(0) = g1， 如 果 
91(0) 是 Ty(oy)(MM) 中 一 个 不 同 于 gi 的 为 一 个 单位 向 量 ， 并 与 g1 相差 一 个 o 角 ， 
则 对 所 有 s,g'(s) 与 91(s) 也 相差 同样 的 角 0. 


证 明 显然 只 要 对 完全 位 于 一 个 坐标 分 图 表 中 的 曲线 y 去 证 明定 理 即 可 (如 
来 必要 可 将 7 分 割 成 若干 小 段 ). 于 是 我 们 可 以 利用 ws 的 局 部 表示 . : 
重 写 沿 Y(s) 的 平行 移动 的 条 件 . 在 局 部 坐标 下 , 单位 向 量 g1(s) 由 函数 r(s) 
给 出 ， 
91(s) = cos7(s)fi(7Y(s)) — sin7T(s)fo(Y(s)). 
于 是 : 
(és, WwW12) = (és,d7) + (és, kiQ1 + k2a2) 


= + (és, 1* (ki01 十 jg) 
_ ) 7,€s, hi 0 + hada). 
但 是 7.é&s = Cs 是 7 在 7(s) 要 向 量 从 而 

(és,W12) = 9) — Fy(s), 
其 中 本 (5) = (bs,h01 十 k202) 是 只 依赖 于 s 的 一 个 函数 . 特别 地 , gi1(s) 是 平行 
的 充 要 条 件 是 


ee) = FF(s). 


由 此 我 们 知道 , 给 出 g1(0) 后 , 存在 一 条 从 g1(0) 出 发 的 惟一 平行 族 g1(s). 另外 , 
如 全 g1(0) 是 在 Y(0) 的 第 二 个 单位 向 量 , 则 gi(s) 与 gi(s) 之 间 的 角 等 于 g1(0) 
与 9i(0) 之 间 的 角 . 那么 , 平行 移动 保持 了 角 不 变 , 定理 得 证 . 口 


注意 , 如 采 M 是 (局 部 等 距 于 ) 欧 几 里 得 空间 , 则 我 们 可 以 选取 


0 0 
fi = 37 f2 = 有 5， 


从 而 抽 = dx,0s = dx*. 这 时 有 三 各 =0 而 7 正 是 9 与 i 即 zl - 轴 所 构成 
的 角 . 因此 ws = -dr. 于 是 平行 移动 的 条 件 成 了 oT = 0, 它 同 于 欧 氏 几何 中 通 


常 的 平行 概念 . 但 是 注意 一 下 ， 在 欧 氏 空间 中 平行 性 不 依赖 于 曲线 Y. 在 一 般 情 
形 这 是 不 对 的 . 
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习 塌 


II.3 设 ia 为 连接 南北 极 的 ，S” 上 的 两 个 大 圆 弧 . 假定 7 和 ?2 在 极点 正 交 . : 设 6 是 
在 北极 的 一 个 切 向 量 ， 比较 通过 7 和 ?2 到 南极 的 移动 . 


设 M 为 任意 一 个 二 维 黎 曼 流 形 . 对 M 上 任 一 条 曲线 7 有 一 个 沿 7 选择 单 
位 向 量 的 明显 方法 : 让 0 (s) 就 是 7 在 7(s) 的 单位 切 向 量 . 因此 对 M 上 每 条 
曲线 7 我 们 得 到 人 上 一 条 曲线 , 记 其 为 了 [这 时 了 = (3(s),91(s),92(s)) 91(s) 是 
y(s) 的 切 癌 量 .] 

称 形式 入 (wi2) 为 7 的 测 地 曲率 形式 .[ 在 欧 几 里 得 情形 这 恰好 是 通常 的 曲率 
(见习 题 ). 

让 我 们 考虑 那些 使 测 地 曲率 为 零 的 曲线 , 即 那 些 切 向 量 相互 平行 的 曲线 . 我 
们 称 这 种 曲线 为 关于 所 给 黎 曼 度量 的 测 地 线 . 注意 , 在 局 部 坐标 下 一 条 曲线 为 测 
地 线 是 由 一 个 二 阶 微分 方程 给 出 的 . 因此 测 地 线 C(.) 被 C(t),C"(t) 在 任意 固定 
t 的 值 所 惟一 确定 . 在 第 十 三 章 中 我 们 要 用 “ 测 地 线 ” 来 表示 一 条 局 部 使 长 度 极 
小 化 的 曲线 . 下 面 的 几 个 习题 的 目的 是 要 证 明 在 现在 意义 下 的 测 地 线 具有 这 个 
性 质 . z 


习题 


IL4 设 zy 为 UC M 上 的 局 部 坐标 . 通过 曲线 y = 0( 即 在 局 部 坐标 下 的 zx - 轴 ) 上 每 
点 , 构造 正 交 于 此 曲线 的 惟一 的 测 地 线 ( 见 图 11.16). 设 s 为 沿 此 测 地 线 的 弧 长 参数 ， 
从 而 通过 (4,0) 的 测 地 线 由 
(y(u, s), z(u, 3)) 


11.16 图 11.17 


11.5 


ll. 
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给 出 . 证 明 上 映射 (4%, s) 一 > (y(%,s),z(w, 3)) 在 (0,0) 有 非 零 雅 可 比 , 因而 在 某 个 开 子 

集 U' C U 上 定义 了 一 个 坐标 系 . 

我 们 要 做 进一步 的 坐标 变换 . 设 Y 为 UV" 上 的 向 量 场 , 其 由 下 面 的 性 质 所 定义 : 
Yl=1, (Y 元) = 0,(Y,du) >o0 


因而 Y 正 交 于 测 地 线 v = 常数 并 且 指 向 的 增 大 方向 我 们 来 考虑 这 个 向 量 场 的 
解 曲线 , 它 是 沿 测 地 线 u = 0 上 的 初始 位 置 作为 参数 的 . 这 就 是 说 设 "为 沿 测 地 线 
u = 0 的 弧 长 参数 , 并 考虑 映射 


(wo > (vu, s (u,v)), 


中 的 s(w,v) 是 Y 经 过 (0,v) 的 解 曲 线 与 由 % 给 出 的 测 地 线 的 交点 的 s - 坐标 ( 见 图 
11.17). 存在 性 定理 , 对 参数 的 光滑 地 依赖 性 连同 曲线 w= 0 和 s = 0 已 经 是 正 交 的 
这 个 事实 , 保证 了 我 们 能 够 找到 某 个 邻 域 W 使 得 (w,v) 为 W 上 的 坐标 . 因此 我 们 
便 构 造 了 坐标 系 使 得 曲线 4 = 常数 为 测 地 线 , 而 曲线 = 常数 和 v= 常数 正 交 . 这 样 
一 个 坐标 系 被 称 为 测 地 平行 坐标 系 . : 


设 (wv) 为 UC M 上 的 坐标 系 , 其 中 饶 9 2 六 ) = 0, 故此 度量 有 形式 


ds’ = pdu’ + qdv”. 


对 时 2 人 eXT 一 个 使 得 V(z) =< 甩 ,所 >, 其 中 所 = ( 训 )/ 
和 丘 = (高) = pdu02 = qdv 给 出 了 形式 % 和 ba 以 及 
wi2 = dr—7 “(3 + = } 2av) 
5 1 10 /10g D (10p 
r= 吾 | 训 G3 吕 ) + 部 (3 名 | 
IL7 设 (wv) 为 习题 IIL.5 中 那样 的 测 地 平行 坐标 系 . 由 Cu(v) = (wv) 给 出 的 曲线 C。 


是 测 地 线 . 因而 (CO”(v),wi2) = 0. 但 在 我 们 的 局 部 坐标 下 , 由 于 C (o) 总 是 干 行 于 
基 向 量 户 中 的 一 个 , 并 且 因 为 沿 C, = 常数 , 故 


(C (v), i du) = (C (v), du) = 0, 


从 而 (C”(v),d7) = 0. 于 是 我 们 最 后 得 到 列 = 0 或 者 说 g = q(v). 让 我 们 把 参数 
换 为 岂 = q(t)dt. 于 是 (w,v) 是 个 测 地 平行 坐标 系 ， 对 此 坐标 我 们 有 


ds? = pduw + gdw’, 
并 且 这 时 沿 任意 u= 常数 的 曲线 的 弧 长 为 | du 
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ITL.8 证 明 当 | | 充分 小 时 , 任意 联结 (0,0) 和 (0, w) 的 曲线 其 弧 长 必定 至 少 为 | w |.( 由 
于 我 们 原来 的 曲线 z = 0 的 选取 是 随意 的 , ) 我 们 因而 有 结论 说 , 测 地 线 局 部 地 极 小 
化 了 长 度 . : 


IL9 设 < wz > 为 一 个 黎 曼 流 形 中 一 个 开 集 U 上 的 局 部 坐标 , 具有 的 性 质 是 , 由 Cs(w) = 
(w, z) 给 出 的 曲线 C。 是 依 弧 长 作 参数 的 测 地 线 。 因此 z= 常数 是 条 测 地 线 且 


0 、 
36|=+ 
四 0 2\_, 
Ow Oz 


证 明 9 = 0.[ 交 示 : 由 对 C7 区 ) 法 正 交 化 得 到 一 个 映射 少 , 它 的 相关 联 的 形式 


0 和 0s 强 由 遇 = dw 十 adz,02 = bdz 给 出 , 其 中 b= =| 二 -( 药 川 .然后 计算 
”也 和 12, 并 运用 z = 0 为 测 地 线 的 事实 .| : 


IIL.10 构造 测 地 极 坐标 . 就 是 说 , 对 固定 的 pe M, 设 0 为 Tp(M) 中 单位 圆 上 的 角 坐标 . 对 
每 个 9, 设 Ce(-) 为 惟一 的 测 地 线 , 它 以 弧 长 为 参数 ， 并 使 得 C(0) = p,C'(0) 对 应 于 
T,(M) 中 的 角 9. 证 明 映 射 (7,9) 一 Ce(7) 给 出 了 在 U 一 {p} 上 的 “坐标 ”, 其 中 
U 为 p 的 某 个 邻 域 . 取 <7,9 > 为 习题 II.9 中 的 < z,w > 并 取 了 = 0 的 极限 , 最 后 
得 到 


因此 利用 UV 一 {p} 上 的 “坐标 ”< 六 0 >, 其 黎 曼 度量 便 有 了 形式 
ds 一 dr 十 4d02. 


这 些 对 于 一 般 二 维 黎 受 流 形 的 坐标 类 比 于 第 九 章 来 尾 中 在 平面 和 球面 上 引进 的 极 从 
标 ， 在 那里 所 给 出 的 论证 一 般 地 可 用 来 给 出 测 地 线 局 部 极 小 化 了 长 度 这 个 论断 的 另 
一 个 证 明 


现在 我 们 继续 研讨 等 式 
dw12 = 一 fr*( 下 有) 


的 推论 . 
设 DD 为 M 上 具 正 则 边界 的 区 域 , % 为 DD 的 某 个 邻 域 到 的 映射 , 它 满足 
rou%= 恒 同 映射 . 于 是 由 斯 托 克 斯 定理 ， 


/ Vp” (wi2) he -人 Fo (II.12) 


其 中 8 为 M 上 的 面积 形式 . 


附录 HI 下 中 曲面 的 初等 微分 几何 “527. 


让 我 们 将 此 运用 到 下 面 构造 的 少 上 : 设 Y 为 紧 流 形 M 上 的 一 个 向 量 场 , 它 
只 在 有 限 个 点 pi1,… ,pr 上 为 零 . 在 每 个 使 关 0 的 点 ZE M 上 , 设 fi(7) = = 
rT 令 W(z) =< 7x, 有 (7), f(z) >. 在 每 个 点 pi, 选取 分 图 表 (Ui, hi) 使 得 Ui; 不 
包含 其 他 的 点 p;, 并 在 平面 上 有 hi(pi) = (0,0). 设 4ir 为 hi (C7), 其 中 Cr 是 
平面 中 半径 为 > 的 圆 .[ 这 里 的 7 很 小 使 得 Cr 在 hi(Ui) 内 设 DD = M 一 UilYir 
的 内 部 )， 我 们 必须 计算 (wi2), 其 中 的 ?ar 是 顺 时 对 定向 而 不 是 逆 时 针 
的 . 为 此 , 我 们 在 Pi 附近 引进 由 坐标 zl x? 来 的 法 正 交 标 染 . 因此 我 们 有 了 坐标 
Tl, 2?,7, 其 中 T(z, fi, f2) 度量 了 fi(z) 与 Fr |z 形成 的 角 . 因此 ( 取 YiryT 顺 时 
针 ) 


-人 ar)= 2r . (Y 在 pi 的 指数 ) 
但 wwiz = WW*dr 十 由 (kiQn 十 ja ), 故 
一 [ w*wi2 = 2x.(Y 在 pi 的 指数 ) 十 人 ji101 + ka0°. 


现在 让 一 0, 右 端 第 二 项 为 零 , 而 (IIL.12) 右 端 有 fp 一 Jw. 因此 我 们 便 证 明了 
下 面 的 断言 : 
设 Y 为 在 有 限 个 点 p1,… ,pn 为 零 的 疝 量 场 . 于 是 有 


》_indexpi (Y)= 去 /| KdA. (I1.13) 


特别 地 , 一 个 向 量 场 的 指数 和 与 此 向 量 场 无 关 , 同时 曲率 的 全 积分 也 与 歼 受 
度量 无 关 . 

举例 来 说 , 如 果 M 为 92, 则 切 于 经 圆 的 向 量 场 只 在 南北 极为 零 , 而 在 这 些 
点 的 指数 为 +1. 因此 (1I.13) 说 5? 上 任意 向 量 场 的 指数 和 必 为 2 特别 地 , 不 可 
能 在 $2 上 构造 一 个 处 处 不 为 零 的 向 量 场 )， 另外 , (TI.13) 还 说 , 不 管 9” 上 被 最 
予 了 什么 黎 曼 度 量 , 我 们 总 有 


/ KdA = 47. 
G2 


相似 地 , 如 果 M 为 环 面 , 我 们 可 在 上 面 构造 一 个 处 处 不 为 零 的 疝 量 场 , 因而 
(IL13) 的 那个 整数 为 0. 
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习题 


设 M 表示 环 面 , 角 坐 标 为 p1, pz( 准 确 到 27). 映射 已 代表 M 到 三 维 欧 氏 空间 的 一 个 浸入 ， 
其 定义 为 : 


T1 一 (2 十 coswp1i )cOosw2， 


X2 = (2 + cosy1 )Sinwo2， 


TX3 二 SIN1. 


IL11 由 下 诱导 的 M 上 的 黎 曼 度量 是 什么 ? 就 是 说 , 对 每 个 pe M 计算 (站 2 B07) ， 


Dopl Op!1 
( © 0 ) 
Op1 Op 


由 对 可， B50 进行 法 正 交 化 得 到 的 向 量 场 . 有 ,万 的 显 式 表 达 式 是 什么 ? 


I1.12 对 于 这 个 黎 曼 度量 此 环 面 的 总 面积 为 多 少 ? 


II.13 利用 习题 IIL.11 给 出 的 向 量 场 户 , fo 我 们 可 以 引进 省 上 的 (和 角 ) 坐标 p1, pz,7. 在 这 
些 坐 标 下 , 仿 上 的 向 量 值 函数 义 , 及 , f2, fs 的 显 式 表 达 式 是 什么 ? (这 些 向 量 值 画 数 应 
该 用 三 维 欧 氏 空间 中 固定 的 标准 基 给 出 , 即 为 yp1, p2,T 的 函数 的 三 元 组 .) 因此 


和 人 (它们 可 以 用 wm ,es 的 函数 给 出 ) 设 户 , 户 代表 


X(pl Pp2,T7) =< (2+ cosp1)cosp2, (2 十 cospljsinp2ySinpl > . 


对 于 有 i, fo, fs 的 相应 表达 式 是 什么 ? 
II.14 由 dwi,dw2,dT 给 出 的 将 上 的 形式 wi,w2,wi2 的 显 式 表 达 式 是 什么 ? 


II.15 AM 的 高 斯 曲率 K 是 什么 ? (K 还 是 要 作为 p1 和 .yp2 的 函数 来 表示 . ) 在 M 上 哪些 
点 高 斯 曲率 为 正 , 哪些 点 为 负 ? 


II.16 在 任意 的 黎 曼 流 形 上 有 一 种 显然 的 方法 把 一 个 线性 微分 形式 与 向 量 场 等 同 起 来 ( 通 
过 以 Ts(M) 上 的 内 积 给 出 TZ(M) 与 Te(M) 之 间 的 等 同 .) 如 果 9 是 个 函数 , 与 形 
式 dg 相关 联 的 向 量 场 被 记 为 gradg. 设 M 为 具 上 面 所 给 的 聚 曼 度量 的 环 面 ， 并 设 
zl 为 由 zi(pl, pa) = (2 + cospi)cospa 给 出 的 函数 . 证 明 向 量 场 七 = gradz1 正好 
在 四 个 点 上 为 零 , 计算 这 些 点 中 每 一 个 的 指数 . 


设 zlLz2z 为 UC M 上 的 局 部 坐标 系 , 全: U 一 六 由 法 正 交 化 < 0/07 ， 
8/bz2 > 给 出 的 映射 于 是 在 x-!1(U) 上 的 坐标 为 r or,z o 7,7, 其 中 7(z) 是 有 
与 D/Dzl 的 夹 角 , 而 z =< fi, f2 >. 于 是 在 fr ”(U) 上 有 


(uta2 一 dT 二 kia!l 十 k2Q» = dr 十 TW 12， 
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2 和 2O2. -一 


设 C 为 U 中 曲线 , 满足 C'(t) > 0, 而 C 为 苑 D) 中 曲线 , 它 对 每 个 t 派 定 了 单位 切 
向 量 C'(t)/ 1C 的 目 . 于 是 


he = /con = | vst | QT， 
C C 


其 中 7 为 C 区 与 z- 轴 间 的 角 . 
从 这 个 会 \ 式 我 们 可 以 推导 出 许多 有 趣 的 结果 , 我 们 将 其 以 习题 形式 叙述 于 后 . 


ITL17 证 明 一 个 测 地 三 角形 的 内 角 和 由 27 一 /KK8 给 出 .( 一 个 测 地 三 角形 是 个 由 三 条 测 
地 线 为 边界 的 区 域 .) 

II.18 设 D 是 个 区 域 , 它 在 局 部 坐标 下 由 一 个 简单 多 边 形 给 出 。 因此 
8D = Cl U.…UC。, 其 中 每 条 曲线 Ci 是 在 局 部 坐标 系 下 的 直线 
段 . 设 ai,-… ,ak 为 内 角 ( 见 图 11.18). 证 明 


kr+ | kf = 27— 人 oa 
D 2 CG 


TIL19 如 果 M 为 紧 曲 面 , 则 此 给 了 我 们 另 一 种 计算 (IL13) 中 整数 的 办 法 . 


定义 IIL.1 一 个 紧 二 维 微分 流 形 M 上 的 胞 腔 训 分 是 一 个 闭 子 集 两 ，…… ,Fm ( 称 为 
胞 腔 ) 的 有 限 组 , 使 得 M = Wii 天 ,它们 满足 

(1) 对 每 个 存在 的 一 个 邻 域 到 一 个 具 ni 条 边 的 (ni 之 3) 的 多 边 形 上 的 一 对 
一 的 双 可 微 映 射 . 

(2) 对 宇 头 记 或 者 忆 门 本 为 空 或 者 所 (Fi 天) 是 对 应 多 边 形 的 一 条 国定 边 或 一 
个 顶点 . 


设 矿 为 此 二 维 黎 曼 流 形 的 胞 腔 训 分 的 面 数 ，e 为 边 数 , 而 " 为 顶点 数 . 证 明 
一 一 Kf. 
一 ee 十 了 / 


因此 fe 十 v 不 依赖 于 此 胞 腔 剂 分 因此 我 们 给 出 了 三 种 方法 来 计算 与 此 流 形 相 关 的 
_ 个 整数 、 称 这 个 整数 为 殉 拉 特征 , 以 X(M) 表示 . 因此 


x(M) = 人 Kf= f -et+v= 》 indexp,Y 


I1.20 称 一 个 胞 腔 剖 分 为 一 个 正则 的 胞 腔 剖 分 是 说 每 个 面具 有 相同 数目 的 边 ， 而 每 个 项 点 与 
相同 数目 的 边 相 连 . 证 明 在 球面 的 正则 胞 腕 前 分 中 最 多 只 1 有 五 种 可 能 的 面 数 ， 由 此 得 出 
结论 说 , 最 多 只 有 五 种 “ 正 立体 ”. 
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12.1 立体 角 


在 下 面 x1,… ,z" 表示 到 中 的 欧 几 里 得 坐标 . 设 7? = (x1)? 十 … 十 (x")?; 
于 是 dr? = 2rdr, 故而 我 们 有 


rdr = > ridr’, 
PC 二 >》 (-1D)' lv’'dz! 入 :do 和 dr", 


d*rdr=ndri 和 人 .Adzn， 


设 i 表示 单位 球面 的 内 射 S"-! 一 可. 设 VV, 表 示 单 位 球 的 体积 ， 4 -1 表示 
( 一 1) 维 单位 球面 的 体积 . 半径 为 > 的 球面 的 体积 便 是 r" 1 4;_1, 故 


1 
Vy 一 | rn 4 dr 一 一 4 1， 
0 nn 


由 于 关 (*rdr) 是 一 个 (n 一 1) 形式 , 它 在 旋转 下 不 变 , 所 以 它 是 S$" 的 体积 形式 
的 某 个 倍数 . 由 斯 托 克 斯 定理 ， | 


“(*rdr) = *rdr = 二 n dz! “ “ 
fo dr ) | .4 d | .A 人 dr 
将 此 与 上 面 的 比较 , 我 们 得 到 i*(*rdr) 是 单位 球面 上 体积 形式 的 绪论. 


12.1 立体 角 - 531 . 


设 p 代表 Er? -- {0} 到 单位 球面 上 的 投影 . 令 
T 一 六 全 (*xradr). 


我 们 称 7 为 立体 角 元 素 . 它 在 任何 一 个 (n 一 1) 维 曲 面 上 的 积分 给 出 了 此 曲面 在 
(n 一 1) 维 单位 球面 上 投影 的 体积 ( 算 上 定向 的 符号 和 重 数 ). 

因为 *(*rdr) 是 在 (n 一 1) 维 流 形 S" "上 的 一 个 (n 一 1) - 形式 , 而 在 (n 一 1) 
维 流 形 上 的 任意 (n 一 1) - 形式 的 d 必定 为 0, 那么 


dr = dp’*i* (*rdr) 一 三 (GO (*rdr)) = 0, 


所 以 我 们 有 
dT = 0. 


设 ia 代表 S"-! 作为 半径 为 RR 的 球面 到 EF 的 内 射 ( 故 生 = 个. 于 是 直接 
从 定义 得 到 : 


其 中 dS 为 所 诱导 的 体积 形式 ( 见 图 12.1). 


一 到 


图 12.1 


现在 半径 为 R 的 球 的 体积 为 R"Va, 半径 为 R 的 球面 的 体积 (面积 ) 为 
Fn-14。，; = R-1(nR"Va) ， 这 时 访 (xdr) 是 个 (n - 1) - 形式 , 因此 有 某 个 函 
数 了 使 让 (xdr) = fdSa. 由 于 xdr 和 dSR 在 旋转 下 都 不 变 , 我 们 由 此 知道 f 是 
个 常数 . 但 是 


/ ip(*rdr) = n | dx! A::-.Adzr" = nR"V,, 
Sn-1 B"(R) 


故 由 此 得 到 


dSR 一 有 (下) = 7h(*dr). 


Tr 
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. *dr 
( (> 一 A ) 一 0. 


现在 设 吃 为 E” 一 {0} 中 任意 一 个 点 ， &1) 0 , En—1l 为 2 的 切 阿 量 . 于 是 由 上 面 的 


等 式 知道 ， 
CE 


在 所 有 这 些 & 切 于 中 心 在 原点 的 球面 , 并 经 过 x 时 为 零 . 如 果 其 中 一 个 &， 

璧 如 & 是 ( 京 ) 的 倍数 时 ， 这 个 表达 式 也 为 零 ， 其 理由 是 7T(&1,… ,如 -1) = 

1 (*rdr)(pré1, , PxEn—1) 并 且 pxél 二 0， 以 及 *dr(€1,-…- ，*) 三 0. 由 多 重 线 

性 性 , 我 们 的 结论 是 此 表达 式 恒 为 专 , 因此 
xdr rdr _ TD(-l)'ividz! 入 .Adazi 和 .Adzn 


了 一 一 一 


因此 


3 


其 中 人 表示 对 应 的 项 已 被 略 去 . 


12.2 ”格林 公式 
设 忆 和 vw 为 了 上 的 光滑 函数 . 于 是 


du = Dri ， 
改 0 
2 一 vu 了 nn 
*du = 》 (一 ] ) Pd 人 和 人 dz 入 .Adzn， 
因此 
D 1 Nn 1 1 
d* du = 2 7 dzrl 入 .Adon = Audr! A:..A dr”, 
其 中 算 子 : 
z 0? 02 
N= tr + (Orn) 
被 称 作 拉 普 拉 斯 算 子 . 


设 U 是 具 紧 闭 包 的 开 子 集 , 并 有 几乎 正则 的 边界 ( 见 图 12.2), 令 


Ou Ov 1 网 
pvt = [eure = frrae= f ( ; 吕 吕 ) dr 人 人:.:Adr. 


”12.2 格林 公式 .533 。 


图 12.2 


现在 有 [owu*dv = fd(w*dv). 但 是 dw* dv)= du 人 *dv+uAd*dv， 故 
| u* dv = Dvulu,v|+ / (uAv)dr' A:..Adzr". (2.1) 
OU U z 
由 于 Dr 对 于 ww 和 w 是 对 称 的 , 我 们 有 


/ uxdv ~v#du= | (Av -vAwdrt A A do" (2.2) 
OU U 


假设 U 包含 了 原点 , 设 Ue = UV -Bc, 其 中 B。 为 中 心 在 原点 半径 为 s 的 球 . 设 
7 = r2-n. 1 则 dv = 二 (2 一 n)rl-"?dr 并 且 *dv = 一 (n 一 2)7, 故 dx*dv=0. 代入 (2.2) 
式 并 取 < 足够 小 使 得 50。 = 9U - 9B。, 我 们 得 到 


2—Nn Cl 
-mn-2) 上 (ur+ - | ur+en | *du 
9U n—2 3B。 8B. 


=- | r2—nAvdr! A...Adr". 
Ue 


我 们 来 考查 一 下 当 < 一 0 时 会 发 生 什 么 . 左边 第 一 项 不 依赖 于 e. 对 第 二 项 , 我 
们 记忆 = w(0) + (2) 则 第 二 项 成 了 (n 一 2)An_1u(0) 十 DD(e). 对 第 三 项 , 我 们 写 


成 : 
/ sdu= | dxdu= | Audz A,.:*: A dr". 
BB. Be Be 


因此 左边 第 三 项 以 sn-2 阶 成 为 0. 由 于 2- 是 到 上 的 可 积 函数 , 故 右 端 趋同 
于 一 万 r2-"Audzl 入 … 和 Adz". 因此 , 如 果 让 < 一 0, 我 们 得 到 


2—n 
An-_i1u(0) = / 名 十 一 一 _ / r2 "Audzr: 入 人 dr" (2.3) 
aU nC 2 nC—2 1 


1 对 n= 2, 邻 v= logr. 
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特别 , 如 果 4 是 个 调和 函数 , 即 Av = 0, 则 


i 人 
: “0) An-i h, 1 An-i(n — 2) BU rn—2 (2.4) 
在 U = B。 的 特殊 情形 , (2.4) 式 右边 第 二 项 变 成 了 
1 1 
,ma 0 
因此 (由 4, -+ 和 的 定义 ) 有 
js, udS 
u(0) 和 fs, ds ? (2.5) 


其 中 5。 为 半径 为 a 的 球面 , dS 为 其 体积 元 . 换 句 话说 , 如 果 以 是 个 在 某 区 域 中 
的 调和 函数 , 则 % 在 任 一 点 的 值 等 于 以 此 点 为 中 心 的 任意 球面 上 的 平均 值 , 而 此 
球面 的 内 部 完全 包含 在 此 区 域内 . 


12.3” 极 大 值 原理 


等 式 (2.5) 有 许多 令 人 吃惊 的 结果 , 我 们 现在 来 阐述 它们 . 设 4 是 个 在 区 域 
U 中 的 调和 函数 . 设 zo 为 U 中 一 个 点 , 并 设 存 在 zo 的 邻 域 W 使 得 W CU, 并 
且 对 所 有 ze W， / 
u(rT) < u(xo). 
( 见 图 12.3), 设 5。 为 半径 为 a 中 心 在 zo 的 球面 , 其 中 a 小 得 使 B。C W. 于 是 
对 所 有 ze S。 有 u(x) < ul(zo). 因此 


So Sa 


12.3 图 12.4 


12.3 极 大 值 原理 ' 535 . 


如 果 有 某 个 点 ze 5a 使 Wz) < wzo), 则 由 4 的 连续 性 知 对 所 有 充分 靠近 z 的 
所 有 点 y,u(y) 都 小 于 w(zo). 但 是 如 此 一 来 , 上 面 的 不 等 式 将 会 是 严格 地 不 相等 ， 


即 
/ udS < ul(z0) | dS, 
Sa Sa 


这 与 (2.5) 式 矛 盾 . 因此 我 们 对 所 有 z € 5。 必 有 
u(7) = u(xo). 


现在 假设 W 是 个 连通 的 开 集 , 即 假定 了 W 中 任意 两 个 点 可 以 用 全 部 在 W 中 
的 一 条 连续 曲线 相 联 结 . 设 y 为 W 中 任 一 点 , 而 C 为 联结 zo 和 y 的 一 条 曲 
线 ， 在 此 曲线 上 每 点 x 我 们 可 以 找到 中 心 在 x 而 整个 在 W 内 的 一 个 充分 小 
的 球 . 由 C 的 紧 性 , 我 们 可 以 找到 有 限 个 这 种 球 履 盖 了 C. 因此 可 以 正式 披 述 
为 : 存在 有 限 个 球面 5。,,… ,So 使 得 每 个 球面 及 其 内 部 都 完全 在 W 中 , 56， 
以 zo 为 中 心 , S。。，, 的 中 心 zi 在 Sa 上 , 而 ye S50,( 见 图 12.4). 但 是 这 表明 了 
u(zo) = u(Z1) = … = 二 w(xk) = 4(Y). 换 句 话说 , 我 们 建立 了 下 面 的 命题 . 


命题 3.1 设 以 在 一 个 连通 开 集 WW 内 为 调和 沪 数 ,并且 假设 以 在 茶点 XT0 EW 
取得 了 极 大 值 . 于 是 ,4 在 WW 上 为 常数 . 


这 个 结果 的 一 个 直接 推论 十 : 


命题 3.2 设 U 为 连通 开 集 ,而 可 为 紧 . 则 如 果 纪 是 可 上 连续 ,UU 中 调和 的 
画 数 , 则 除了 妈 是 第 数 外 有 


uU(Z) < maxyeau u(y). (3.1) 


证 明 事实 上 , 因为 5 为 紧 , 4 为 连续 , u 必定 在 UV 中 某 点 zo 取得 极 大 值 . 
如 果 我 们 可 以 实际 上 选取 zo EU, 那么 由 命题 3.1, 4 必定 为 常数 . 如 果 4 非 浓 
数 , 则 zo e 9U, 从 而 有 (3.1) 式 口 


由 此 我 们 推导 出 


命题 3.3 设 U 为 连通 的 开 集 且 可 为 紧 . 设 了 和 ?为 U 中 的 调和 函数 并 在 
万 上 连续 . 假设 对 所 有 y E 9U 有 


u(y) = v(Y), 
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则 对 所 有 x EU 成立 


w(x) = vz). 


证 明 事实 上 ,% 一 v 满足 命题 3.2 的 假设 条 件 , 并 在 边界 0U 上 为 零 . 因此 对 
z+ EU 有 w(x) 一 v(x) < 0. 相似 地 有 w(xz) 一 w(x) < 0, 这 朋 涵 了 此 命题 . 口 


另 一 种 阐明 命题 3.3 的 方式 是 说 , 在 一 个 区 域 Z 上 的 调和 函数 完全 被 它 的 
边界 值 决 定 . 这 是 一 个 惟一 性 定理 : 最 多 只 能 有 一 个 具 已 知 的 边界 值 的 调和 函 
数 . 这 提出 了 决定 相对 应 的 存在 性 定理 是 否 成 立 的 问题 , 这 就 是 有 名 的 狄 利克 
雷 问 题 . 

狄 利克 雷 问 题 已 知 定义 于 67 上 的 一 个 连续 组 数 ， 是 否 存在 一 个 函数 1 

它 在 7 上 连续 , 在 U 中 调和 , 并 对 所 有 y € 6U 有 u(y) = f(y)? 

我 们 将 在 第 9 节 中 证 明 , 对 于 具有 几乎 正则 边界 的 区 域 , 犹 利克 和 雷 问题 电 是 

可 解 的 . 


12.4 格林 国 数 


” 设 UU 是 个 在 上 面 可 以 解决 狄 利克 雷 问 题 的 区 域 . 我 们 在 这 一 节 要 证 明 这 个 
解 可 以 用 在 边界 上 的 某 个 积分 “ 显 式 地 ”给 出 这 个 解 
首先 引进 一 些 记号 . 对 每 个 ze 严令 - 
1 
We) Da 


故 (对 固定 的 z) 在 EY? 一 {zx} 上 成 并 


其 中 ye 可 一 {zj > 3)， 


] 
*dKn (7, -) 一 A “7， 


其 中 的 7 代表 在 点 zx 的 立体 角 . 于 是 对 z EU, 等 式 (2.3) 可 以 写 为 


2(Z) = he * dKn(z,:) + Kn(z,:) * du| — | Krk, ‘J)AUdV. (4.1) 


现在 对 固定 的 ze U, 函数 Kn(x,y) 当 y 在 8U 上 变化 时 是 y 的 可 微 淆 数 . 由 假 
设 条 件 , 我 们 因此 可 以 找到 一 个 函数 h(x, ), 它 在 U 中 调和 , 在 U 上 连续 , 使 得 


h(z,y) = 一 Kn(z,y) ”对 所 有 y € 8U 成 立 (4.2) 
?这 是 对 n > 3 的 情形 . 当 n = 2 时 , 令 K2(7,9) = (1/27)ln|z 一 让. 
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另外 , 对 固定 的 y, h(x,y) 是 z 的 连续 函数 . 事实 上 , 由 极 大 值 原理 ， 


h(x1,Y) 一 h(x2,y)| < may |Kn(72, 2) — Kn(Z1, 2)|. 


而 对 所 有 > € 8U, 只 要 z 离 9U 维持 一 个 固定 的 距离 ,Kn(7,z) 便 显然 对 zx 是 
一 致 连续 的 . 因此 我 们 已 经 构造 了 一 个 函数 hv 使 得 

Gi) hu(z,y) 对 xz,y EU 是 zy 的 连续 函数 , 并 对 y EU 对 y 可 微 ; 

(ii) 对 每 个 固定 的 x, Ayhv = 0, 即 Ahv(z,:)=0; 

(ii Gu(z,Y) = Kn(x,y) + hvu(z,y) = 0 对 y€ OU 成立. 

称 函 数 Gr 为 区 域 U 的 格林 函数 . 我 们 暂且 假定 Gr 存在 , 并 由 此 推导 出 
它 的 一 些 性 质 . 记 G = Gr， 只 要 不 会 产生 混淆 我 们 就 这 样 做 ， 首先 要 证 明 对 
zt € U,y EU, 我 们 有 


G(x,y) = G(y, 2). (4.3) 


设 Bs。 和 B,。 为 关于 z,y 的 小 球 . 在 (2.2) 式 中 设 4 = G(x,),v = G(y,)， 
其 中 的 U 换 做 U 一 Bs。 一 By。. 由 于 这 两 个 函数 都 在 此 区 域 中 为 调和 并 在 8U 
上 为 零 , 我 们 得 到 
OB,,e OBy,e 


=| G(y,*) * dG(7, *) + |/ G(y,*) * dG(z, ). 
8B。。 8B,。 


我 们 要 证 明 当 se 一 0 时 其 左 端 趋向 于 G(z,y) 而 右 端 趋向 于 G(y,z). 由 对 称 性 ， 
只 看 看 左 端 就 行 了 . 现在 有 


/ G(x,) # dG(y, *) = / G(z,.) # dKa(y,) 
OBy,e DOB, ,e 
+| G(x,) * dh. 
8B, . , 


由 于 4 1 * dK 是 关于 y 的 立体 角 , 那么 就 像 在 (2.3) 式 的 证 明 中 那样 , 右 端 第 
一 项 趋向 于 G(x,y). 又 因为 G(z,) 和 在 By,e 为 光滑 函数 ， 故 第 二 项 趋同 于 0， 
另 一 方面 ， 


| G(x, ) * dCty， -) 一 | K(z, ) * dG(y, ) 十 / h(z, 让 * dG(y, ). 
BBs»,e HBr,,e OB, . 
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如 同上 面 那样 , 第 二 项 趋同 于 0. 第 一 项 (对 n > 3) 可 写 为 


1 1 
An_1(n 一 2)en 一 2 / Bp. *dG(y, *) = A en 周 _ dxrdG(y) = 


这 是 因为 G(y,) 在 Bz,s 为 调和 函数 . 对 于 n = 2 情形 以 loge 代替 s" ”得 到 同 
样 的 论证 .(4.3) 式 得 证 . 

设 4 为 U 上 任意 一 个 光滑 函数 . 将 (2.2) 式 用 于 UU 一 Bz, 上 的 4 和 w= 
G(z,). 我 们 得 到 (由 于 在 8U 上 G(x,:) =0) 


|, 2 dG(Y, 一 hs uU* dG(T,.) + hs G(7,:)* du 
: = | Ge,.)Audzl A A dr". 
U 
左 端的 第 三 个 积分 可 以 写 为 
| Kn(X,:) * du 十 / h(x,:) * du 
OBo,e 
1 
一 A en en |, *du 十 hs h(x,.) 


如 (sn + O(c) 


一 An(n — 2)e"n-? 
从 而 趋向 零 .( 对 n 一 2 作 通 常 的 修改 后 同样 可 行 .) 我 们 得 到 
u(7) = / G(x,.)Audz! 入 .….Adzn 十 | vu * dG(7, 小 (4.4) 
U OU 


我 们 看 到 ，(4.4) 式 表 明 如 果 我 们 知道 对 AF = f 存在 一 个 满足 边界 条 件 
严 =0 的 解 , 则 它 由 
F(z) = / G(x,y)f(y)dy 


给 出 . 相似 地 , 如 果 我 们 知道 问题 
Au 二 0， 且 对 z € GU 有 u(x) = f(z) (4.5) 
存在 一 个 光滑 解 , 则 它 必 由 
u(r) = / ux dG(z, ) (4.6) 


给 出 . 重要 之 处 在 于 要 看 到 这 些 公式 是 对 U 的 格林 函数 的 存在 性 的 推论 ， 因 此 
一 旦 我 们 能 够 找到 函数 h 使 其 满足 (i) 和 (过 ), 则 它们 便 都 成 立 ， 
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12.5 ” 浊 松 积分 公式 


在 这 一 节 我 们 要 对 半径 R 的 球 显 式 地 构造 格林 了 晴 数 . 设 BR 为 半径 为 瓦 ， 
中 心 在 原点 的 球 . 


对 任意 7zE Er 一 {0} 设 zx’ 为 z 关于 半径 为 R 的 球面 的 反 演 映 冉 的 像 : 
,__R 


二 几 。 
zh 


定义 函数 GR 为 ” 
1 及 ?一 
Ty ey 0 
An-i(n 2)G R(T, y) 一 
1 1 
EI oi 
(5.1) 
如 果 ze Bn 到 ze BR 故 (5.1) 式 右 端 的 第 二 项 为 BR 上 的 连续 调和 到 
数 . 我 们 仅仅 要 验证 性 质 (ii 成立. 现在 对 jy 人 = RR, 我 们 由 相似 三 角形 (或 直 


接 计 算 ) 有 


及 gm 
= a (52) 
使 得 对 上 y=R 有 
GR(X,Yy) =0 


( 见 图 12.5). 这 就 是 (说 ), 从 而 我 们 已 经 验证 了 GR 对 于 半径 为 RR 的 球 是 其 格林 
函数 ， 

要 应 用 (4.4) 式 我 们 必须 在 半径 为 RR 的 球面 上 计算 *dGa, 现在 用 (5.1) 式 
我 们 (对 z 头 0) 有 


Rn-2 
An_1 * dG R(X, :) 一 了 7 一 | 22 ” 


y’ Mr BR?—? y’ — zi | y | 
-一 一 一 一 一 一 一 一 一 六 L/ ， 
> {1 | z 2 一 一 天 


ioglly 一 zl -log zy 一 必 由 如 果 z 关 0 
3 如 果 m= 2, 邻 Gk(7,Y) = 


log || y || — log BR, 如 果 z = 0. 
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图 12.5 


但 由 (5.2) 式 , 如 果 | y= R, 则 


R"—* zj 
| zl- ym—z ll Ry oz | 


因此 我 们 看 到 , 对 || y= RR 有 
ip(An-_1 * dG ) 
i 1 i i [zl i RE i 
| iT rb “EE C -Tp )|*% | 
人 有 一 zz . 
= roy] 
oo {二 
Ry -zl 
但 访 (*rdr) = RadSR, 其 中 的 dSk 是 半径 为 R 的 球面 的 体积 元 . 如 果 将 其 代入 
(4.6) 式 , 我 们 得 到 了 


2 2 
ve) = 二 让 / 这 u(y) dS ( 泊 松 积分 公式 )。 (5.3) 
在 (5.3) 式 的 证 明 中 我 们 用 了 一 些 假设 条 件 , 即 假定 函数 v 在 球 互 a 的 菜 个 邻 域 
中 可 微 , 并 在 || z ||< 已 时 为 调和 . 实际 上 , 所 有 我 们 需要 假定 的 是 4 对 上 z I< RR 
为 可 微 且 调和 , 并 在 闭 球 || z ||< R 上 连续 . 事实 上 , 对 任意 ‖| z ||< RR, 等 式 (5.3) 
在 以 玉 换 作 R。 时 成 立 , 其 中 | z ||< R。< RR. 然后 我 们 让 Ro 趋向 于 R, 我 们 便 
利用 所 假定 的 4 的 连续 性 恢复 了 (5.3) 式 的 有 效 性 

等 式 (5.3) 给 出 了 一 个 球 的 狄 利克 雷 问 题解 是 在 假定 我 们 知道 了 这 个 解 存 
在 的 条 件 下 才 成 立 的 . 那 就 是 说 , 如 果 4 是 任何 一 个 在 开 球 上 调和 在 闭 球 上 连 
续 , 那么 它 才 满足 (5.3) 式 . 现在 我 们 要 证 明 (5.3) 式 实际 上 是 对 所 指定 的 边 值 的 
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狄 利克 和 雷 问 题 的 一 个 解 . 那么 , 假设 我 们 已 知 定义 于 球面 SR 上 一 个 连续 苯 数 . 
我 们 对 所 有 y € SR 有 了 wu) 对 zx ||< BR 用 (5.3) 式 定 义 4(7z). 我 们 必须 证 明 

(a) 4 对 上 z |< BR 是 调和 的 , 而 且 

(b) 如 果 z 一 > yo,|| yo 上 = R, 则 w(x) 一 2 u(yo). 

要 证 明 (a), 我 们 注意 到 GR(z,y) 是 在 上 zj< Ri < R,Ri <lyll< 关中 的 x 
和 y 的 可 微 函 数 , 并 且 由 构造 知道 , 它 还 是 y 的 调和 函数 . 对 |‖z|< R,|| yj< RR， 
由 (4.4) 式 我 们 知道 有 

GR(X,Y) = GR(Y, 7). 


因此 对 ||y |< RR 中 国定 的 y,Ga(,2) 在 BR- 世上 是 个 调和 函数 . 让 | y | 一 > 
RR, 我 们 看 出 CR(z,y) 对 于 zx ||< Ri1 < 丸和 对 于 每 个 固定 的 ye SR, 它 是 z 的 
调和 荡 数 . 因而 

OGR 

By (TY) 
对 每 个 ye Sr 是 z 的 调和 函数 . 换 句 话说 , +dGR(:,y) 的 所 有 系数 对 每 个 ye SR 
都 是 z 的 调和 函数 , 因此 w(y) * dGaR(,2) 的 每 个 系数 也 都 如 此 . 由 此 得 到 函数 
人 uv dGa(z,-) 是 z 的 调和 函数 , 这 是 因为 这 个 积分 (相当 于 做 关于 z 的 各 种 
导数 的 积分 ) 对 ||zl| < Ra < 玉 是 一 致 收 伍 的 .(a) 得 证 . 

要 证 (b), 我 们 首先 注意 常数 1 是 个 处 处 调和 的 函数 , 故 等 式 (5.3) 可 用 于 

它 . 因此 我 们 有 


R -ll OR _] RR 成 3 5.4 
人 和 1 对 任意 lzl < BR 成立。 (5 


现 设 yo 为 SR 中 一 个 点 , 4 为 SR 上 一 个 连续 函数 . 对 任意 e > 0 可 以 找到 一 个 
6 > 0 使 得 当 ly 一 yol| < 26(y € SR) 有 


[u(y) — u(yo)| < €. 


设 Z1={y€Sa:|ly -yoll > 26},22 = {y € Sr :ly -yoll < 26}. 于 是 由 (5.3) 和 和 
(5.4) 式 , 对 ||zl| < R 我 们 有 


_PR-lsl f/f vy) ~ u(yo) 
u(7X) — u(yo) = (An_i)R 人 ya CR 


所 以 
|&(z) — u(yo)| < H+, 
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其 中 
R? 一 ||z 作 u(y) — u(yo)| 
二 Ah 
TAR a ly- 
Rlzl f/f luy) ~ u(yo)| 
AR J ly-alr “oo® 
现在 如 果 jlyo -zl < 6, 则 对 所 有 y € 21, 我 们 有 |ly 一 zi > |ly 一 yol| 一 上 zx 一 yoll， 
所 以 ly 一 zl| > 5; 因此 对 所 有 使 ||x 一 yol| < 5 的 z, 在 荆 中 的 积分 为 一 致 有 和 堆 . 
因为 当 x 一 yo 时 ||zl| 一 RR, 我 们 最 后 有 当 zZ 一 yo 时 五 一 0. 
关于 了 J， 我 们 知道 对 所 有 Yy EL 有 | 一 u(yo)| < E€, 所 以 由 (5.4) 式 有 


R?* 一 | 下 | EdSp 
An_1R Jz, lly— zll" 


2 | dSp )= 
< 人 AniR Jsa ly-zl) 
证 明了 (b). 


因此 我 们 便 证 明了 : 


定理 5.1 设 以 为 定义 在 球面 SR 上 的 连续 函数 . 存在 定义 于 lz < 上 的 
一 个 惟一 的 连续 函数 , 它 在 球面 SR 上 与 已 知 函 数 由 一致, 并且 对 |lzll < 尽 为 吉 
和 . 这 个 函数 由 (5.3) 式 对 所 有 ||z < 玉 给 出 . 


1 < 
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在 定理 5.1 的 证 明 中 我 们 假定 了 % 在 那个 闭 球 中 连续 , 而 在 开 球 中 有 两 个 
连续 的 导数 , 并 在 开 球 中 调和 . 然而 从 (5.3) 式 可 以 清楚 看 到 , 4 对 llz|| < 玉 具 有 
任意 阶 的 导数 . 事实 上 , 如 果 |lzl| < Ri < RR, 我 们 可 以 微分 (5.3) 式 的 积分 号 内 
任意 次 , 这 是 因为 我 们 所 得 到 的 所 有 积分 对 ||zl| 是 一 致 可 积 的 . 现在 如 果 % 在 某 
个 开 集 U 内 调和 , ze U, 我 们 则 可 选取 R 充分 小 , 使 得 半径 为 RE, 中 心 在 z 的 
球 包含 在 U 内 ( 见 图 12.6). 于 是 我 们 可 应 用 (5.3) 式 . 我 们 的 结论 是 : 


命题 6.1 设 以 为 定义 在 开 集 U 上 的 函数 , 它 具 有 两 个 连续 导数 并 满足 AL 三 
0. 于 是 u 具有 所 有 阶 的 连续 导数 . 


只 要 更 仔细 考查 (5.3) 式 , 我 们 还 可 以 改进 命题 6.1. 设 = R,R < R. 因 
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图 12.6 


此 所 有 |lz| < Ri. 人 
ly 二 zl 一 = >》 4i… ,in (WZ 2 (6.1) 


其 中 的 系数 依赖 于 y 但 此 级 数 对 所 有 |jyl| = R, 关于 z 一 致 收敛 . 另外 , 如 果 DD 
是 关于 z 的 任意 一 个 偏 微分 算 子 , 我 们 则 得 到 一 个 相 类 比 的 展开 式 
D(ly 一 zl ) = 》 Bo ,on (VT! on ， 
其 中 的 这 个 级 数 是 由 (5.4) 式 逐 项 微分 并 在 此 同一 区 域 中 一 致 收敛 得 到 的 . 如 果 
我 们 把 (6.1) 式 代 入 (5.3) 式 , 则 因为 对 y 的 一 致 收敛 性 , 五 可 以 逐 项 积分 此 级 数 ， 
最 后 得 到 | 
一 》 人 al on TT! 人 


这 里 的 这 个 级 数 对 ||zl| < Ri 一 致 收敛 . 另外 , 我 们 可 以 逐 项 微分 此 级 数 . 在 这 
伴 做 时 , 取 在 z = 0 的 值 , 我 们 便 看 到 


alCa = 也 “ve(O)， 


其 中 a =< Qi,:… ,an >. 
因此 我 们 证 明了 : 
命题 6.2 设 忆 在 球 |z|<R 中 为 调和 于 有 起 
ut(z) = > 一 — Dou (0)z°, (6.2) 


其 中 的 泰勒 级 数 (6.2) 对 所 有 llzl| < 展 收 敛 , 且 对 所 有 ||zi| < Ri < 尽 一 致 收 伊 . 
特别 , 在 整个 球 上 以 由 它 的 值 和 它 在 原点 的 所 有 它 的 导数 的 值 所 决定 . 


设 U 为 可 中 某 个 连通 的 开 子 集 , 并 设 和 wv 为 UV 上 的 两 个 调和 函数 . 候 
设 w 和 v 在 某 点 ze U 有 相间 的 值 和 相同 的 所 有 阶 的 导数 值 . 设 y 为 7 中 某 
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个 其 他 点 . 我 们 于 是 可 以 用 一 系列 U 中 的 球 联结 z 和 y, 其 中 每 个 球 的 中 心 在 
前 面 一 个 球 的 内 部 , 并 使 z 为 第 一 个 球 的 中 心 , y 则 在 最 后 一 个 球 内 ( 见 图 12.7). 
因此 我 们 有 结论 


u(y) = v(y). 


12.7 
从 而 我 们 有 : 


命题 6.3 设 岂 和 vw 为 定义 在 开 连 通 集 U 上 的 调和 是 数 . 假设 以 和 连同 它 
们 所 有 的 导数 在 U 中 某 个 点 相同 . 则 在 U 上 4 三 v. 特别 地 , 如 果 WU Z) = VCZ) 对 
所 有 rEW 成 立 , 其 中 WW 为 U 中 某 个 开 子 集 , 则 对 所 有 TEU 有 (x) ==v(z). 


我 们 继续 考查 (5.3) 式 的 推论 . 设 由 (5.3) 式 给 出 . 设 D 表示 任何 关于 > 
的 偏 微分 算 子 . 因而 


有 aa 十 … 十 am 
于 是 Dxu(zx) 由 一 个 在 Sa 上 的 积分 给 出 , 它 的 被 积 函 数 最 坏 也 只 包含 了 ly 一 ?| 
的 道 . 其 中 y 在 SR 上 , 和 在 SR 上 的 函数 w%. 特别 地 , 如 果 |lzl| < Ri < RR, 我 们 
则 可 用 w 在 SR 上 的 值 和 差 值 R 一 Ri 去 估计 Dw 的 极 大 绝对 值 . 简单 地 说 ， 


ID*wu(z)| & ce(D™,R, Ri) max, lu(y)l, 其 中 zl < Ri, (6.3) 


D°u = 


这 里 的 ec 只 依赖 于 a, R 和 Ri. 现在 假设 4 在 某 个 开 集 U 中 为 调和 , Ki 和 K。 
是 U 中 的 紧 子 集 , 满足 
KCinnk2 Ck»>CU. 


在 每 个 ze K1 附近 我 们 可 以 作 一 个 开 球 Br。 使 得 BR。C intk>， 从 而 


SR, C Ks. 
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我 们 也 可 作 一 个 xz 附近 的 一 个 具 稍 小 半径 的 球 Br,. 现在 Ba,。 履 盖 了 Ki. 因 
为 Ki 为 紧 , 我 们 可 选取 有 限 个 这 样 的 球 覆 盖 Ki. 把 (6.3) 式 用 到 每 个 这 种 球 上 ， 
并 把 lu(y)| 换 成 较 大 的 maxzeks |u(z)|, 再 用 有 限 多 个 常数 c 中 最 小 的 一 个 , 我 们 
最 终 得 到 

max ID*u(z)| < cla, Ki, K,) max lu(z)|. (6.4) 


特别 , 我 们 有 


命题 6.4 设 {uxr} 为 定义 在 一 个 开 集 IJ 上 的 调和 函数 序列 , 它 在 U 的 任 一 
紧 子 集 上 一 致 收敛 . 于 是 偏 导数 的 序列 {D9wk} 也 在 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 特 
别 , 这 个 序列 的 极限 仍然 是 调和 函数 . 


事实 上 , 对 任意 爱 子 集 i, 我 们 总 能 找到 一 个 紧 子 集 K2 使 得 Ki C int 天 2. 
把 (6.4) 式 用 于 调和 函数 4; 一 uj 便 建 六 了 在 Ki1 上 {D?wx} 的 一 致 收敛 性 . 因为 
偏 导 数 的 序列 一 致 收 合 , 所 以 Av = limAwux = 0. 
12.7 ” 哈 纳 殉 定 理 


我 们 继续 收获 等 式 (5.3) 的 成 果 . 除了 在 上 一 节 中 我 们 所 假定 了 的 那些 条 件 
外 , 我 们 还 假设 对 所 有 y € SR 有 uly) > 0. 
现在 对 zl| = R1 < RR 我们 有 ( 见 图 12.8) 


R-Ri<ly-zll<R+R: 对 所 有 |iyl| = RR 成 立 . 


于 是 由 (5.3) 式 . 


图 12.8 
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R?—Ri R?-R? 
| udSR u(r) & 一 一 一 
A 人 dsa<va < A RA 人 vdasn 


根据 (2.5) 式 , 在 此 不 等 式 右边 和 左边 出 现 的 积分 等 于 4m_1R"-1w(0). 因此 


2 _P2YPm-2 2 一 R22)R"-? 
ss 


不 等 式 (7.1) 以 哈 纳 克 不 等 式 而 知名 . 它 有 下 面 的 推论 . 假设 fuk} 是 满足 
(5.3) 式 的 函数 序列 并 且 使 得 


u(y) U2(y) up(y) < 对 所 有 ye SR 成 六. 
如 果 我 们 把 (7.1) 式 用 于 函数 4; 一 ui(i 关切, 我 们 便 得 到 
kz) — vi(z)| < d(R, Ri)luj(0) 一 wi(0)| ”对 所 有 Ilzl| < Ri 成 立 ， 


其 中 d(R, Ri) 只 依赖 于 R 和 Ri. 
特别 地 , 如 果 此 序列 在 原点 收敛 , 则 它 对 ||zi| < Ri1 < RR 一致 收敛 . 运用 我 
们 通常 使 用 的 技巧 , 用 一 系列 的 球 联结 两 个 点 , 我 们 便 推 导出 


命题 7.1 ( 哈 纳 克 定理 ) 设 {wk} 为 定义 于 一 个 连通 开 集 U 上 的 调和 函数 序 
列 , 使 得 
Ui(7) < us (2) 入: 对 所 有 Zz EU 成 立 . (7.2) 


假设 序列 {Uk(p)} 对 某 个 pEU 收敛 . 则 函数 序列 {Uk} 在 U 的 任何 一 个 紧 子 集 
上 一 致 收 敏 , 并 且 由 命题 6.4 知 , 它 的 极限 函数 仍 是 调和 的 


哈 纳 克 定理 的 一 个 有 用 的 形式 是 : 


命题 7.2 设 {wus} 是 定义 在 开 集 U 上 的 调和 函数 序列 并 满足 (7.2) 式 . 假设 
存在 常数 M 使 得 好 (z) < M 对 所 有 大 和 所 有 z EU 成 立 . 于 是 画 数 序列 {ug} 
在 U 的 任 一 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 一 个 岗 和 喝 数 ， 


要 证 明 命题 7.2, 我 们 注意 到 这 一 次 在 每 个 ze U, {uk(z)} 的 收敛 性 是 目 动 
的 , 因为 它 是 有 界 实数 的 单调 (不 降 ) 序列 . 命题 7.1 保证 了 在 紧 子 集 上 一 致 收 合 
到 调和 极限 函数 
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在 这 一 节 和 下 一 市 我 们 要 证 明 对 于 边界 满足 某 些 正则 性 条 件 的 有 界 开 集 UV， 
狄 利克 雷 问题 能 够 有 解 . 我 们 所 提出 的 证 明 (有 许多 其 他 的 证 明 ) 属于 佩 隆 (Per- 
ron), 而 且 对 于 次 调和 函数 的 概念 作 了 实质 性 的 应 用 . 设 4 是 定义 在 开 集 UV 上 的 
函数 . 我 们 称 % 是 次 调和 的 是 说 

(a) 为 连续 ; 以 及 

(b) 对 任意 U 的 连通 开 子 集 W 和 任何 定义 于 W 上 的 调和 郴 数 v 耻 数 4 一 o 
在 W 上 满足 极 大 值 原理 . 换 句 话说 , 对 任何 这 样 的 W 和 wv, 如果 有 某 个 zo € W， 
对 所 有 ze W 满足 

u(z) — vr) < u(ro) 一 UV(Z0) 

则 在 W 中 有 w(x) 一 v(x) 三 w(x0) 一 v(x0). 

为 了 更 好 一 点 理解 条 件 (b), 我 们 来 研究 它 的 一 些 推论 . 首先 , 我 们 可 以 设 v 
为 恒 等 于 0 的 调和 函数 . 于 是 (b) 表明 %% 在 U 的 每 个 开 子 集 上 满足 极 大 值 原理 . 

其 次 , 设 BR 为 中 心 在 z, 闭 包 在 UV 中 的 某 个 球 . 特别 地 , 它 的 边界 SR 包 
含 在 7 中 , 而 函数 4 在 Sn 上 连续 . 我 们 因此 能 够 找到 一 个 定义 于 此 开 球 上 的 
调和 函数 v, 它 对 ye Sa 取 值 u(y). 取 W 为 此 开 球 , v 为 刚刚 构造 的 这 个 函数 . 
于 是 4 一 v 在 SR 上 为 零 , 故 (b) 意味 着 对 所 有 x € W 有 u(x) < v(z). 特别 ， 
u(z) < v(z). 但 


1 
v (Zz) 一 zm uadSR. 


我 们 从 而 证 明了 如 果 w 是 定义 在 U 上 的 次 调和 函数 , Sk 为 中 心 在 z 的 U 中 的 
球面 , 则 | 
ul(z) < am) udSnRn. 


换 句 话说 , 一 个 次 调和 函数 总 是 小 于 或 等 于 它 在 以 此 点 为 中 心 的 球面 上 的 平均 
值 . 这 个 性 质 常常 被 当 作 一 个 函数 为 次 调和 的 定义 , 而 连续 性 的 假定 则 多 少 放宽 
了 . 然而 我 们 在 上 面 所 给 的 定义 对 我 们 当前 的 目的 而 言 更 为 适合 . 

设 il 和 ws 为 两 个 次 调和 函数 , 定义 于 开 集 U. 定义 函数 wi V us 为 


(1Ww1 V 2 )(7) 一 max|w1 (x), Un (x)|. 


函数 WI V W2 仍 是 次 调和 的 . 1 V WwW? 为 连续 可 由 下 面 得 到 : 设 1 为 U 中 任意 
点 , 则 wi v w2(7x) 或 是 wi(7z) 或 是 wo(z), 譬如 是 wi(z). 因为 wi 为 连续 , 故 对 
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任意 s > 0 我 们 可 以 找到 6 > 0 使 得 当 ly -zl<56 时 jw 一 wi(z)| < e. 相似 
地 , 我 们 可 对 y 在 某 个 范围 内 使 wo(y) < wz(z) + s, 故 wa(y) < wa(z) 十 E( 因 为 
wi (TX) = max[wi(7?), w2(7)])). 对 这 些 y 的 值 我 们 便 有 


Wiz) —E < wy) < wiV wa(y) < Wr) + Ee, 


故 wi V ws 连续 . 现在 设 W 是 U 的 一 个 连通 开 子 集 , v 是 WW 上 的 一 个 调和 桥 
数 . 假设 wi V ws 一 v 在 WW 中 某 点 zo 取得 极 大 值 . 假设 wi V wo(X0) = wi(z0). 
对 于 所 有 x EW 则 有 


wi (z) — Vx) < wiV wax) — v(x) 入 ti(zo) — v(T0). 


由 于 w1 是 次 调和 的 , 这 个 不 等 式 的 左右 两 端 必 相等 . 因此 wi Vw2 一 v 在 W 上 
满足 极 大 值 原理 , 从 而 证 明了 wi V ws 是 次 调和 的 . 

设 ww 为 定义 在 开 集 UV 上 的 次 调和 函数 , B 为 闭 包 在 UV 中 的 一 个 球 . 设 忆 为 
对 球 B 的 边界 值 为 w 的 狄 利克 雷 问题 的 解 . 因此 是 惟一 在 闭 球 中 连续 , 在 开 
球 中 调和 而 在 B 的 边界 9 上 等 于 w 的 函数 . 如 同 我 们 已 经 看 到 的 , 对 TEB 有 
wz) 和 u(7). 现在 定义 函数 wB 为 


wp(z) = 1U (全 )， 当 r EU—B, 
Te u(7), 当 z € B. 


我 们 断言 函数 ws 又 是 一 个 次 调和 函数 . 证 明 同 样 如 前 . 连续 性 像 上 面 一 样 古 显 
然 的 . 如 果 WW 是 U 的 子 集 而 v 在 WW 上 调和 函数 , 则 ws 一 ?在 任何 内 点 邦 不 能 取 
得 严格 的 极 大 : 假设 对 所 有 ze W 我 们 有 wB(z) 一 v(z) < ws(zo) 一 v(z0)( 见 图 
12.9). 如 果 zo EU 一 B, 我们 则 有 w(x) 一 v(x) & wB(z) 一 v(z) < wB (x0)—v(z0) = 
w(xo) -v(x0). 因为 w 是 次 调和 的 , 所 有 这 些 不 等 号 都 应 相等 . 另 一 方面 , 如 末 
zo € B, 则 由 于 wa 在 开 球 内 是 调和 的 , 我 们 必 有 wB(z) 一 v(x) = wB(7z0) 一 Vv(z0) 


图 12.9 
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对 所 有 xz € W 成 立 ， 由 连续 性 , 这 表明 wp(y) 一 v(y) = VB(zo) 一 V(X0) 对 
y E W 门 S 成 立 . 如 果 WW 门 $ 关 加, 我们 可 以 取 y 为 一 个 新 的 zo, 而 问题 则 化 到 
了 前 一 种 情形 . 
简 而 言 之 , 对 定义 在 U 上 的 每 个 次 调和 函数 ww 我 们 联系 了 另 一 个 次 调和 函 
数 wp 使 得 wp 实际 上 在 B 的 内 部 为 调和 而 在 U 一 B 中 与 重合 ， 并 在 整个 U 
上 有 w < wp. 从 构造 的 方法 上 可 以 清楚 看 到 , 如 果 wl 和 wo 是 定义 于 U 上 的 
两 个 次 调和 函数 , 它们 满足 wi < w, 则 


t01 入 W2B. 


12.9” 狄 利克 雷 问 题 / 
设 U 为 Br 中 一 个 开 子 集 使 万 为 紧 . 我 们 称 U 具有 一 个 可 切 触 边 界 是 说 
对 每 个 pe 9U, 存在 一 个 球 B 使 得 百 介 5 = {p}, 因而 图 12.10(a) 代表 了 一 个 


具 可 切 触 边界 的 区 域 , 而 图 12.10(b) 和 12.10(c) 表现 了 在 它们 的 边界 上 有 不 可 
切 触 的 点 


(a ) (b) (c¢) 
图 12.10 


设 U 为 BF 的 开 子 集 使 5 为 紧 , 并 具有 可 切 触 边 看 . 设 f 为 9U 上 的 有 界 
函数 , 并 假设 对 所 有 pe 60 有 |f(P)| < M. 设 Wi 表示 定义 于 U 上 并 满足 下 面 
两 个 条 件 的 所 有 函数 的 函数 类 . 这 两 个 笨 件 是 : 

(a) 每 个 w € Wj 为 次 调和 的 ; 以 及 

(b) 对 每 个 pe 9U， 


lim -eg supu(z) < f(p) 


我 们 可 以 重新 叙述 条 件 (b) 如 下 : 对 每 个 PE OU 和 每 个 s > 0, 存在 一 个 5 ( 依 
赖 于 pw,e) 使 得 对 Iz 一 pl| <6 有 


w(7z) < f(p) + Ee. 
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注意 , 因为 恒 等 于 -M 的 常 值 函数 显然 属于 Wy, 故 函 数 族 Wy 非 空 . 还 需 注意 
到 , 条 件 (b) 意味 着 当 z 一 80 时 limsupw(z) < M. 由 于 we Wi 是 次 调和 的 ， 
我 们 由 极 大 值 原理 知 道 , 对 所 有 we Wy 都 有 |w| < M. 

现在 定义 函数 wy 为 


uf(7z) = ,lab wz). 


由 前 面 的 评注 知道 , 函数 uy 是 确 有 定义 的 , 并 且 事 实 上 对 所 有 zx EU 有 |u(x)| < 
M. 我 们 要 证 明 , 如 果 f 在 97 上 连续 , 则 函数 uj 是 对 U 的 狄 利 克 雷 问题 的 解 . 
我 们 因而 必须 证 明 wy 是 调和 的 并 取 边 界 值 f. 

我 们 首先 在 对 f 没有 任何 连续 性 的 限制 下 证 明 wy 是 调和 的 . 要 做 到 这 点 只 
要 证 明 wy 在 任意 开 球 B 中 是 调和 的 即 可 , 这 里 的 BB 满足 BCU. 设 z 为 B 中 某 
点 . 设 wi Ww2,… ,Wk,"… ;为 属于 Wi 的 一 个 函数 序列 使 得 limwi(z) = wjy(7).( 由 
uf 的 定义 这 样 的 序列 是 存在 的 .) 现在 定义 “ 


上 -一 
wi 二 1， 


! 
to = W1 V WwW, 


/一 
WwW; = WI VV Wi. 


于 是 wi < ws < … < wi < .… 是 一 个 属于 Wi 的 单调 递增 的 函数 序列 , 满足 
limw! (zx) = uy(x). 现在 将 每 个 w' 换 为 wip. 函数 wia 为 次 调和 且 在 67 附近 与 
w' 重合 , 故 wis 属于 Wy. 另外 , 因为 w < wB 对 任何 次 调和 函数 都 成 立 , 我 们 
得 到 lim = uy(z). 在 球 B 内 部 每 个 函数 wip 为 调和 , 所 以 序列 {fuip} 是 召 
中 调和 函数 的 非 降 单调 函数 . 由 于 Wy 中 所 有 函数 都 以 M 为 上 界 , 我 们 从 命题 
7.2 知 , 序列 {w'p} 在 B 的 任何 一 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 B 中 调和 的 函数 4 因 
而 有 wj(z) = u(x) . 另外 , 由 定义 , 对 任意 ye B 我 人 有 u(y) < uy(). 我 们 要 证 
明 实际 上 对 所 有 这 些 y 成 立 u(y) = uy(). 大 体 上 我 们 按 在 y 的 相同 步骤 进行 ， 
即 选取 序列 {vip), 其 中 每 个 wp 在 B 中 调和 , 且 属 于 Wy, 并 使 得 此 序列 为 单调 
非 降 , 而 且 limvip(y) = wy(). 如 此 一 来 , 我 们 得 到 另 一 个 函数 v, 它 在 B 中 调和 
旦 在 整个 B 上 满足 v< uy 和 v(y) = uy(9). 最 后 , 设 函 数 si 的 定义 为 


f i 
Si = WiB V ViB,) 


并 考虑 函数 sip， 一 方面 , 它们 属于 Wy 并 在 B 中 调和 和. 另外 , 我 们 有 wip 专 
sp op 和 sp 最 后 , 序列 {siB} 为 非 降 , 因此 收敛 于 B 中 的 调和 函数 s. 由 构 
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造 , 在 整个 B 上 有 


US<Ss 和 UC 


而 u(z) = s(z) = wj(z) 和 wy) = s(y) = uz(y). 把 极 大 值 原理 用 于 调和 函数 
u 一 s 和 w 一 s, 得 到 (因为 在 xz 和 % 分 别 都 达到 极 大 值 0)s = w= vv. 在 整个 BB 内 
成 立 . 于 是 对 任意 ye€ B 有 us(y) = u(y), 这 表明 uy 在 U 上 为 调和 . 注意 在 证 
明 uy 为 调和 中 我 们 没有 用 到 U 的 边界 的 任何 性 质 , 或 者 关于 f 的 任何 连续 性 
的 假定 . 


图 12.11 


现在 设 pe 8U 为 边界 的 一 个 切 触 点 , 并 假定 f 在 p 点 连续 . 我 们 要 证 明 
当 zz 二 Pp 时 wj(z) 二 f(p). 设 BR 是 半径 为 天 中 心 在 > 的 球 , 它 在 p 切 触 U,， 
即 Ba 站 5 = {p}( 见 图 12.11). 由 于 f 在 p 连续 , 故 对 任意 6。>0 可 以 找到 一 个 
Ri > RR 使 得 


| f(q) -= f(p) | <e， 对 所 有 de 9U[ | BA, 成立. (9.1) 


定义 函数 5b 为 b(z) =||z 一 zz-" 一 R?-".4 注意 5 是 定义 于 ?一 {2} 并 在 其 上 
为 调和 , 而 且 当 llz 一 zl > R 时 为 负 . 另外 , 如果 | z 一 zlR, 则 bl(z)< <0. 
特别 地 , 对 所 有 ge 9U, 我 们 有 


f(9) < bg) + e+ f(p). (92) 


事实 上 , 如 果 上 gq 一 z ||< Ri, 这 正好 是 (9.1) 式 , 而 如 采 4 一 2 > 所， 则 它 由 
f(g)| < M 得 到 . 由 对 次 调和 函数 的 极 大 值 原理 我 们 得 出 对 任意 we Wy 和 任 
音 zEU 有 w(x) < (2M/K)b(7x) +e+ f(p). 因而 我 们 有 


wi(z) < 2 blz) +f(p)+e， 对 任意 z EU 成立 


4 如 果 n= 2,b(7z) = ln(R/Iz 一 zj). 
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另 一 方面 , 按 上 面 同样 的 理由 得 到 
f(p) -eb(g) < f(g)， 对 任意 ge 80 成 立 
所 以 调和 函数 f(p) -= - (2M/K)b 实际 上 属于 Wj. 特别 , 我 们 有 


jg-e- 学 bz)guwr(z)， 对 所 有 ze 成 立 
两 个 不 等 式 放 在 一 起 , 我 们 得 到 
uy(z) f(D) |< 了-b(z) +e， 对 所 有 z EU 成立 (9.3) 


晴 数 b 连续 并 在 p 为 零 . 因此 选取 z 充分 靠近 p 时 我 们 可 使 得 (9.3) 式 的 右 端 
小 于 2e. 于 是 当 二 p 时 wy(7x) 一 f(p). 

特别 , 如 果 9U 的 所 有 点 都 是 可 切 触 的 , 并 且 如 果 f 在 边界 上 所 有 点 是 连续 
的 , 我 们 就 已 经 证 明了 : 


定理 9.1 设 U 为 ?中 具 紧 闭 包 和 可 切 触 边界 的 开 子 集 ， 设 f 为 定义 在 
OU 上 的 连续 函数 . 于 是 存在 惟一 的 函数 Wy, 它 在 U 上 连续 , 在 U 中 调和 , 并 且 
在 8U 上 与 f 重合 . 

有 一 些 关 于 定理 9.1 和 它 的 证 明 的 评注 是 知 宜 的 . 
(a) 我 们 用 到 8U 是 可 切 触 的 假定 的 只 有 一 次 , 即 在 我 们 构造 函数 时, 我 
们 要 求 它 在 U 内 为 次 调和 , 在 p 点 为 零 , 并 且 在 87 上 但 在 p 的 某 个 邻 域外 的 


所 有 点 取 的 值 小 于 某 个 负 的 常数 . 一 个 更 加 仔细 的 分 析 指 出 , 只 要 我 们 能 从 外 部 
用 一 个 锥 切 触 p, 我 们 则 总 能 够 构造 出 这 样 一 个 函数 . 因此 我 们 能 够 在 甚至 像 图 


12.12 中 那样 的 p 点 上 解 出 狄 利克 雷 问 题 . 


图 12.12 


(b) 另 一 方面 , 在 边界 上 给 出 某 种 条 件 是 必须 的 . 例如 , 如 采 8U 包含 一 个 孤 
立 点 p, 那么 我 们 不 能 随意 地 指派 给 p 一 个 值 .事实 上 , 如 果 在 2 的 一 个 邻 
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域 W 中 连续 , 且 在 W - {p} 为 调和 , 则 泊 松 积分 公式 表明 v 的 各 种 导数 也 要 在 
W - {p} 中 有 界 . 因此 把 中 值 定理 的 证 明 用 于 点 p 自身 , 从 而 u(p) 被 确定 , 它 便 
不 能 被 随意 指定 . 更 一 般 地 , 一 个 更 加 精巧 的 论证 指出 , 对 于 边界 包含 了 指 癌 内 
部 的 尖 钉 或 (在 dim> 3) 充分 尖 罕 的 尖 点 (如 图 12.13) 的 区 域 , 狄 利克 雷 问题 不 


可 能 有 解 . 


12.13 


这 是 一 个 物理 事实 的 数学 类 比 , 这 个 物理 事实 说 一 个 非常 尖 的 导体 不 能 充 
满 电荷 而 会 火花 放电 .( 与 静电 学 的 关系 将 在 第 12 节 讨 论 .) 

(c) 在 应 用 第 4 节 的 结果 方面 即 构造 此 区 域 的 格林 函数 和 各 种 等 式 时 , 定理 
9.1 仍然 不 十 分 够 . 我 们 所 需要 知道 的 不 仅仅 是 格林 函数 存在 而 且 还 要 知道 它 有 
言 到 边界 的 连续 导数 . 这 便 需 要 进一步 的 论证 和 关于 边界 性 质 的 更 多 的 假设 条 
件 ; 这 将 在 下 一 节 中 讨论 . 
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本 节 的 目的 是 讨论 在 边界 附近 狄 利克 雷 问题 的 解 的 行为 . 事实 上 我 们 要 证 
明 : 


定理 10.1 设 U 为 具有 正则 边界 的 区 域 , 且 在 可 中 有 紧 财 包 , 设 了 为 定义 
在 8U 的 连续 可 微 函 数 , 而 也 是 具 边 罩 值 f 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 . 那么 , 偏 导数 
Bu/Bzi 可 以 扩张 到 可 上 的 连续 函数 ， 另 外 , 如 条 DEL 二 < 上 在 
D 点 切 于 边 异 , 则 


<é,df >=<é,du>= >_ (Ou/07)E. 


下 面 的 证 明 是 由 阿尔 福 斯 教授 向 我 们 提出 来 的 , 经 他 好 意 的 允许 重新 用 于 
此 处 . 
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证 明 设 p 为 6U 的 某 个 点 , 经 欧 几 里 得 运动 , 我 们 重新 安排 96U 在 p 的 
切 平面 为 平面 z” = 0 ( 见 图 12.14). 于 是 8U 的 在 p 点 附近 的 点 是 所 有 形 如 
(2 p(T ) 的 点 ,其 中 是 在 Rr! 的 原点 附近 定义 的 函数 ， 
它 在 原点 连同 它 的 所 有 一 阶 导数 场 为 零 . 特别 地 , 存在 常数 C > 1 使 得 在 R"-! 
的 原点 的 某 个 邻 域 中 有 


p(T ,| gC{(P) + + (01)?}. 
我 们 因此 可 选取 一 个 充分 小 的 RR < 1/2C 使 得 半径 为 R 中 心 在 (0,… ,0, RR) 的 


图 12.15). 


图 12.14 图 12.15 
设 z = (0,… ,0, 一 R). 于 是 对 所 有 充分 靠近 p 的 ge 9U 我 们 有 


lq — zl =(2) + + (2 +R 2R9(g) + yp (9) 
>(1—2RC){(z) + + (2 )}+R +p (0), 


从 而 
la—zll—R>k{(x) + .++ (2 ))}, 


其 中 上 是 某 个 正常 数 . 设 p(7r) =r"“( 如 果 n= 2, 则 为 Inr). 于 是 yp'(R) 冯 0 从 
而 |p(lla zl|) 一 p(BR)| > Cllla 一 zi 一 RI, 其 中 C > 0 为 菜 个 和 运 当 的 常数 . 特别 ， 
我 们 有 不 等 式 z 


] 


1a zl 一 Bi > K{(z1) 十 …: 十 (Zn )*} (10.1) 
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或 者 当 m = 2 时 


z|| > K(x'), 


la — 
ln 页 


其 中 K 为 某 个 正常 数 . 

现在 让 我 们 把 函数 f 换 为 了 - [fp)+Y (9f/8z5(p)zi]. 于 是 4 一 [f(p)+ 
“2-1(8f/8zi)(p)zi] 是 相应 的 犹 利克 和 雷 问题 的 解 . 如 此 一 来 , 我 们 可 假定 (相应 
地 改变 我 们 的 记号 )f 连同 它 的 一 阶 导数 在 p 为 零 . 由 于 假定 了 f 有 连续 的 一 阶 
导数 , 我 们 便 可 以 应 用 泰勒 定理 得 出 结论 说 , 存在 c > 0 使 得 对 所 有 充分 靠边 p 
的 97 上 的 g 我 们 有 


f(D < cf(z + + (2) }. (10.2) 
像 在 上 一 节 那 样 , 设 
blz) = lz 一 zj? 一 Re 
op R 
(或 n = 2 时 ,b(x) = nl — 了 . 
如 果 比 较 (10.2) 和 (10.1) 式 , 我 们 看 出 对 所 有 充分 靠边 p 的 ge6r 我 们 有 


f(D < 去 lxg) 


另 一 方面 , 因为 5b 在 p 的 某 个 邻 域外 为 严格 的 负 值 (在 87 上 ), 并 且 因为 f 在 
8U 上 有 界 , 我 们 可 以 (对 所 有 靠近 p 的 gq 应 用 上 面 的 不 等 式 ) 找到 一 个 常数 4 
使 得 

f(gq)| < Alb(q)|， 对 所 有 9 e 95 成 立 . (10.3) 


因为 函数 5 在 U 中 为 调和 的 , 将 极 大 值 原理 用 于 - 4Ab 和 Ab 一 使 我 们 得 到 
lu(z)| < Alb(z)|， ”对 所 有 x E 5 成 立 . (10.4) 


现在 函数 是 从 z 到 z 的 距离 的 可 微 函数 , 当 距 离 为 ER 时 它 为 零 . 特别 地 ， 
存在 常数 a > 0 使 得 
1b(z)| < ad(z)， 


其 中 dz) 代表 从 z 到 中 心 在 z, 半径 为 R 的 球面 的 距离 . 设 B 为 半径 为 民 中 
心 在 ZC 一 (0, … ,0, R) 的 球 ， 故 B 在 U 中 ， 设 S 一 opB. 注意 ， S 在 p 点 切 于 中 
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图 12.16 


心 在 z 的 球 ( 见 图 12.16). 因此 对 S 上 的 点 y 有 d(y) < cilly - 2. 如 果 运 用 前 
面 的 不 等 式 把 这 个 代入 (10.4) 式 , 我 们 得 到 


ug 攻克 ly 一 2 对 所 有 ye 5S 成立 ， (10.5) 


其 中 工 为 某 个 常数 . 将 泊 松 积分 公式 用 于 球 B 和 函数 并 作 关 于 x" 的 微分 , 我 
们 有 


Ou —2(2" 2') [en u(y) —|z+ zl fu(y) (zr — yy) 
- 一 S++ | 一 一 一 一 一 一 0. (10.6 
i es - 一 


现在 设 L 在 过 p 的 边界 的 法 线 上 ， 故 7 一 (0,: el 2 如 果 kad EE 则 
ly —pll < Jly — zll+ lz"| < 2lly = ll. 
因此 


|z — yl|" Ip — yl|” 


内 为 此 球面 是 n -1 维 的 , 最 后 面 的 一 个 积分 绝对 收敛 , 从 而 我 们 看 到 在 (10.6) 
式 中 第 一 个 积分 一 致 绝对 收敛 .( 注 意 , 当 i < n 时 包含 这 个 积分 的 项 为 零 .) 我 们 
现在 证 明 (10.6) 式 的 第 二 项 为 za 趋向 零 时 趋向 于 零 . 事实 上 , R? -llz+ zl 


/ras| < fas «20 f lu -nenas 
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zx"(2R 一 z"), 故我 们 可 将 (10.6) 式 的 第 二 项 写 为 


(2 尽 一 Zn)(zn)12 f (eu (x —Y) 
AR | / Iz 一 名 加 十? ey 


这 一 回 因为 z* < lz 一 串 对 所 有 y e 5 成 立 , 我 们 则 可 断定 此 被 积 项 的 绝对 什 
小 于 抽 
le 天 一 四 u(y) N22" 
wy — zl ~ ly — zt ~ lly ~— pllrt1/2 

< D2n+1/2||y p||3/2—", 


它 还 是 绝对 可 积 的 . 因此 出 现在 最 后 那个 表达 式 中 的 积分 对 所 有 xz" > 0 的 值 是 
一 致 有 界 的 . 由 于 (x?)!/? 一 0, 我 们 得 到 了 (10.6) 式 中 第 二 项 趋向 于 0 的 结论 . 

如 果 我 们 现在 对 所 得 到 的 结果 不 用 特定 的 坐标 选取 来 重新 措 词 的 话 , 我 们 
看 到 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 结果 : 设 p 为 97 中 任意 点 , z 为 9U 的 通过 p 的 法 
线 上 的 一 点 . 如 果 上 是 任意 一 个 平行 于 在 p 点 的 切 向 量 的 向 量 , 则 当 沿 着 此 法 线 
z 地 Dp 时 (&,du) 一 (人 df). 如 果 9/6n 为 法 方向 的 单位 向 量 (指向 UV 内 ), 则 


0 —2 一 六 
(区 四 ) 一 A Mas (10.7) 
这 里 的 积分 是 取 在 半径 为 R, 在 p 点 切 于 9U 并 且 位 于 U 内 的 球面 上 . 
迄今 我 们 已 经 证 明了 仅 当 沿 着 法 方向 z 一 2 时 的 收敛 性 . 如 果 我 们 返回 查 
验 这 个 论证 , 我 们 看 到 半径 RR 和 (10.5) 式 中 的 常数 D 可 以 对 所 有 pe 9U 进 
行 一 致 地 选取 . (事实 上 , 因为 6U 为 肥 ， 我 们 可 以 用 有 限 个 (Gi) 型 的 邻 域 覆 兰 
8U, 使 得 围绕 每 个 pe 9U 的 半径 为 玉 的 球 位 于 这 些 邻 域 中 的 一 个 , 这 时 的 五 
充分 小 ， 在 这 种 情形 下 可 清楚 看 出 R 的 选取 (如 果 必 要 仍旧 很 小 ) 仅仅 依赖 于 
从 欧 氏 坐标 到 已 校正 分 图 表 的 分 图 表 变换 的 二 阶 导 数 . D 的 选取 也 仅仅 依赖 于 
包含 在 f 的 泰勒 展开 中 的 常数 和 R. 因此 灵 和 忆 的 选取 可 以 做 成 是 一 致 的 .) 
由 于 按 假定 条 件 , f 的 偏 导 数 连续 , 而 且 (10.7) 式 右 端 对 p 连续 , 我 们 最 后 得 出 ， 
当 按 任 意 方 向 趋向 边界 时 的 这 些 偏 导数 的 极限 存在 , 从 而 事实 上 我 们 证 明了 
定理 10.1. 口 


现在 我 们 对 任何 具 正 则 边界 的 区 域 , 用 狄 利 克 雷 问题 的 解 , 按 第 4 市 那 桂 
构造 一 个 格林 函数 ， 定 理 10.1 告诉 我 们 , 它 在 闭 集 D5 内 是 可 微 的 , 这 个 意义 
是 说 偏 导 数 直 到 边界 都 是 连续 的 . 如 果 我 们 需要 推导 出 第 4 节 的 各 种 公式 , 我 
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们 可 应 用 极限 论证 法 来 做 : 只 要 简单 地 把 UV 换 成 更 小 的 区 域 U* 使 a 一 0 时 
U?® 一 U,OU° 一 OU. 

(实际 上 ， 一 个 更 仔细 更 精妙 的 论证 指出 ， 如 果 f 具有 两 个 连续 导数 , 则 我 们 
作为 在 边界 上 的 极限 得 到 的 Bu /96zx'i 事实 上 是 连续 可 微 的 . 因为 Gu/0x* 是 具 这 
些 边界 值 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 , 我 们 得 出 的 结论 是 v 的 二 阶 导数 可 以 扩张 使 其 
在 上 连续 . 按 此 办 法 可 以 证 明 , 如 果 /为 Co , 则 忌 的 所 有 导数 可 以 扩张 到 在 
D5 上 连续 . 特别 地 , 格 标 函 数 G(z,-) 的 所 有 导数 可 以 扩张 到 边界 使 对 任 一 + € U 
为 连续 函数 .) 


12.11 ， 狄 利克 雷 原理 
狄 利克 雷 问题 的 解 有 一 个 有 趣 而 又 有 用 的 特征 刻画 , 即 它 是 在 已 知 边界 值 
下 使 狄 利克 备 积 分 Dlu,] = | 于 |Bu/8z?)? 极 小 的 问题 的 解 . 更 准确 地 说 ， 


定理 11.1 ( 狄 利克 雷 原理 ) 设 U 为 具 紧 闭 纪 和 正则 边界 的 区 域 ,f 为 0U 
上 连续 可 徽 的 函数 . 设 以 为 以 『 为 边界 值 的 犹 利克 雷 问题 的 解 ,而 山 是 任意 一 
个 在 U 中 可 微 的 函数 , 它 在 边界 上 取 了 的 值 , 而 且 它 的 导数 可 扩张 为 U 上 的 连 

续 阵 数 . 于 用 
Dlu, 可 < Dlw, wl, (11.1) 


并 且 等 式 成 立 当 且 仅 当 包 二 w. 


证 明 记 w =u+v, 那么 v 在 U 连续 可 微 , 在 林 上 连续 , 而 在 0U 上 为 零 
于 是 由 D 对 其 变量 的 双 线性 性 和 对 称 性 。 


Dhw,w] = Dlu +v,u+o = Dlu,u) + Dlv,v) + 2Dlu, vl. (11.2) 


现 暂且 假定 v 具有 两 个 连续 导数 , v 具有 在 可 的 一 个 邻 域 中 的 一 个 连续 导 
数 . 于 是 


Dluv] = Drluw,y] = / * du 一 / v* du 一 var = 0. (11.3) 
aU 


而 Div,v] = [ (6v/6zi)? > 0, 其 为 0 当 且 仅 当 ，” 的 所 有 导数 为 零 , 故 ? U 
的 每 个 分 支 上 为 常数 . 由 于 vv 在 8U 上 为 0, 故 Dlv,v]=0 当 且 仅 当 w= 
如 果 4 和 wv 在 8U 的 邻 域 中 不 一 定 是 可 微 的 , 我 们 世 


Dulu,v] = limDyve u,v), 
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其 中 U* 是 当 a 一 0 时 趋向 于 UV 的 一 系列 区 域 , 同时 87" 一 9U, 则 可 建 
立 Dlu,v] = 0. 这 时 应 用 前 面 的 论证 到 每 一 个 U* 上 便 得 出 Dlw,wv] = 0, 和 
Dl[v,v] = 0 当 且 仅 当 v=0 的 结论 . 定理 得 证 . 口 
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在 经 典 物理 的 许多 理论 中 , 拉 普 拉 斯 方程 和 它 的 解 的 研究 起 了 重要 作用 . 这 
主要 由 于 拉 普 拉 斯 算 子 和 欧 几 里 得 几何 之 间 的 紧密 联系 . 由 于 这 不 是 详细 阐述 
物理 应 用 的 场合 , 我 们 推荐 读者 参考 任 一 本 物理 教材 以 获得 详细 的 内 容 .( 例 如 可 
以 看 Feymman, Leighton 和 Sands 所 闭 的 《The Feynman Lectures on Physics》， 
Addison-Wesley, Reading， Mass., 1964, Vol II, 特别 是 第 十 二 章 .) 在 这 节 我 们 将 
简短 地 提 及 一 些 相关 的 物理 . 

在 静电 学 中 假定 了 电场 五 满足 方程 


d*E=p,dE=0 


其 中 p 是 电荷 密度 , 而 且 把 向 量 场 互 用 吏 上 的 欧 氏 度量 等 同 于 一 个 线性 微分 
形式 . 这 里 的 p 被 暂且 假定 为 一 个 光滑 的 密度 . (另外 考虑 “曲面 分 布 ” 和 “点 分 
布 * 这 些 极限 情形 也 颇 方 便 ,) 由 上 面 第 二 个 方程 我 们 可 知 能 写成 


上 = —dp, 
其 中 w 是 个 光滑 函数 , 称 为 电场 的 电势 . 于 是 第 一 个 方程 表示 了 
APp=d*dyp=—p 


如 果 已 知 p, 则 p 由 公式 


1 f/f p(x) 
4r lly— zl 


决定 ( 因 4s = 4r). 作为 极限 情形 , 对 于 以 密度 cd4 沿 曲面 S 的 电荷 分 布 我 们 
得 到 公式 , 2) 
p(y) = | dA 


slly—zll 
其 中 dh 是 此 曲面 的 面积 密度 , 而 
cg= 却 上 人) d5 


clly-zl 


py) = 
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其 中 ldS 是 沿 曲 线 C 的 线 分 布 . 对 在 z 的 一 个 后 电荷 , 我 们 有 


€ 


Pp(Y) = 4rlly — zl 


其 中 e 是 电量 . 


沿 着 一 个 导体 可 以 没有 电场 (因为 如 果 有 电场 就 会 导致 电荷 运动 从 而 与 我 
We 因此 


dp 二 0， ”从 而 y 为 常数 . 


在 大 多 数 的 问题 中 电 奏 分 布 的 7 生 不 是 渤 先 狐 了 咯 风 ， 然而 却 必 须 确定 它 . 
例如 , 假定 在 点 z 处 有 一 个 单位 电荷 , 其 中 位 
于 一 个 腔 体内 部 , 此 腔 体 边界 是 个 接地 的 导体 , 即 
具 零 电势 ( 见 图 12.17). 我 们 要 求 出 腔 体 内 部 的 电 
场 . 我 们 也 希望 确定 在 边界 曲面 上 所 诱导 的 电 何 
分 布 . 因为 在 此 腔 体内 部 除了 z 之 外 没有 任何 地 
方 有 电荷 分 布 , 故 电势 p 必定 除 z 外 处 处 为 调和 ， 
并 且 事 实 上 与 ) = 


4T|| . 一 了 | 图 12.17 


相差 一 个 调和 函数 . 因为 在 边界 上 wp = 0, 所 以 我 们 知道 所 要 的 电势 p 完全 是 此 
区 域 的 格林 函数 . 曲面 密度 从 而 可 由 dp 沿 此 边界 决定 .( 这 是 为 什么 了 解 狄 利克 
雷 问 题 在 边界 可 微 具 有 重要 性 的 另 一 个 理由 .) 

我 们 更 经 常 地 是 对 传导 曲面 外 部 的 电场 感 兴趣 . 严格 地 说 , 我 们 所 阐述 的 狄 
利克 雷 问题 在 这 里 用 不 上 , 因为 我 们 只 考虑 了 有 界 区 域 . 可 以 用 两 种 办 法 来 处 理 
这 个 问题 . 首先 , 可 以 考虑 一 个 非常 大 的 传导 球面 (电势 为 0) 内 部 所 包括 的 一 切 
东西 ; 从 而 把 问题 化 为 狄 利 克 雷 问题 . 然后 让 半径 趋向 无 穷 大 从 而 作为 极限 得 
到 所 想 要 的 电势 . 其 次 , 可 以 修改 我 们 在 第 3 节 到 第 10 节 的 论证 使 它们 包 侣 无 
界 区 域 的 情形 , 但 是 必须 限制 所 有 我 们 的 函数 当 cr 趋向 无 穷 时 为 零 . 详细 情形 
留 给 读者 . 

在 散射 理论 中 假定 了 具 某 种 特性 的 物质 按照 一 个 向 量 场 X 流动 . 如 采 此 物 
质 的 密度 为 pdV, 则 在 单位 时 间 通 过 曲面 S 的 一 个 定向 片 流动 的 物质 总 量 由 


| ox,ma4 = xox 
S S 
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给 出 , 其 中 n 是 此 曲面 的 单位 法 向 量 , 44 是 面积 元 , 并 且 我 们 通过 欧 几 里 得 度 
量 把 右 端的 pX 看 作为 线性 微分 形式 .因此 流出 任 一 区 域 的 物质 的 净 流 量 为 
dx pX =div< X,p >. 现在 ,“ 物 质 ” 可 以 从 此 区 域内 以 速率 sdV 产生 (其 中 s 
是 描述 此 区 域 中 源头 的 生产 速率 的 函数 ), 因此 总 的 密度 变化 由 


Lay = div < XX,p > —sdV 


给 出 , 如 果 像 我 们 要 假定 的 那样 , 它 是 稳 态 的 , 即 密度 不 变 , 我 们 则 得 到 方程 
div < X,p >= sdV. 
另 一 方面 , 常常 遇 到 的 流 是 由 某 个 函数 的 梯度 给 出 , 即 
pdqX = dN, 
N 为 某 个 函数 . 把 这 些 等 式 结合 起 来 我 们 得 到 
AN = 5. 


在 热力 学 理论 中 N 是 温度 , piaX 是 热流 的 速率 , s 是 热源 的 密度 . 方程 paX = dN 
说 的 是 热流 的 速率 与 温度 的 梯度 成 比例 . 在 质点 散射 理论 中 假定 了 物质 流 的 速 
率 与 质点 密度 的 变化 ( 即 梯度 ) 成 比例 .( 这 就 是 说 质点 是 从 高 密度 区 域 流 癌 低 密 
度 的 区 域 .) 于 是 N 代表 了 质点 的 密度 而 s 代表 了 质点 产生 的 速率 . 

例如 , 假设 区 域 D 的 边界 保持 在 某 个 固定 温度 f, 其 中 的 了 是 9D 上 的 一 
个 已 知 函数 , 并 且 在 D 内 部 没有 热源 . 于 是 在 D 中 的 温度 分 布 是 由 满足 微分 方 
程 AN =0 的 函数 N 给 出 , 边界 条 件 是 在 6D 上 N = f. 换 句 话说 , 温度 由 狄 利 
克 雷 问题 的 解决 定 . 

在 连续 , 不 可 压缩 , 无 旋 的 流体 流 理论 中 假定 了 一 个 代表 了 液体 流动 的 已 知 
向 量 场 X， 由 不 可 压缩 性 得 到 d* X = 0. 假定 了 无 环流 , 即 dX = 0. 因此 
X = dw, 其 中 为 拉 普 拉 斯 方程 的 一 个 解 函 数 . 在 这 种 情形 下 产生 的 自然 的 边 
界 值 问 题 不 同 于 我 们 一 直 在 讨论 的 那些 , 所 以 我 们 直接 让 读者 去 参看 关于 流体 
力学 的 标准 著作 . : 


附加 习题 
1. 设 训 和 态 为 具 内 积 的 向 量 空间 . 线性 映射 1: Vi 一 2 被 称 作 保 形 (或 相似 ) 是 说 


(lo, ly) = c(v, w), 
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其 中 c 是 个 正常 数 .( 注 意 , 当 c = 1 时 i 为 一 个 等 距 .) 
设 M1 和 Mo 为 具 黎 曼 度量 的 流 形 . 称 可 微 (C™) 映射 p 为 保 形 是 说 wsz 在 每 点 
ZE Mi 是 保 形 的 . 因此 , 说 yp 为 保 形 意味 着 对 任意 x € Mi， 


(prsé1, Prt2) = c(1)(€1, €2), 


其 中 &1, 2 € Ti (M1).( 注 意 这 次 的 C 依赖 于 zx.) 
(a) 设 yp :U 一 RR? 为 保 形 映射 , 其 中 UCR?, 并 且 在 7 和 了” 上 我 们 都 用 欧 氏 度量 . 假 
设 9 由 p(x,y) = (2) 给 出 , 其 中 心 = 让 cv = vc 而 (zx,y) 和 (ov 都 
为 此 平面 上 的 直角 坐标 . 证 明 方 程 
Gu_P ou 
Or Oy’O0y Oz 


成 立 , 或 者 方程 py ov ou oo 


Oz Oy’Oy Or 
成 立 . 
(b) 得 出 结论 说 , 如 果 %,v 如 同 (a) 中 那样 , 则 它们 都 是 调和 画 数 . 


2. (a) 设 “ 是 定义 在 整个 RR* 上 的 调和 函数 . 证 明 如 果 w 有 界 则 它 必 为 常数 
(b) 运用 (a) 和 习题 1, 证 明 没有 R? 到 一 个 有 界 子 集 UCR? 的 保 形 映射 


12.13 ”问题 汇编 留 数 计算 


在 一 个 流 形 M 上 我 们 可 以 考虑 复数 值 的 光滑 函数 ， 微分 形式 ， 等 等 . 例如 ， 
我 们 说 函数 
f=ut+iwv 
是 个 复 值 C~ 函数 是 指 每 个 实 函数 wu 和 v 为 实 的 Cee 函数 . 相似 地 , 我 们 考虑 
复 值 线性 微分 形式 
WwW 二 0 十 27,， 
其 中 o, reA!(M) 为 ( 实 值 ) 线性 微分 形式 . 于 是 我 们 可 以 进行 通常 的 运算 , 但 要 
记 住 避 = 一 1. 因此 
fw = (uo 一 VT) + i(vo + urT). 


相似 地 , 如 果 wi = ol +irws = 02 十 i72, 则 


wl1Aws = (ol Aaoe -nAT)+ilo AT +nAo) 


12.13 问题 汇编 : 留 数 计算 “ 563. 


为 复 值 2 - 形式 . 
我 们 类 似 地 还 有 算 子 d, 它 由 


df = du + idv, dw = du + idr7, 


等 等 给 出 . 
如 末 X! 和 Xs 为 向 量 场 , 我 们 定义 “ 复 向 量 场 ”Xi + iXs 为 在 复 值 函 数 上 
的 微分 算 子 , 它 由 


(XI 十 iXo)f 一 Xf 十 2 入 > 一 (X171 一 Xov) 十 i(X1v 十 Xo ) 


给 出 . z 
从 现在 起 , 设 M 是 RR 的 一 个 开 子 集 , 其 直角 坐标 为 (2,y). 令 z = + 训 ， 
吉 dz = dz 十 idy. 我 们 设 


z=7T—iy, dz= dz— idy, 
于 是 , 定义 复 癌 量 场 0/0z 和 90/82 为 
0 1/8 .9 9 1/8 .6 
无 = 了 下 ( 遍 - 放 有 和 和 元 = 于 ( 庆 + 沪 ) 
然后 再 设 , 对 任意 复 函 数 f， 
of /0 of 0 
Oz ” C3E 相 = E63 
习题 
13.1 证 明 对 任意 复 值 光滑 函数 f 我 们 有 
df = Ld 十 Eds 
13.2 证 明 对 9/6z 和 0/6z 的 革 布 尼 欧 规则 成 立 : 即 


O(fg) 109 Of \ (fg) 1069 Of 
Oz -7 (如 )+o( 芝 ) O02 =-f (器 )+9 (于 )， 
称 一 个 函数 f 是 全 纯 的 (或 复 解析 的 ) 是 说 8f/02 = 0. 对 于 全 纯 函 数 f, 我 们 记 


'_ 0f 
f = gy 
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13.3 证 明 dz 和 dz 在 下 面 的 意义 下 是 独立 的 ， 即 
如 果 adz 二 pbdz=0 则 , a = 0,5 = 0. 
13.4 证 明 结 论 : f 为 全 纯 当 且 仅 当 对 某 个 h 有 df = hdz. 


13.5 证 明 d(z") = nz"-!1dz( 如 果 n < 0 则 在 R*-{0} 中 ), 其 中 n 为 所 有 的 整数 ; 因而 z” 
为 全 纯 . 


13.6 证 明 由 p(z) = yn arz* 给 出 的 所 有 多 项 式 p 是 全 纯 的 , 且 
二 S kane 
1 


13.7 定义 函数 e: 为 ez = e*(cosy 十 isiny) .证明 de” = e dz. 
13.8 证 明 两 个 全 纯 函 数 的 乘积 为 全 纯 . 
13.9 设 f= 十 记 为 全 纯 函 数 , 考虑 (x,y) +y (wv) 为 M C R? 到 R? 的 一 个 映射 . 证 明 
这 个 映射 是 保 形 的 , 并 且 它 在 点 (z, y) 的 雅 可 比 行列 式 为 上 f(z) 咱 ,这 里 的 z = z 十 启 . 
13.10 设 9 为 一 个 全 纯 函 数 , 它 定义 于 M 在 对 应 于 了 给 出 的 M C R 的 映射 的 像 上 . 定义 
gof 为 gof(zx,y) = g(u(z,y),v(z,y))[ 为 简明 起 见 , 我 们 将 其 记 为 gof(z) = g(f(z))j 
证 明 go f 全 纯 , 且 
(gof) (2) = 9 (f(2))f (2). 
13.11 设 UV 为 平面 上 具 几 乎 正则 边界 的 区 域 , 由 斯 托 克 斯 定理 , 对 于 任何 复 值 线性 微分 形式 


vy, 我 们 有 
hr=/ 


( 像 平 常 那样 , 可 以 解释 为 两 端的 实 部 和 虚 部 的 等 式 .) 证 明 


| gdz= /udz= |/ 0g Jz A dz. 
BU U rr 02 


13.12 证 明 dz 入 dz = 2idzx 入 dy, 故 


.[ Og | Og 
dz=2 | —=dr Ady= 2 一 一 ， 
/ rr OZ 4 rot 


13.13 证 明 如 果 f 为 定义 于 可 的 一 个 邻 域 上 的 光滑 函数 , 并 且 如 果 f 在 U 中 为 全 纯 , 则 
fow fdz =0. 
13.14 设 £=C 十 i,(C,) E Ug 为 定义 在 U 的 某 邻 域 上 的 光滑 函数 ( 见 图 12.18). 证 明 


g(é€) = 5 一 | 2 dz +/ Sa/Eae A da 


[提示 : 将 习题 13.11 用 于 函数 g(z)/z 一 上 和 区 域 U0 一 B。, 其 中 Be 是 围绕 & 的 半径 
为 E 的 一 个 圆 盘 . 然后 让 < 一 0.] 
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图 12.18 图 12.19 


13.15 证 明 如 果 f 在 U 中 全 纯 , 则 对 任意 《EU 有 


f= / MVa 


272 Br ZZ—é 


13.16 设 f 了 在 U 一 {a1}U…Ut{ax} 中 全 纯 (并 且 了 在 W 一 {a1}UU…U{an} 中 为 光滑 ， 
其 中 W 2 U0). 假设 在 每 个 ai 的 某 个 邻 域 中 


f(z2) = Bhii(z 一 ai) ++ Bui(z ~ ai) + pi(z), 
其 中 yi(z) 在 此 邻 域 中 为 全 纯 ( 见 图 12.19). 证 明 


= f(z)dz = Bii+t+ Bi2s + :+ Bik. 


po 


[提示 : 把 习题 13.13 用 于 U 一 UU Die, 其 中 Di,c 为 围绕 ai 的 小 圆 盘 , 然后 让 < 一 0.] 
习题 13.16 的 结果 常常 被 用 做 计算 定 积分 . 例如 , 假设 我 们 想 要 计算 


| 因 R(cos0, sing )do, 
其 中 RR 为 两 个 变量 的 某 个 有 理 函 数 . 如 果 我 们 令 z = e*, 则 此 积分 成 为 
。 一 1 一 1 dz 
-Rie+s ) (2—2 )| pi 


其 中 Di 是 单位 圆 盘 . 要 运用 习题 13.15, 我 们 只 须 找 出 这 些 a; 点 及 系数 B1,; 来 计 
算 此 积分 . 例如 , 如 果 a > 0, 则 


dg6 -3/ | 15 | 
0 a+cosg 2J, atcos0 aD) FT 


现在 2 十 2az 十 1 = (z 一 Q1)(z 一 Qa2), 其 中 al = 一 0 十 (a 2 一 起 12 ,as 一 一 4 一 (Q- —1)!/2. 
此 只 有 Ql1 € Di, 而 且 


l -1 一 -二 
zx2 十 2az 十 1 ol 一 az Nz 一 al 2 一 02/ 
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故此 积分 可 计算 如 下 : 
”dg 7 
/ aa 十 cos0 Va2i—1 
13.17 计算 
"2 6 
[ a 十 smo > 0). 
13.18 计算 


2r 2 
[ -dg 
设 已 和 Q@ 为 多 项 式 使 得 Q(z) 夭 0 对 所 有 实数 z 成 立 . 假设 
P(z)=an22" 十 an -3zn 十 … 十 Q12 十 ao 
和 
Q(z) = bnz" + bn_iz2" ! 二 :+biz+ bo, 
其 中 b。 关 0. 换 句 话说 , @ 的 次 数 至 少 要 比 PP 的 次 数 大 2. 于 是 P/Q 绝对 可 积 , 且 


™ Pz), .. ® pl(z) 
/. Qt) mam | Q(z) 


现在 考虑 [5,,[P(z)/Q(z)]ldz, 其 中 U 为 半径 
为 RR 的 半圆 盘 ( 见 图 12.20). 在 97 上 的 积分 分 裂 
为 两 部 分 : 


“~ P(x) P(z) 
|， Qt + a 一 
其 中 Pa 是 半径 为 RR 的 半圆 . 对 大 尽 什 |zll = 二 12.20 
] 1 
P(2)| 1 lm?tlon sR + tl OC 
Q(z)| RR (len! _ bn -il 二 一 . bol 吉 : ) R? 
Pl(z) _|. 的 P(Re”®) CT 
-| < 和 
那么 有 lima-oo /r= 0. 于 是 我 们 可 以 应 用 习题 13.16 了 , 因为 这 时 Q@ 在 上 半 平 面 
只 有 有 限 个 零点 . 
13.19 计算 wo 
/- (2 二 0275 (a > 0). 
13.20 证 明 


” dz 7 (2n -2) 
| mi DF 


在 这 一 章 里 我 们 要 给 出 对 经 典 理论 力学 的 一 个 简短 介绍 . 要 强调 指出 , 我 们 
在 学 习 的 是 一 个 数学 分 文 : 在 力学 系统 的 物理 所 产生 的 许多 问题 中 普 明 存在 的 
数学 思考 里 得 出 的 理想 化 描述 . 因此 我 们 要 在 公理 基础 上 制定 一 个 数学 模型 , 用 
来 描述 在 研究 力学 方程 中 所 产生 的 特征 性 质 . 这 个 模型 将 用 于 力学 应 用 中 出 现 
的 大 多 数 情 形 . 为 了 简化 数学 , 我 们 舍弃 了 某 种 广泛 性 , 因此 在 经 典 力学 中 的 某 
些 情 形 , 我 们 的 模型 并 不 合适 . 

力学 致力 于 研究 一 个 物理 系统 如 何 随时 间 演 变 . 第 一 个 基本 假定 是 说 此 系 
统 可 以 (局 部 地 ) 由 一 组 连续 参数 描述 . 更 准确 地 说 ， 我 们 假定 了 此 物理 系统 的 
所 有 可 能 的 “位 置 ” 或 构 形 是 一 个 微分 流 形 M, 我 们 称 其 为 构 形 空间 . 

举例 说 , 如 果 此 物理 系统 由 三 个 在 空间 自由 运动 的 质点 组 成 ， 我 们 则 可 以 用 
给 出 这 三 个 质点 在 任何 给 定 瞬间 的 位 置 来 描述 此 系统 的 “位 置 ”. 因此 , 这 种 情 
形 的 构 形 空间 是 

Bx x EE. 
若 坚 持 认为 没有 两 个 质点 能 在 同一 时 刻 占有 同一 个 空间 位 置 ， 则 构 形 空间 M 由 
M=BxExE-S 

给 出 , 其 中 


S = {< Viv2v03 >: vi € ,有 v1 二 v2 或 v1 = v3 或 02 = v3}. 
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如 采 此 物理 系统 是 一 个 绕 某 个 空间 固定 点 旋转 的 刚体 (譬如 陀螺 ), 那么 这 
个 系统 的 位 置 就 完全 由 在 此 物体 中 的 三 个 法 正 交 的 向 量 (譬如 通过 这 个 固定 点 
所 作 的) 的 空间 位 置 所 决定 . 因为 这 三 个 向 量 可 以 放 在 任何 位 置 而 只 要 保持 法 正 
交 并 且 不 改变 定向 ( 即 从 右手 系 变 成 左手 系 之 类 ), 所 以 我 们 便 看 出 M 是 亚 中 
所 有 定向 法 正 交 基 全 体 的 集合 . 这 时 的 M 是 个 三 维 流 形 . 如 果 固 定 某 个 任意 的 
初始 法 正 交 基 < ei, e2,e3 >， 那么 此 系统 的 任意 可 能 的 位 署 由 < V1,V2,V3 > 给 
出 , 其 中 v; = 4ei, 4 是 个 旋转 , 即 4 是 个 具 正 行列 式 的 正 交 线性 变换 . 因而 M 
微分 同 胚 于 0 (3) , 即 所 有 正 行列 式 的 3 x 3 正 交 和 矩阵 的 空间 . 

力学 的 基本 问题 是 描述 系统 的 构 形 是 如 何 随时 间 变 化 的 . 当 一 个 系统 演变 
时 , 在 任意 瞬时 t, 此 构 形 由 某 个 点 C(t) € M 给 出 . 我 们 的 问题 是 要 给 出 对 此 可 
能 的 曲线 C 一 个 合理 而 简明 的 描述 , 而 这 条 曲线 C 是 在 此 力学 系统 的 构 形 中 的 
实际 变化 所 产生 的 . 

” 经典 力学 的 第 二 个 基本 假定 是 曲线 C(t) 可 以 被 此 系统 在 任何 给 定时 间 的 
“状态 ”的 信息 决定 . 那 就 是 说 , 我 们 不 得 不 (一 般 来 说 , 应 该 ) 了 解 在 已 知 时 刻 关 
于 此 系统 的 比 构 形 更 多 的 东西 , 以 便 能 够 预测 它 未 来 的 构 形 . 然而 , 如 果 我 们 确 
实 有 了 足够 的 这 类 瞬时 信息 , 我 们 就 可 以 决定 出 曲线 C(b). 合适 的 信息 总 量 被 
称 作 此 系统 的 状态 .假设 所 有 状态 的 集合 本 身 是 一 个 微分 流 形 S、 因 为 一 个 系 
统 的 状态 包含 了 比 构 形 更 多 的 信息 , 我 们 便 可 以 对 每 个 状态 s 指定 一 个 此 系统 
在 状态 s 的 构 形 r(s)E M. 换 句 话说 , 我 们 有 映射 + :5 一 M. 假定 映射 + 是 可 
微 的 . 

假设 当 我 们 知道 了 此 系统 在 时 刻 to 的 状态 s 时 我 们 便 能 预测 出 在 任何 未 
来 时 刻 t 的 它 的 状态 . 因而 我 们 给 出 了 一 个 映射 


Pt,to :S05 


使 得 如 果 此 系统 在 时 刻 to 处 于 状态 s, 则 它 在 时 刻 上 的 状态 为 pe,to(s). 现在 关 
于 时 刻 to 便 没有 任何 特殊 之 处 了 . 如 果 上 > 五 > 如 , s 为 在 时 刻 如 的 状态 , 则 
ptiio(s) 为 在 时 刻 的 状态 , 因此 


ptti (Pe,to (5)) 


便 是 在 时 刻 t 的 状态 . 
换 句 话说 ， 


tt © ptito = ptto 
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我 们 最 终 发 现在 大 多 数 的 (基本 的 ) 力学 系统 中 , 如 果 适 当地 对 时 间 参 数 化 , 则 函 
数 ois。 真正 地 只 依赖 于 上- 如 .( 这 对 于 所 谓 的 非 守恒 系统 不 再 成 芯 . 典型 的 非 守 
恒 系 统 是 包含 了 摩擦 力 的 力学 系统 . 这 就 是 通常 不 去 研究 一 个 十 分 完整 的 系统 
的 原因 . 在 有 摩擦 力 的 情形 , 例如 , 热量 的 损耗 , 必须 要 把 它 考虑 进去 .) 让 我 们 假 
定 pt。 内 依赖 于 t 一 to. 那么 , 如 果 我 们 记 : 


.81 一 有 一 如 ,8s2 =t—) 


则 前 面 的 方程 式 可 以 完成 
(Ps2 © ps1 二 Psits2: 
除去 我 们 至 今 仍 限制 于 s 的 非 负 值 这 一 点 外 , 这 看 起 来 像 在 定义 一 个 单 参 数 群 . 
事实 上 可 以 假定 这 个 限制 并 非 必要 的 , 我 们 实际 上 有 了 S 上 的 一 个 流 % 
再 重复 一 遍 . 我 们 有 了 表示 我 们 系统 的 所 有 可 能 性 的 那个 构 形 集合 形成 的 
一 个 微分 流 形 M, 一 个 代表 此 系统 所 有 可 能 状态 的 微分 流 形 5， 一 个 可 微 映射 
x+ :SM, 以 及 S 上 的 一 个 流 p. 于 是 曲线 C(t) 全 都 被 假定 具有 形式 


C(t) = Tht (7), 


其 中 的 某 个 Ze 5S. 

我 们 因此 必须 对 任意 给 出 的 构 形 空间 M 描述 5, r 和 9， 经 典 力 学 关于 空 
闻 S( 及 映射 x) 的 性 质 作出 了 非常 明确 的 假定 . 它 断 定 一 个 系统 的 状态 完全 被 
它 的 ( 构 形 和 它 的 ) “动量 ” 决定. 什么 是 我 们 这 种 抽象 架构 的 动量 ? 像 通常 那 
样 , 动量 应 该 是 某 种 反抗 速度 变化 的 东西 . 最 后 发 现代 表 “对 瞬时 速度 变化 的 无 
穷 小 阻抗 ”恰当 的 东西 原来 是 一 个 余 切 向 量 . 对 此 的 一 个 具有 启发 性 的 动机 征 
这 样 的 (读者 可 选择 略 去 不 看 .): 在 任 一 个 已 知 构 形 ze M 上 . 所 有 可 能 的 速度 
向 量 的 集合 恰好 是 Ts(M). 在 任意 ve Tz(M), 一 个 “对 % 变化 的 阻抗 ” 可 以 是 
其 个 在 v 附近 有 定义 而 在 v 为 零 的 函数 . 在 一 阶 范围 内 ， 我 们 可 以 将 这 函数 换 成 
它 的 微分 . 因此 “无 穷 小 阻抗 " 征 T,(T,(M)) 上 的 线性 函数 . 由 于 Tz(M) 是 个 问 
量 空间 , 我 们 对 每 个 v 可 将 T,(Tz(M)) 等 同 于 Te(M). 因而 所 有 可 能 的 “动量 ” 
等 同 于 T*(M) 中 所 有 的 元 素 . 

集合 S 因此 被 当 作 所 有 动量 的 集合 , 即 在 对 上 所 有 点 的 所 有 余 切 向 量 的 
集合 . 我 们 必须 首先 指出 如 何 把 这 个 空间 做 成 一 个 微分 流 形 . 


13.1 ” 切 从 和 余 切 从 
设 M 为 微分 流 形 , 我 们 来 考虑 在 M 的 所 有 点 上 的 所 有 切 向 量 的 集合 T(M)， 


510 第 十 三 章 经 典 力学 


因而 : 
T(M)= (|) T.(M). 
rEM 
设 7 表示 T(M) 到 M 上 的 映射 , 它 指派 给 每 个 切 向 晤 为 它 所 定义 在 那里 的 M 
的 点 ; 就 是 说 , 如 果 teTz(M), 则 x(é&) = z. 我 们 断言 T(M) 可 以 以 一 种 自然 的 
方式 做 成 一 个 微分 流 形 , 从 而 使 r 为 可 微 映 射 . 事实 上 , 设 a 为 M 上 的 一 个 总 
图 表 , 对 每 个 (UV,a)ea, 定义 了 Ta) :7 (VU) 一 Ve@V 为 


T(o)€ =< a(z), éa>, (1.1) 


其 中 teET,(M),x e U. 我 们 断定 和 集合 {(r Ta))} 是 T(M) 上 的 一 个 总 图 
表 . 要 验证 T(a) 是 一 一 的 , 我 们 看 出 , 如 果 EET4(M),neTy(M), 其 中 zx 关 y, 则 
a(7z) 关 a(y); 而 如 果 & 关 7n 同属 于 Tj(M), 我 们 则 有 ona. 要 验证 满足 转移 法 
则 , 我 们 则 注意 到 第 九 章 的 等 式 (4.3) 表明 如 果 (U,a), (WB) 为 a 的 两 个 分 图 表 ， 
则 / 
T(B8)oT(a)  (v,é0) =< Boa™ (U), Jgoa-i(v)éa >, (1.2) 


其 中 <v,éa > ETar (DUNNW), 即 ve a(U 人 NW), 而 &o 在 V 中 为 任意 . 
T(M) 上 的 这 个 结构 不 依赖 于 a 的 选取 这 个 事实 是 显然 的 . 为 可 微 也 是 
清楚 的 ; 事实 上 , (rr 一 (C),T(a)) 和 (U,a) 是 相 容 的 分 图 表 , 且 在 它们 的 表示 下 ， 
ao7o7T (al (ca) = wv. 我 们 称 T(M) 连同 它 作 为 微分 流 形 的 结构 为 M 的 切 从 . 
如 果 M 是 有 限 维 的 , 设 (U, a) 为 M 的 一 个 分 图 表 , 其 坐标 为 z ，… ,x", 从 
而 | 
az) =< 7 (x) ,X(T) > ER 


我 们 表示 在 ni1(U) 上 与 分 图 表 了 (ar 相关 的 坐标 为 ~ 90- ， , gm， 0， ,4 入) 
因此 , 如 果 上 eTz(M) ze UU, 我 们 则 有 


T(o)(€)= < oa(7),é0 > 
二 ~ 0 (6 ,gq"(é), dG (6 ,0 (é&) 六) 


从 而 


0 一 ZeoTf， €= >》 (6) (让 . (1.3) 
换 句 话说 , qi 正好 是 坐标 x'i, 但 通过 7 被 看 做 T(M) 上 的 函数 , 9(&) 是 上 天 于 基 


(zr). (sn) 


13.2 变 介 方程 . 571 . 


的 分 量 . 
我 们 可 以 按照 相似 的 步骤 对 


TCM) = 到 COM) 


EM 


进行 论证 , 从 而 得 到 了 余 切 从 . 如 果 (U,a) 是 M 上 的 总 图 表 a 的 一 个 分 图 表 , 我 
们 和 定义 映 射 
T*(a) :x (VU) VOV’ 


为 z 
T*(a}(l) =< Qa(7), loa>, (1.4) 


其 中 1eE T*(M),z € U. 如 同 前 面 那样 , 它 定义 了 7T*(M) 上 的 一 个 总 图 表 , 义 定 
义 了 T*(M) 上 的 一 个 可 微 结构 , 其 与 M 上 的 总 图 表 选 取 无 关 .( 注 意 , 我 们 已 经 
用 了 同一 个 字母 r 来 表示 两 个 射影 . T(M) 一 M 和 7T*(M) 一 M. 一 旦 有 混 清 
之 处 , 我 们 将 把 它们 分 别 以 rz 和 fr 表示 .) 

如 果 M 是 有 限 维 , (U, a) 为 具 坐 标 z!,… ,zx" 的 分 图 表 , 我 们 将 用 


ol gn, pl ,p> 
表示 (x-1(U), T*(@)) 的 坐标 . 因此 , 如 果 LE T*(M),x € U, 我们 则 有 
T*(o)l =< ao =< gq (D), ,4°(D),p (Dp" (0) >, 
故 
gi = gion, l= > pdr')s. (1.5) 
13.2 ” 变 分 方程 


设 Mi 和 Ms。 为 两 个 微分 流 形 , p: Mi 一 Ms? 为 可 微 映 射 . 于 是 p 诱导 了 一 
个 映射 T(wp) : T(M1) 一 (Ma), 定义 为 , 对 £ETz (M1)， 


T'(p)é = prz(€). (2.1) 


为 验证 T(w) 可 微 , 我 们 选择 相 容 的 Mi 上 的 分 图 表 (U,a) 和 M2 上 的 (WB) . 
那么 由 T(w) 的 定义 知道 


(T(UV),T(@)) 和 (T(W), TA) 
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为 相 容 的 分 图 表 . 另外 
T(p) oT(p)oT(@)™ (v1, v2) =< (Bopoa™ )v1, JBopoo-1(V1)V2 > . (2.2) z 


这 样 便 建立 了 T(y) 的 可 微 性 . 我 们 也 看 到 , 如 果 %: M2 一 Ms 是 第 二 个 可 微 映 
射 , 则 由 第 九 章 等 式 (4.4) 知 


Tlyop) =T(W)oT(p). (2.3) 

男 外 , 由 定义 清楚 地 知道 

To (9%) = por. (2.4) 
换 何 话说 , 图 表 

T(M!1) 9 T(M;) 
Tj ss 
Mi 一 一 M, 
2 


交换 , 它 的 意思 是 选取 从 工 (M1) 到 Ms 的 随便 哪 一 条 路 线 都 没关系 . 
特别 , 如 果 {wpi} 是 M 的 一 个 单 参数 微分 同 胚 群 , 我 们 则 得 到 T(Mi1) 上 的 
一 个 单 参数 群 了 (pl), 由 (2.4) 式 , 其 中 


ToT (pt = wot(T(6))， (2.5) 


如 采 XX 是 {yt} 的 无 穷 小 生成 元 , 我 们 则 以 T(XX) 表示 T(ypi) 的 无 穷 小 生成 
元 . 由 (2.5) 式 知 , 如 果 €ETz(M), 则 


nsé (了 (入 )6) = Xe;, (2.6) 


让 我 们 在 一 个 分 图 表 中 得 出 T(X) 的 表达 式 : 设 (U, a) 为 一 分 图 表 , 选择 W 
为 满足 W CU 的 开 集 , 而 e > 0 使 得 对 | 直 <e 有 pe(W) CU. 于 是 


T(a)oT(¢pi) o (T(a)) <v,w> =< (aogpio0™ )o Jaooioa-n(u)t >, 
故 , 在 上 = 0 取 关 于 + 的 微分 , 由 第 九 章 的 等 式 (4.9) 有 
T(X)T(a) <vV, WwW >=< Xa(v), dXa(v) (WwW) > . (2.7) 
如 果 M 是 有 限 维 的 , 21，… ,zx” 为 (U,a) 的 坐标 , 而 


Xo =< 大 ,XX? >, 


13.2 恋人 分 方程 . 573 ， 


我 们 则 可 重 写 (2.7) 式 为 


OX 
T(X)T(a) < v,wW >=< Xt (Vv),.. (oO > Di WW ， A 


其 中 w =< w!,… ,w", 换 句 话说 , 利用 局 部 坐标 < q1，… ,gm 全, 加 ,对 
应 于 T(X) 的 微分 方程 有 形式 


da; 


一 一 zl . . 。 1 
= Xi(q,. ,g") (2.8) 
和 do' AX! OX 
a 加 xX! .] x? 
dt Ori TT Grn Drm / (2.9) 


注意 方程 (2.8), 它 正好 是 对 应 于 向 量 场 X 的 局 部 方程 因为 了 =2Z o7) 这 只 不 
过 是 (2.6) 式 的 另 一 种 写法 . 假设 


pt(Z) =< Tt, ,2 (t) > 


是 苹 在 U 中 的 解 曲线 . 于 是 我 们 可 以 把 系数 
OXi OX 
Bri ~ Bzi (x \(£), ) 小 (t)), 
看 为 只 是 t 的 函数 . 因而 (2.9) 式 有 形式 


oe 一 A(t)w, 
它 是 w 的 线性 微分 方程 . 称 此 线性 微分 方程 为 式 沿 曲线 p(z) 的 变 分 方程 . 粗 
略 地 说 , 从 线性 允 近 来 看 , 它 代表 了 在 p(z) 附近 的 X 的 解 曲 线 是 如 何 偏 离 p(z) 

现在 我 们 来 完成 对 余 切 从 的 类 似 构 造 ， 如果 yp: Mi 一 M2 为 可 微 映射 ， 则 
p* : Te) M2) > Te (Mi) 的 进行 方向 不 对 头 . 因此 我 们 把 注意 力 局 限于 局 部 微 
分 同 胚 的 那些 映射 , 从 而 定义 T*(y) 为 , 对 LET;(Mi)， 


T*(p)l= (p71 = (p55) L. (2.10) 
因为 op 为 微分 同 豚 , 所 以 


(po TCM) Tor) (Mo) 
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有 确切 定义 , 并 且 有 
To7”(p) = poTr， (2.11) 


如 果 (U,a) 和 (WB) 为 Mi 和 Ms2 上 的 相 容 分 图 表 , 则 


T*(B)oT*(p)oT* (Qa) < v1,v2 >=< (Bopoa™ 1) [Jgovoa-1 (V1)]* v2 >, 


(2.12) 
从 而 T*(yp) 可 微 . 
如 果 p: Mi 一 M2, Ma 一 Ma 为 微分 同 胚 , 则 
T*(yop)l = (Wop) l= (p00) = op ll, 
从 而 
T*(wop) = T* (WY) oT (9). (2.13) 


特别 地 , 如 果 {wt} 是 流 形 M 上 的 一 个 流 , 我 们 则 得 到 T*(M) 上 的 一 个 流 
T*(pt) . 它 满 中 
To7 (Pe)! = p(T ll)). (2.14) 
如 果 X 为 {wz} 的 无 穷 小 生成 元 , 则 以 T*(X) 表示 {7 了 *(pt)} 的 无 穷 小 生成 元 . 
它 满足 
nT“(X) = Xy, (2.15) 


其 中 lie Ti(M). 


13.3 了 T*(M) 上 的 基本 线性 微分 形式 
在 回 到 力学 的 研讨 之 前 , 我 们 要 较 详细 地 研究 一 下 余 切 从 的 几何 . 设 M 为 
微分 流 形 , z 为 T*(M) 的 点 . 设 £ 为 在 点 z 切 于 T*(M) 的 切 向 量 , 故 
ccTzOT 
于 是 re 是 Ti(zy(M) 中 的 一 个 元 素 . 因为 2 € Ti(s(M) 是 Tr(z) (M) 上 的 线性 


函数 , 我 们 可 以 考虑 表达 式 
(Txé, Z)， 


它 线性 地 依赖 于 £. 把 这 个 的 线性 函数 记 为 6. 我 们 因此 定义 了 和 (MI) 上 一 
个 线性 微分 形式 : 


(€,02) = 二 (mzt,z)， 其 中 和 ETzG WUM 放 (3.U 


13.3 IT"(M) 上 的 基本 线性 微分 形式 


"9759: 


称 形式 9 为 T*(M) 的 基本 线性 形式 ， 我 们 来 得 出 9 在 一 个 分 图 表 (x (UU)， 
T*(a)) 下 的 表达 式 . 因为 T*(Q) 把 -1(U0) 映 到 V@V* 的 一 个 开 集 O 上 , 所 以 
br*(o) 的 表达 式 应 该 是 从 OO 到 (Ve@V*)* 的 一 个 隆 数 , 而 后 者 可 以 等 同 于 V*@V. 
让 我 们 计算 这 个 函数 . 在 M 的 分 图 表 (U,a) 和 7T*(M) 上 的 (x (U),T*(a)) 下， 


我 们 有 


éT*(a) ><V,WwW > EV A V ,meé)a =v EV, 


改 ， 
(Tré, 2) = (V, Za). 


因此 (< v,w* >, (0z)T+(o)) = (v,za); 就 是 说 ， 


(Oz)T*(0) =< za,0 > EV OV = (V @V').. 
换 句 话说 , 在 分 图 表 T*(a) 下 微分 形式 0 的 局 部 表达 式 是 由 
Gu< WuU2 > =< U2,0 > 


给 出 . 如 果 M 为 有 限 维 , 并 且 使 用 局 部 坐标 < 9 070D ,pp ~ ， 则 


| Br) 2 
AN Do 


而 
Ts (过 ) = 0,z = 》 Pi(z)dzz， 
因此 , 3 z : z 
(( 斋 ) 4) = (Be Dr (dns ) = po) 
而 
(GE 
从 而 
0: = 》 Pi(z)dqz 
或 者 


0 = >》 Dadg- 


自然 , (3.3) 式 正好 是 由 VV = R" 的 一 个 基 下 写 出 (3.2) 式 的 一 种 方式 . 


(3.2) 
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设 9 : Mi 一 M2 为 微分 同 胚 , mi 为 T*(Mi1) 土 的 基本 线性 形式 , 又 设 9。 是 
T*(jM2) 上 的 基本 线性 形式 . 设 


gET(T*(Mi)), 7(2) =z € Mi. 


于 是 有 
TxT (PE = prTré, 
从 而 | 
(T (Pp)é, OoT* (9)z) = (pre Tré, T” (Pp)2) 
= (przsTxé, (P*) Zz)2) 
一 (TrE, Z) 一 (€,012). 
换 句 话说 ， 


(T° (9)) 02 = (3.4) 
特别 地 , 如 果 {yi} 是 M 上 的 一 个 流 , 则 
(T*(p1)) 0 =0. 
如 果 XX 是 M 上 的 一 个 向 量 场 , 那么 上 面 最 后 面 的 那个 方程 的 无 穷 小 形式 便 是 
z Dr:(z)0 = 0. (3.5) 
注意 , M 上 的 任意 一 个 向 量 场 X 定义 了 7T*(M) 上 一 个 函数 fx 为 : 当 7(z)= 7 


时 
fx(z) = (Xz, 2). (3.6) 


我 们 也 有 
fx = (T°*(X),0), (3.7) 


这 是 因为 由 (2.15) 式 (T*(X)s,02s) = (rsT*(X)z,2) = (Xz, 2). 
最 后 , 由 (3.5) 式 和 第 十 一 章 的 等 式 (6.14), 我 们 有 


0 = Dr (x)0 = d(T*(X),0) + T*(X)]d0, 


故 
dfx = —T*(X)|db. (3.8) 


由 于 稍 后 才能 明白 的 理由 , 有 时 称 函 数 fx 为 与 向 量 场 X 相关 联 的 动量 函数 


13.4 T*(M) 上 的 基本 外 2 - 形式 . 577 . 


13.4 TY*(AMT) 上 的 基本 外 2 - 形式 
最 终 可 证 明 , 外 2 -形式 
= dg (4.1) 


在 力学 中 起 了 基本 性 的 作用 , 因此 我 们 要 研究 它 的 一 些 性 质 . 首先 , 由 于 =0， 
我 们 有 
dn = 0. (4.2) 


我 们 断言 2 是 T.(T*(M)) 上 一 个 非 异 双 线 性 形式 , 其 中 ze T*(M) 为 任 
意 . 就 是 说 ， 
如 果 teT,(T*(M)) 使 得 £02 =0， 则 =0. (4.3) 


为 此 , 我 们 按照 分 图 表 (r 一 (Z),T(o) 计算 2 的 局 部 表达 式 [其 中 z 6 
7-1(D)]. 映射 T*(a) 给 出 了 "(0) 与 VY@V* 的 一 个 子 集 的 微分 同 胚 , 从 而 由 
(3.4) 式 , M 上 的 形式 9 转 成 了 在 V@V* = T*(V) 上 的 对 应 形式 ba. bo 也 可 以 
被 看 为 一 个 由 (3.2) 给 出 的 (V* @V) - 值 函数 . 我 们 以 ke 表示 tT:(a) , 并 把 


fo =< Xi, X2 > EV OV' 
想 成 是 V @V* 上 的 一 个 常 值 疝 量 场 . 于 是 
(éa, 0a) uus» = (X1, U2), 
从 而 d(&a,9a) 是 个 线性 微分 形式 , 它 由 
(na, d(éa,0a)) = (X1,72), 其 中 ja =< ,> EV @V. 


另 一 方面 , 由 于 &。 是 个 常 值 向 量 场 , 故而 李 导 数 De,9。 化 成 线性 函数 < ta 他 六 
ry<ux,0 > 的 通常 导数 . 此 导数 正 是 常 值 < X2,0 >. 因此 李 导 数 De。bu 由 常 值 
线性 形式 

De bu =< X2,0> EV BV 


给 出 , 就 是 说 ， 
(na, De, Oa) 一 (Y1, X2). 


现在 Eo | fa 一 &a |d0,, 一 De bo 一 d(éa, Oa); 所 以 我 们 看 出 co fo 为 常 值 形 式 


ald0 =< Xo,—X1 > EV @V. 
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扼要 地 重复 一 下 : 如 果 £ €E T,(T*(2M)) 使 得 如 ro 由 条-(o) =< X1,X2 > EV @ 
V* 给 出 , 则 : 

(本 (02)T* (a) 二 < 入 2， 一 信 1 > ETY” 申 站 (4.4) 
等 式 (4.3) 显然 由 此 推出 


由 于 (4.3) 式 具有 基本 的 重要 性 , 我 们 给 出 在 有 限 维 流 形 情形 下 的 另 一 个 不 
同 的 推导 . 如 果 我 们 用 坐标 ~™ 9 ， ,gm 2 ,p™ 六 则 


0 = 》 Pidqt， 
从 而 
2 = 》 dp'Adg. (4.5) 
如 果 / 
(4 六 19 太 ) 
则 


XIN = > (Bidg’ — A'dp'). (4.6) 


因此 (Xj0)s = 0 当 且 仅 当头 , = 0. 这 证 明了 在 T*(M) 上 我 们 有 一 个 一 一 
对 应 , X 瞩 XX|0, 将 向 量 场 对 应 到 线性 微分 形式 . 我 们 用 wx 表示 X 所 对 应 的 
形式 , 从 而 

WX 二 | 2; 


并 且 以 X, 表示 线性 微分 形式 w 对 应 的 问 量 场 . 因而 
w = X,| 1 = wx,. / 
我 们 看 到 有 
dw = 二 0 当 且 仅 当 Dx 人 ?=0. (4.7) 


事实 上 由 (4.2) 式 ， : 
Dx 0 = d(X,|N) = dw. 


特别 地 , 在 T*(M) 上 有 一 个 特定 的 向 量 场 的 类 , 即 对 应 于 函数 的 , 也 就 是 形 
如 Xa 的 向 量 场 , 其 中 下 是 T*(M) 上 的 函数 . 称 这 个 向 量 场 为 哈密 顿 问 量 场 
x 由 于 有 (4.6) 式 , 如 果 Dx 人 = 0, 则 和 至 少 局 部 地 形 如 Xar, 这 是 因为 任 
意 满 足 dw = 0 的 形式 w 都 可 局 部 地 写 为 w = dF. 如 果 我 们 做 一 个 拓扑 假定 ， 
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说 T*(M) 的 第 一 上 同调 群 为 0, 那么 Dx2 = 0 便 等 价 于 X 为 哈密 顿 . 这 个 假 
设 是 对 构 形 空间 M 的 性 质 的 一 个 实质 性 的 限制 . 由 于 我 们 不 想 按 这 种 方式 去 限 
制 M, 故我 们 不 以 Dx 人 = 0 作为 哈密 顿 柯 基 场 的 定义 . * 

注意 , 如 果 X,Y 为 哈密 顿 向 量 场 , 则 aX + bY 也 是 , 其 中 a,b 为 常数 . 事实 
上 , 如 果 天 = XaF,Y = XaG, 则 


aX + bY = Xa(aptoo). 
另外 , [X,Y] 也 是 哈密 顿 向 量 场 . 事实 上 , 因为 Dxf? = 0， 有 
Dx(Y]0)= DxYJN +YIDxf = Dxyl10. 
由 于 DxY = [X, 7, 我 们 看 出 | 
X,Y]|Q = DxdG = dDxG. 


换 句 话说 , 我们 有 

[Xar, XdadG] = Xa(xsro): (4.8) 
因此 我 们 看 到 , 对 应 于 哈密 顿 向 量 场 的 李 括 号 我 们 有 一 个 二 元 运算 . 称 其 为 泊 松 
括号 , 并 以 {FG} 表示 . 换 而 言 之 , 我 们 定义 


{F,G} = XarG, (4.9) 

于 是 可 重 写 (4.8) 式 为 

[Xar, XaG| = XatF,G}: / (4.8") 
注意 到 | 
故而 ， 特别 地 ， 

{BG}=-{GF}. (411) 
利用 局 部 坐标 ~ 9 ,gm 7D ~ ,Dp >， 我 们 有 
dF = (5 dp 


4.4 Fr 
故 由 (4.4) 式 有 OF 9 BF 8 ) (4.12) 
(i z 
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因此 


OF OG OF OG z 
{FG} = > (BW Op: Dr 3 ) | 


由 此 看 出 (4.11) 式 的 反 称 性 是 显 见 的 .(4.11) 式 的 一 个 推论 是 : 
命题 4.1 如 果 玉 和 G 是 T*(M) 上 的 函数 , 使 得 XdarG =0 则 XaoF =0. 


换 句 话说 , 如 果 G 沿 Xap 的 解 曲线 为 常 值 , 则 FF 沿 Xac 的 解 曲线 也 为 党 
值 . 
事实 上 ， 
XupG = {EG} = -{G,F} = —Xagh, 


命题 4.1 原来 是 力学 的 所 有 “守恒 定律 ”的 原型 . 
我 们 以 下 面 的 观察 作为 本 节 的 结束 . 设 Y 为 M 上 的 向 量 场 . 那么 Y 的 动 
量 函数 是 T*(M) 上 一 个 函数 方 . 等 式 (3.8) 断言 


_T*(Y) = Xpy. (4.14) 
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如 同 我 们 在 引言 中 表示 的 ， 力学 的 第 一 基本 假定 是 系统 的 演变 由 T*(M) 上 
的 一 个 流 决定 , 其 中 的 M 是 此 系统 的 构 形 空间 . 第 二 基本 假定 是 关于 这 个 流 的 
特性 的 . 它 假定 这 个 流 的 无 穷 小 生成 元 是 个 哈密 顿 向 量 场 . 那 就 是 说 , 假定 存在 
T*(M) 上 的 一 个 函数 五 ( 称 作 能 量 ) 使 得 向 量 场 Xap 为 T.(M) 上 描述 这 个 系 
统 演 变 的 流 的 无 穷 小 生成 元 .( 负 号 是 由 于 某 个 标准 约定 的 结果 .) 为 了 明日 这 个 
意思 , 让 我 们 把 这 个 运动 方程 用 有 限 维系 统 的 9 和 p 坐标 表达 出 来 . 因而 有 


aH 6H8 
Xa = 2 i- Og jp) 


从 而 ， 如 于 ~ se gn) pO) p™(’) 六 是 这 个 流 的 积分 曲线 ， 那么 它 巴 必 
定 满足 微分 方程 


dg 80H dp _ 0H 
dt Api’ dt Og 

(4.11) 式 的 一 个 平凡 推论 是 X_agH = 0. 换 句 话说 , 函数 五 沿 此 系统 的 轨 
线 为 常数 . 这 个 原理 被 称 作 能 量 守恒 定律 . 


更 一 般 地 , 我 们 可 将 命题 4.1 阐述 为 


(5.1) 
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命题 5.1 设 Xap 是 一 个 具 能 量 吾 的 力学 条 统 的 无 穷 小 生成 元 . 设 下 是 
个 画 数 ,满足 
XunpH = 0. 


于 是 下 在 轨 线 上 为 常数 , 这 里 说 的 轨 线 即 由 X_or 生成 的 流 的 解 曲线 . 

命题 5.1 是 整个 “动量 守恒 ”定律 的 原型 , 我 们 要 在 后 面 推导 这 个 定律 . 例 
如 可 参看 在 第 6 节 末 尾 的 讨论 . 

为 了 完全 确定 力学 系统 , 必须 要 给 出 函数 互 . 能 量 原 来 是 (在 许多 但 非 全 部 
情形 ) 两 项 之 和 , 旷 = K +U, 其 中 的 天 被 称 作 动 能 , 而 称 U 为 势能 . 它们 中 每 
个 都 具有 特殊 的 形式 , 现在 我 们 来 描述 它 . 

动能 是 T*(M) 上 的 函数 , 它 与 M 上 一 个 黎 曼 度量 相关 联 . 设 ( ，) 是 M 
上 的 一 个 黎 曼 度量 . 它 在 每 个 T,(M) 上 给 出 了 内 积 ( ，)z, 因此 诱导 了 Ts(M) 
与 T*(M) 之 间 的 一 个 同 构 , 从 而 给 出 了 TY(M) 上 的 内 积 , 我 们 仍 记 它 为 4 ，). 
函数 K 于 是 定义 为 | 


要 了 解 黎 曼 度 量 与 力学 之 间 的 重要 关联 , 让 我 们 考虑 最 初等 的 情形 : 研究 正 中 
质量 m 的 单个 质点 . 速度 和 动量 


p=ma 


之 间 的 通常 的 关系 可 以 详细 阐述 于 后 : 考虑 四 上 的 黎 曼 度量 , 它 为 mx 欧 几 里 
得 度量 . 就 是 说 ， 如 果 < TY 六 为 EK 上 的 直角 坐标 ， ~ qz, dy, dz) dr, Gy, dz ~ 为 
T( 瑟 ) 上 的 对 应 坐标 , 则 


(ccc 人 一 md 十 md 十 7002. 
于 是 丈 ( 枉 ) 一 7T2( 臣 ) 的 映射 由 下 面 关系 给 出 : 
~ dz;gy qz, Gr, dy, dz >P< qr, Gy, dz,Pr, Py, Pz 一 ; 


其 中 
pz = Mz, Py = mqdy, Pz = mgz. (5.3) 
并 且 , 
K (gz, qy, qz; Dz, py, Pz) 一 2 (Pr + py + pz2). (5.4) 
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因此 从 速度 到 动量 的 迁移 依赖 于 一 个 黎 曼 度量 的 选取 , 这 个 黎 曼 度量 决定 
了 从 T(M) 到 7T*(M) 的 一 个 映射 . 这 可 以 被 看 做 对 构 形 的 广义 的 “质量 选择 ”. 
郴 数 7 被 假定 具有 形式 UV = Uo7, 其 中 U 是 M 上 的 函数 . 形式 F = -dU 
被 称 作 力 场 , 它 的 位 势 是 U. 由 于 M 上 的 黎 曼 度量 , 它 可 以 被 视 为 M 上 的 向 量 
场 : 对 每 个 EET (M) 
(&, Fz) = —(€,dU). 


在 本 中 具 质 量 mm 的 单个 质点 的 特殊 情形 中 , 将 (5.3) 和 (5. 式 代 入 方程 
(5.1) 式 ,在 五 = KK 十 U 时 , 给 出 了 


dmq” ， dp’ 


或 者 ， 因为 i 为 常数 ， 
， 2 了 
mm 一 一 F', (5.6) 


这 便 是 平常 所 说 的 力 = 质量 x 加 速度 的 规则 . 
回 到 一 般 理论 , 现在 阐述 命题 5.1 的 一 个 有 用 的 推论 . 


命题 5.2 设 电 一 KK 十 U 为 与 黎 曼 度量 ( ，) 关联 的 能 量 , 以 及 M 上 的 厨 
数 U. 设 Y 为 M 上 的 向 量 场 , 它 是 ( ，) 的 一 个 无 穷 小 等 距 映 射 , 并 且 使 得 
YU = 0. 于 是 动量 函数 fy 在 由 鲜 _aH 生成 的 流下 为 第 数 . 


设 {gi} 为 了 生成 的 流 . 因为 pi 为 局 部 等 距 , (Pi gp?l) = (0), 只 要 pi 有 
定义 就 成 立 , 从 而 
K(T (pi)l) = KD) 


因此 
T*(Y)K =0. 


还 有 


T*(Y)U=(T*(Y),dU) = (T * (Y), 7*dU) 
= (rT*(Y),dU) = (Y,dU) = 0, 


使 得 T*(Y) 互 = 0, 这 样 便 可 应 用 命题 5.1 [ 见 等 式 (4.14)] 
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13.6 ”中 心力 问题 


在 进行 一 般 理论 的 讨论 之 前 , 我 们 在 一 个 简单 而 重要 的 情形 中 来 解释 前 面 
所 得 到 的 结果 . 我 们 要 研究 到 中 一 个 质点 在 一 个 “集中 在 原点 的 力 ”作用 下 的 
运动 . 就 是 说 , 我 们 的 构 形 空间 M 被 取 为 四 - {0}, 而 黎 曼 度量 是 mx 欧 几 里 得 
度量 , 其 中 m 为 此 质点 的 “质量 ”. 我 们 还 假定 函数 可 只 依赖 于 到 原点 的 距离. 
因而 5(z,y,z) = P(7),7? = z2 十 如 十 22. 在 这 些 条 件 下 可 清楚 看 出 , 绕 原点 的 
任 一 旋转 是 此 黎 曼 度量 下 的 等 距 变换 , 并 保持 上 不 变 . 因此 我 们 可 以 把 命题 5.2 
应 用 于 无 穷 小 旋转 z(8/8y) - y(8/87x) , 从 而 得 出 对 应 的 动量 函数 zpy - yp 为 
常 值 .( 这 个 动量 以 绕 z 轴 的 角 动 量 而 得 名 ). 相似 地 , 函数 Tp; 一 zpz 和 ypz 一 zp 
也 必 在 这 个 流 的 轨 线 上 为 常 值 . 如 果 记 x =< zz >,P =< pc,pypz>, 则 这 三 
个 守恒 定律 可 以 联 起 来 读 作 

TA 人 Dp 二 常数 . (6.1) 

它 被 称 为 角 动量 宁 恒 定律 . 这 里 的 x 和 p 被 看 成 T*(M) 上 的 向 量 值 函数 . 为 了 
研究 (6.1) 式 所 包含 的 意义 , 我 们 先 区 分 两 种 情形 : 其 常数 地 0 的 和 为 零 的 . 如 果 
(6.1) 式 中 出 现 的 常数 去 0, 则 (6.1) 式 表明 由 z 和 p 张 成 的 平面 不 变 . 特别 , 这 
个 运动 是 使 z 保持 在 某 个 固定 的 平面 中 . 如 果 z Ap = 0, 我 们 讨论 如 下 : 

由 于 p= mz, 故 zAZ=0. 因 zw 冯 0, 这 表明 


T= A 


对 某 个 时 间 的 函数 和 成 立 . 现在 ||zl| = (x,2)' 人 2, 故 有 


d 
el= = (Ee) = Me 02 


了 (2 Mr Am 
dt ( 商 ) zl lizll2 " 
从 而 zzl|= 和 常 值 癌 量 ; 即 z 在 一 条 通过 原 点 的 固定 射线 上 . 
如 果 微 分 (6.2) 式 并 利用 一 一 ja 为 常数 这 个 事实 , 我 们 则 由 (5.6) 式 得 到 


malel = (人 ( 商 ? DE 


mm 一 一 一 Pi(r)， (6.3) 


因此 


这 就 是 
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其 中 > = |lzl|. 
不 管 去 样 , 在 所 有 情形 中 质点 z 总 在 一 个 平面 中 运动 . 我 们 因此 可 集中 注意 
到 平面 上 . 就 是 说 , 我 们 可 以 考虑 一 个 “新 的 ”力学 系统 , 那里 的 M = 外 一 {0}， 
以 及 它 的 黎 曼 度量 , 函数 U = P(7), 等 等 . 让 我 们 在 这 个 平面 中 引进 极 坐 标 ， 于 
是 8/69 保持 了 度量 和 位 势 不 变 . 如 果 < 7,9,pr,po> 为 T*(M) 上 的 对 应 坐标 ， 
那么 命题 5.2 表明 
pe 二 常数 (6.4) 


(注意 这 确实 是 (6.1) 式 中 我 们 不 曾 用 过 的 部 分 .) 现在 在 极 坐标 下 , 欧 氏 度量 具有 
第 九 章 的 等 式 (8.7) 的 形式 , 从 而 与 质量 m 相关 联 的 mx 欧 氏 度量 的 黎 曼 度量 
由 

I ON = ma + 2}. 


给 出 . 特别 , 从 TT(M) 到 T*(M) 的 相关 联 的 映射 由 
pr = mr7, pe = mr?6 (6.5) 


给 出 . 因此 (6.4) 式 表 明 
r20 = 常数 . | (6.4") 


要 了 解 (6.4) 式 的 意义 , 我 们 考虑 此 平面 中 一 条 曲线 z(.). 考虑 由 0 到 z(0) 的 
射线 的 部 分 , 从 0 到 z(b) 的 射线 部 分 和 从 0 到 t 的 | 
曲线 z(.) 的 部 分 围 成 的 区 域 u( 见 图 13.1), 于 是 A) 


; | ?a0 = | rdr Adb 
2 Ou u x(0) 


是 4 的 面积 . 另 一 方面 , 因为 在 射线 上 由 = 0, 我 们 ” 
看 到 图 13.1 


t 
/ r2d0 = / r20dt. 
Du 0 


因此 (6.4') 式 正 是 开 普 勒 第 二 定律 的 内 容 : 质点 以 常 速率 扫 过 面积 . 
因此 我 们 已 经 看 到 , 系统 的 球面 对 称 性 表明 这 个 运动 在 一 个 平面 中 并 满足 
开 普 勒 第 二 定律 . 
我 们 还 没有 利用 到 能 量 守恒 , 在 目前 的 情形 下 它 可 以 读 成 
1 


. l : 1 1 
Fm 十 TI 人 + Pr) = 少数 = Dr 十 rap + P(r). (6.6) 
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我 们 来 考查 满足 pe = 4 = 常数 的 一 个 特定 的 解 曲线 . 那么 , 微分 (6.6) 式 给 
出 
dpr dr 4 ， 
7 一 M2 一 3 —"P (7). (6.7) 
) 我 们 可 以 把 (6.7) 式 解 释 为 一 个 一 维 力学 系统 的 运动 方程 . 此 系统 的 动能 为 
A2 
Q(r) = P(r) + Fa 
给 出 , (6.8) 式 中 的 第 二 项 被 叫做 向 心 位 势 , 而 在 (6.7) 式 中 出 现 的 对 应 项 4° /mr* 
被 叫做 向 心力 .注意 , 如 果 4 = 0, 则 (6.7) 式 化 为 (6.3) 式 , 这 正 是 我 们 所 预期 的 . 
现在 我 们 能 够 用 下 面 的 步 又 求解 运动 方程 : 首先 , 对 所 给 的 角 动 量 求 .6.7) 
式 的 各 种 解 曲线 . 对 一 个 解 >(.), 通过 积分 0 = 4/mr? 决定 0(-), 得 到 


(6.8) 


g(t) = | rd + 常数 (6.9) 


我 们 运用 能 量 守恒 定律 可 以 得 到 关于 (6.7) 式 解 的 性 质 相 当 多 的 信息 . 画 一 
条 像 图 13.2 中 那样 的 曲线 . 假设 轨 线 r(-) 具有 常 值 能 量 EB = zmr + (7), 于 


是 如 果 集合 {7 : Q(7) < 瑟 }】 有 界 , 并 且 因 为 5mf2 > 0, 从 而 r(b) 必定 总 在 此 
集合 中 . 事实 上 , 假设 区 间 a < + < 使 得 Q(a) = Q(b) = 画 , 并 且 对 小 的 。 有 
Q(b+6) > 可,Q(a 一 6) > .于 是 , 如果 a < 7(to) < 5 对 某 个 值 to 成 立 , 则 得 
到 对 所 有 上 有 a 和 7(t) < 6b. 另外 ,如果 Q(7) < Bi 对 a <r <z 成 立 , 则 对 于 
a < r(to) < b, +(t) 不 能 为 零 . 从 而 这 个 质点 移 向 极限 + = a 和 r = 5 中 的 一 个 
如 果 我 们 用 能 其 守恒 定律 , 我 们 看 到 


i aa 


1 
Fm + Q(r) = Fi, 


图 13.2 
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所 以 
宁 = 六 = 二 Cn 


对 a <r < 我 们 看 出 是 t 的 一 个 单调 函数 , 我 们 可 以 通过 公式 


加 1 Vf dz 
t(7) 二 土 的 人 eae) 十 to. (6.10) 
得 到 作为 函数 的 二 其 中 r(to) = ro， 特 别 地 , 如 果 Q'(a) 关 0,Q1(6) 关 0, 则 
(6.10) 式 中 的 积分 收敛, 从 而 对 r 可 取 有 限 的 时 间 值 得 到 a 或 5 因此, (因为 
di/dt = Q'(r) 关 0) 函数 7 在 a 和 5b 之 间 拉 动 , 从 一 头 到 男 一 头 所 花 时 间 为 


_/1 /2 pb dr 
“= (ij | VEi — Q(z) 

如 果 fr :GO < Bo} 无 界 , 则 具 能 量 Es 的 运动 也 不 必 有 界 . 例如 , 假设 对 
r > a,Q(r) < Bo. 于 是 当 r(to) > a, 并 且 7(to) < 0 时, > 将 减少 直至 达到 a 的 那 
个 时 刻 便 掉 回头 , 然后 消失 到 无 穷 远 ; 如 果 ?+(to) > 0, 则 > 径直 走 问 无 穷 . 这 时 
的 轨 线 是 7 从 无 穷 处 进入 , 到 a 处 掉头 , 然后 又 走 回 到 无 穷 的 轨 线 . 

这 使 我 们 想起 了 函数 >(.) 的 描述 性 的 分 析 . 曲线 b(.) 于 是 被 (6.9) 式 所 决 
定 . 

我 们 常常 感 兴趣 的 轨 线 是 在 r0 平面 中 与 时 间 依 赖 性 无 关 的 曲线 . 假设 能 量 
为 五, 角 动 量 为 4 . 对 于 > 关 0 的 范围 , 我 们 可 将 


代入 (6.10) 式 得 到 [由 于 d6/dr = (d0/dt)(at/dr)] 


1/2 pr Ad 
l ) = 十 0(7o). 


or) = 土 (去 72 /BE Or) 
对 应 于 万 有 引力 的 平方 反比 律 的 P(r) = -a/r 这 个 重要 情形 中 , 我 们 有 
A* a 


mzx2 zx 


C (7) 
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所 以 被 积 项 为 
1 4 
2(m)!1/2 2 /FE 4 a 


从 而 
4 ma 
六 


A 


| m2 oa” 
2mbE 十 5 


我 们 选取 ro 为 了 的 最 小 值 , 并 选取 9(70) = 0. 同时 令 


0(r) — 0(ro) = arccos 


_42 _/ ,124 
p= oe 二 十 eg 
我 们 看 到 轨道 的 方程 是 
< = 1 + ecosb. (6.11) 


这 是 条 圆锥 截 线 的 方程 ( 开 普 勒 第 一 定律 ). 如 果 < 0, 则 e < 1, 那么 (6.11) 式 
代表 了 一 个 椭圆, 其 长 短 半 轴 分 别 为 


__? -0 和 b= 2- “ 
“1-e 2a ~ Vie@ Vamial 
我 们 把 做 出 双 曲 线 和 抛物 线 轨道 的 细节 留 给 该 者 . 
对 于 椭圆 轨道 , 开 普 勒 第 二 定律 表明 椭圆 内 部 的 总 面积 按 匀 速 4/2m 被 扫 
过 . 因此 椭圆 的 面积 rab 由 (4/2m)T 给 出 . 从 而 


和 AT7 一 TTQb = ro 全 
2m amlal 
由 此 得 到 
7 = 2ra3/2V7m/a. 
换 而 言 之 , 运动 周期 的 平方 与 轨道 的 线性 量 纲 成 的 立方 比例 ( 开 普 勒 第 三 定律 ). 
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13.7 二 体 问题 
我 们 考虑 由 ?个 质点 组 成 的 力学 系统 , 其 中 每 个 点 具 质 量 mi 从 而 构 形 空间 


为 本 x，…:X 了 (mn 次 ), 并 且 ， 如 果 a =< Q ,Qa > EM, 其 中 Qi 二 < TY 2 ~ 
Ee 罗 , 于 是 


1 . 1 . 1 . 
lal? = ml 十 … 十 mada" 
1 1 / , 
= me)? + 9) + 2) + et Fmn[(2")? + (9")? 十 (加 


为 此 系统 的 动能 . 与 我 们 在 第 1 节 表 示 的 一 样 , 我 们 希望 限制 M 为 EE x…xE 
中 那样 的 子 集 , 使 得 对 任意 站 j,a’ 关 oi. 我 们 还 进一步 假设 势能 只 依赖 于 质点 
间 的 相互 距离 . 就 是 说 , 假定 


Ul(a,, 四 ,0G ) 一 P(e a i,…: az a ||， 0 ,||a™ 和 an 中 . 
那么 , 如 果 4 是 四 的 欧 几 里 得 运动 并 将 4 同时 用 于 所 有 的 质点 , 则 动能 和 势能 
守恒 . 即 变 换 
<al,... ,a > < Aail,.…,Aa" > 
是 M 上 黎 曼 度量 的 等 距 映 射 并 保持 U 不 变 . 
设 ~ Tl,Yy ,Ze ,TY 2 ~ 为 M 上 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 并 设 
< dzr1l, dyl, zi, gz2 dondzni ri ,Dzn ~ 


为 T*(M) 上 的 相应 坐标 . 现在 6/6z 代表 四 中 在 z 方向 上 无 穷 小 平移 的 问 量 
场 . 因此 ， / 


0 站 0 . 0 
Or! Ozx* DZn 
是 单 参数 群 
|] ll nn n 1 1 ,1 2 2 .2 , mi n ~n 
TY ,2, TY 2 ~ DRL 十 六 ,2 ,I 二 ty ,2 ， ,人 +tiy ,2 > 


的 无 穷 小 生成 元 . 我 们 因此 可 应 用 命题 5.2 得 出 结论 说 函数 
Pzl + pr? + … 十 Drzr 


在 任 一 轨 线 上 为 常 值 . 这 个 函数 以 z 方向 的 总 线性 动量 而 知名 . 相似 地 , y 方 问 
的 总 线性 动量 为 
Dyl 十 py? 十 ，…: 十 Dy*， 
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而 z 方向 的 总 线性 动量 便 是 
Dzl 十 Dzz 十 … + psn, 


和 如 果 我 们 定义 pi € 四 为 pi =< pzi,pyi,pzi >, 我 们 则 可 以 议 
- 值 函 数 
Pp +P 十 二 2 
必定 守恒. 这 是 总 线性 动量 守恒 定律 .( 对 于 两 个 质点 的 情形 断言 pl + pz 守恒 恰 
好 是 牛顿 的 “作用 与 反作用 相等 ”的 定律 . 在 我 们 的 架构 下 , 我 们 看 到 的 这 个 定 
律 是 在 平移 下 物理 状态 不 变性 的 一 种 反映 .) 
向 量 场 z(818y) - y(8/6zx) 代表 了 四 中 绕 z 轴 的 无 穷 小 旋转 . 因此 


2 9 十 2 2 十 "… 十 2 0 no 
7 5 一 人 zl Oy? 一 人 Ox?2 Oy YY Brn 


代表 了 所 有 质点 同时 绕 z 轴 的 无 穷 小 旋转 . 因而 函数 
dzriDyl 一 dyiPz! 十 十 dz Py 一 Gyr Dzrn 


守恒 . 这 是 绕 > 轴 的 总 角 动 量 守 恒定 律 . 相似 地 ， 我 们 得 到 统 z 和 7? 轴 的 总 角 动 
量 守恒 定律 . 如 果 我 们 令 


q’ 一 < gyi, qyi, dzi ~ EB, 
我 们 则 可 以 把 这 三 个 方程 联合 起 来 说 在 和 (四 ) 取 值 的 函数 
gq! 人 Dp! 二.… 二 gr 信人 p” 


在 运动 轨 线 上 为 常 值 . 
让 我 们 更 仔细 地 考查 总 线性 动量 守恒 定律 . 由 于 有 
dr’ 


Dr: 一 Mi 


等 等 这 类 事实 , 我 们 便 有 p’ = mi(da /dt), 从 而 


(ma + m2@ 十 … 十 mna") 二 常数 . 


换 句 话说 , 质心 
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以 不 变速 度 沿 直 线 运动 . 
假设 只 有 两 个 质点 . 那么 合理 的 做 法 是 引进 质心 


mial! 十 m2a? 
m1 二 + mo 


和 相对 位 置 问 量 


d=a!:—oa* 


作为 新 的 坐标 . 如 果 解 出 a ,a”, 得 到 


mod 
7 二 2 m1 十 19 


| 
人 


因此 动能 由 


1 io 


K (Cd) = 2 mi 十 7702 


al + (ma 十 mallCl 
给 出 ,而 UD(e,d) = Pdldl) 
那么 , 这 个 系统 的 运动 有 下 面 的 特征 描述 ; 质心 作 匀 速 直线 运动 ,而 相对 位 
置 向 量 d =- al - a? 满足 具 质量 
: Tn ?ro 
m1 + mo 


的 单个 质点 的 运动 方程 , 此 质点 位 于 中 心力 场 , 具 势 能 U = P(|ldll). 因而 可 用 前 
面 一 节 结 果 来 确定 此 质点 的 运动 . 特别 , 如 采 P(lldll) = aylldll 是 反 平 万 比 边 能 ， 
则 对 应 的 二 体 问题 能 够 被 完全 解决 . 

注意 , 如 果 ms 相对 于 ma 而 言 非常 之 大 , 则 C 非常 接近 于 a?. 这 时 的 d() 
是 对 相对 于 大 的 一 个 质点 而 言 的 那个 较 小 质点 运动 的 一 个 好 的 远近 . 

这 种 情形 例如 可 发 生 在 研究 相对 于 太阳 的 行星 运动 中 ， 


13.8 ” 拉 格 朗 日 方程 


我 们 的 力学 讨论 把 我 们 引 向 到 在 T*(M) 上 的 某 类 向 量 场 X, 其 中 M 是 构 
形 空 间 . 在 了 H = KK +U 的 情形 , 给 出 K 的 黎 曼 度量 诱导 了 一 个 从 T(M) 到 
T*(M) 的 同 构 £( 即 一 个 微分 同 胚 , 它 在 每 个 T,(M) 上 是 线性 的 ). 我 们 因此 得 到 
T(M) 上 一 个 向 量 场 了 , 使 得 &.Y, = Xe €E T(M) 为 任意 . 于 是 我 们 可 以 问 
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及 关于 这 个 向 量 场 Y 在 T(M) 的 与 M 的 坐标 < z!,… ,zx” > 相关 联 的 局 部 坐 
标 ~ 9 ， 99 Gd 六 下 的 形状 是 什么 的 问题 . 假设 其 黎 受 度量 由 


Gl, ,oN = > 9 人 9 


给 出 . 如 果 < 9 … ,gmD ,Pp" > 为 T*(M) 上 对 应 的 局 部 坐标 , 则 微分 同 胚 
£ 便 由 : 
gq = gq,p' = > gi(q , gg (8.1) 
我 们 能 够 应 用 (8.1) 式 去 得 出 £ 的 局 部 表达 式 , 从 而 Y 的 局 部 表达 式 . 然而 
更 方便 的 是 作 一 点 不 同 的 论证 . 设 工 为 T(M) 上 的 一 个 函数 , 定义 为 


| TAR , 
La ,gd 0) = 3 2999 ~ U(g ,0), (8.2) 


即 工 = 天 一 局 其 中 天 (o) = IlvlP,U(v) = Ttr(w)) 分 别 为 表示 成 了 (M) 上 函数 
的 动能 和 势能 . 我 们 可 重 写 (8.1) 式 为 


¢ =q,p = 5 (8.3) 
于 是 对 任意 1e T*(M) 我 们 有 
H(D) = (CO 六 一 CC (D)， (8.4) 
事实 上 , 由 定义 ， 


(£770D),0) = WP = N20 
从 而 
(e710,D) = Le-1(D)) = WP ll + Dr(D) 
= P+UD = HO 
依据 局 部 坐标 我 们 可 以 把 (8.4) 式 写 为 


H(g,.…- On ,Pp , , 2) 一 >》 一 了 (9 ,.…: ,GO GT ,0"), (8.5) 
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其 中 的 9 通过 £7 看 成 是 这 些 g 和 2 的 函数 . 由 于 人 = 3 + U(x(D)), 我 
们 可 将 映射 2 -: 写成 


| 
gq’ = qg',0’ = Bp (8.6) 
义 由 (8.5) 式 有 
5 = = [5 ip - (qh | 
yo0), aogD OL Odo! 
Dai Og’ Do Oa’ 

_ OLo£8™ 

一 pt 
其 中 用 了 (8.4) 式 . 


现在 设 v) =< 9 0 ,gq"(),9(),… ,4"(:) > 为 向 量 场 了 的 一 条 解 曲 
线 , 故 Cov(") 是 T*(M) 上 XX 的 一 条 解 曲线 . 于 是 由 (5.1) 式 ， 


dq’ oH 


dt Op 4 


以 及 
dpi dleL/J0g) 8H 8 
dt dt Oa Boi 
换 句 话说 , 方程 (5.1) 等 价 于 在 T(M) 上 的 方程 


er = 6, CO — =0. / (8.7) 
方程 (8.7) 的 第 一 个 是 说 我 们 现在 所 处 理 的 是 个 二 阶 微分 方程 组 , 它 由 方程 (8.7) 
中 的 第 二 个 隐 式 给 出 . 称 方程 (8.7) 为 拉 格 明日 方程 . 

对 某 些 目 标 而 言 拉 格 天 日 方程 非常 之 方便 . 我 们 用 建立 “力学 相似 原理 ” 来 
解释 这 点 . 注意 , 方程 (8.7) 在 将 工 换 成 cL 时 保持 不 变 , 其 中 的 c 为 任意 非 零 各 
数 . 假设 M 是 某 个 具 线性 坐标 2*,… ,zx” 的 回 量 空间 中 的 一 个 开 子 集 , 而 其 上 
的 黎 曼 度量 由 》 9gi1007 给 出 , 其 中 的 gi; 为 常数 . 设 ma 是 由 乘 以 a > 0 构成 
的 线性 变换 , 即 mo < zl ,7z" > 二 < azl ,azn >. 假设 了 是 个 pp 次 齐 次 函 
数 , 使 得 


ZE(az ,azn) 一 apU(Z Zn). 
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现在 我 们 以 一 个 因子 8 改变 时 间 刻 度 , 即 以 s = Bt 代替 t. 于 是 


且 


1 dag daq’ am2 1 da dqgi 
3 2 9 ds ds pp dt dt 
选取 8 使 o2/B? = a?, 即 B=al-(1/2?. 于 是 


oda! adgn dol dg" 
L 1 和 量 志 也 ea 和 曙 和 申 一 p 1 时 旧 曲 nn ue 和 晶 和 mi , 
(aa ) 3 Cd ds 9 9 ds ) 化 L (4 和 9 d 9 ct 9 外 dt 


换 句 话说 , 将 qi 换 为 aqi, t 换 为 Bt 则 把 解 变 成 了 解 : 如 果 以 a 改变 线性 刻度 ， 
以 ql-(1/2)p 改变 时 间 刻 度 , 我 们 则 得 一 个 同 构 的 情形 . 例如 , 如 果 U 是 -1 次 齐 
次 的 (如 同 在 引力 的 平方 反比 定律 中 那样 ), 则 8 = a3/2. 特别 , 任何 一 个 周期 轨 
道 的 周期 与 它 的 线性 量 纲 的 3/2 圭 成 比例 , 这 正 是 开 普 勤 第 三 定律 . 因而 我 们 看 
出 开 普 勒 第 三 定律 完全 是 引力 的 平方 反比 定律 的 推论 . 

回 到 一 般 拉 格 朗 日 系统 的 讨论 , 我 们 再 次 以 它 是 个 二 阶 微分 方程 组 的 角度 
观察 它 .因此 我 们 可 以 对 它 应 用 基本 存在 性 和 惟一 性 定理 得 出 结论 说 , 对 每 个 
zx E M 和 每 个 EET,(M), 存在 惟一 的 曲线 C(.), 它 是 此 系统 对 C(0) = zx,C (0) = 
的 一 条 轨 线 


13.9 ” 变 分 原理 


函数 工 在 力学 的 变 分 原理 的 研究 中 起 着 关键 作用 . 考 虑 下 面 的 问题 : 设 p 和 和 
gq 是 M 中 二 个 后, < 如 为 两 个 实数 . 对 定义 在 区 间 [ti,t2] 上 的 任意 一 条 可 微 
曲线 C 我 们 令 


TIC] = / ? L(C'(t))at. (9.1) 


这 里 C'(b) ET(M) 而 工 是 T(M) 上 的 函数 , 故此 积分 有 总 义 . 在 所 有 联结 p 到 
g 的 曲线 中 我 们 想 要 找 出 使 I[C] 取 最 小 值 的 那 条 曲线 我 们 将 看 到 使 TIC] 最 小 
的 一 个 必要 条 件 是 它 是 某 个 力学 系统 的 轨 线 .( 事 实 上 ， 如 果 在 曲线 构成 的 空间 中 
引进 邻 域 的 适当 概念 , 那么 它 也 是 C 甚至 为 局 部 极 小 的 一 个 必要 条 件 .) 

在 建立 这 个 结果 之 前 , 给 出 I[C] 另 一 个 使 用 起 来 方便 的 表达 式 . 像 前 面 
那样 , 设 £ 为 由 黎 曼 度量 给 出 的 映射 T(M) 一 并 (M) 设 C 为 T*(M) 中 由 
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C(t) = £(C'(#)) 给 出 的 曲线 . 于 是 ， 
TICl = he- ® (GC 


其 中 9 为 T*(M) 上 的 基本 线性 形式 . 
事实 上 , 利用 局 部 坐标 ， 


Lo-E /oe 


这 是 由 于 由 定义 , C" 是 使 得 


por -5 /v0 


区 = 的 


的 曲线 . 但 是 由 (8.5) 式 ， 


(9.2) 


5 /sd = 5 io Saat= fH ogc) + (C's 


故 (9.2) 式 成 苹 . 
设 Z 为 M 上 的 向 量 场 , 它 生成 一 个 流 2. 对 所 有 充分 小 的 s, 曲线 ps o Cl(.) 
有 定义 , 并 且 
(psoC) 人 =porC 提 = 了 [ps](C 的)， 


所 以 
reso Cl=/ Ledc' a 


_ / 9 — / H(S oT[ps](O'()))dt 
LopsoC! t 


由 于 I[C] 是 个 最 小 值 , 我 们 必 有 


dl(ps oC) 
ds 


我 们 现在 要 计算 这 个 导数 以 导出 上 面 方程 的 一 个 结果 : 
现在 SoT[ps]o £7! 是 T*(M) 上 的 一 个 流 , 它 满足 


二 0. 


roLoTIps]o Ld = ys 


(9.3) 
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设 2 为 这 个 流 的 无 穷 小 生成 元 , 使 得 在 T*(M) 上 的 所 有 点 有 
TZ = 2. (9.4) 
如 果 在 s= 0 作 关 于 s 的 (9.3) 式 的 微分 , 我 们 得 到 


CIlps oO - 人 D20 — / DzH(C(t))dt. 
现在 
Dz0= a(Z. 0) + Z|d0, (2,0), = (x,Z,)) 
=(2,1) = fz(0), 
所 以 得 到 
lpso0] = 人 Z|d0 - [ DzH(C()dt + fz(Clt) ~ fz(C(t). (9.5) 


现 假设 向 量 场 Z 在 p 和 9g 为 零 . 于 是 所 有 的 曲线 ps oC 都 联结 了 p 到 9g. 
如 果 C 使 积分 I 极 小 , 则 导数 d(I[pso OC])/qds 在 s = 0 必 为 0, 注意 , 这 时 (9.5) 
式 的 最 后 两 项 为 零 , 因而 对 所 有 在 p 和 9g 为 0 的 向 量 场 必 有 


人 Z1d0 - / : DzH(C(t)) =0 (9.6) 
S| t1 
特别 地 , 我 们 取 
= 当 Z € U, 
一 0， 当 z ¢ U, 
其 中 少 为 一 个 Cee 函数 , 其 支 集 在 M 的 一 个 坐标 邻 域 中 而 此 邻 域 的 坐标 为 
~ Z ) IT 入。 假设 进而 有 w(p) 一 wy (gq) 一 0， 其 中 六 EU 或 者 gd 二 U. 那么 由 


(2.7') 式 知 
+ Ba7 D7 


故 ZF= 2T(2) = 地 十 > 
这 里 的 Bi 为 T*(M) 上 的 某 一 函数 , 它 线性 地 依赖 于 2Z.[ 当 然 , 这 只 是 (9.4) 
式 的 一 个 重新 陈述 .| 于 征 
2]d0 = 21 dpi Adg' = >_ Bidg’ — wdp’, 


J 
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同时 


因此 , 如 果 曲 线 C 由 C(t) =< g(t),… ,gq"(#),p1(,… ,p(t) > 给 出 , 那么 方程 


(9.6) 成 为 jj Bn 
/区 * 攻 - 各 一 (: 各 | 
现在 由 构造 , C(t) = SoC'(), 故 在 C 上 由 (8.6) 式 我 们 有 


dt Op 


在 上 面积 分 中 的 第 一 个 和 式 必 为 0, 因而 我 们 必定 有 
dp OH 
/*( 委 + 守 ) a=0 


对 于 所 有 支 集 在 一 个 坐标 邻 域 中 且 在 p 和 9 为 零 的 函数 少 它 必定 成 立 . 显然 
只 有 


(9.7) 


dp OH 

dt Ogq’ 
它 才 可 能 成 立 . 这 对 所 有 的 i 也 必定 成 立 . 因为 (9.6) 和 (9.8) 式 完 全 就 是 (5.2) 
式 , 我 们 从 而 可 以 断定 : 


命题 9.1 C 使 泛 画 JIC] 极 小 的 一 个 必要 条 件 是 C 为 对 应 的 动力 系统 的 一 
条 轨 线 . 


这 个 必要 条 件 什 么 时 候 也 是 一 个 充分 条 件 则 是 一 个 复杂 的 问题 . 在 这 里 我 


们 对 此 不 做 任何 一 般 性 的 讨论 , 但 建议 读者 参阅 任何 一 本 关于 变 分 学 的 标准 读 


(9.8) 


我 们 顺便 从 (9.5) 式 可 以 得 到 一 个 额外 的 结果 . 假设 我 们 考虑 下 述 问题 : 设 
Ni 和 Ns 是 M 的 两 个 子 流 形 (图 13.3), 并 假设 我 们 要 求 C 在 所 有 联结 Ni 和 
Nz 的 曲线 中 使 C 极 小 而 不 仅仅 是 在 联结 p 到 gq 的 那些 曲线 中 . 这 时 的 (9.5) 式 
不 得 不 对 所 有 在 p 切 于 Ni 和 在 g 切 于 No 的 向 量 场 2 为 0. 现在 我 们 看 到 , 如 
果 C 是 这 个 极 小 问题 的 一 个 解 , 它 肯 定 是 在 所 有 联结 p 和 9 的 曲线 中 极 小 了 的 
问题 的 一 个 解 . 特别 , C 必 是 此 力学 系统 的 一 条 轨 线 . 读者 容易 验证 出 , 这 意味 
着 对 所 有 向量 场 2 有 
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13.3 


| 310- [RO 

| 

因此 如 果 C 是 此 更 难 的 极 小 化 问题 的 解 , 我 们 则 必 有 
fz(C(t1)) ~— fz(C(t2)) = 0. 


现在 
fz(C(t1)) = (Zp, C(t)), fz (C(t2)) = (Za, C(t2)). 


由 于 当 p 关 g 时 我 们 可 以 在 Tp(Ni) 中 任意 选择 Zr, 在 T4(N2) 中 任意 选取 2 
故 在 此 时 我 们 得 到 结论 说 , C 必定 也 满足 


(6, C(t1)) = 0， 对 所 有 5eTp(Ni) 成 立 ， (9.9) 
| (m,C(t2)) = 0， 对 所 有 mETy(N2) 成 立 . 
因为 C(t) = 2C'(t1), 我 们 有 
(€, C(t1)) = (€, LC'(t1)) = (€, 0"(t1)), 
所 以 可 将 (9.9) 式 写成 
(&,C'(1)) = 0， 对 所 有 EETp(Ni) 成 立 ， ‘9.10) 


(,C'(t2)) = 0， 对 所 有 mETo(N2) 成 立 . 


换 句 话说 , 曲线 C 必定 与 子 流 形 Ni 和 Na 正 交 . 

虽然 我 们 对 命题 9.1 的 叙述 是 在 动力 系统 的 框架 下 表达 出 来 的 , 但 它 实 际 上 
可 以 在 一 种 更 为 一 般 的 背景 下 加 以 阐述 . 设 工 为 T(M) 上 的 任 一 函数 而 不 必 征 
KK -UV 这 种 类 型 . 我 们 可 以 如 在 (9.1) 式 中 那样 地 定义 积分 1, 并 且 也 提出 极 小 
化 问题 . 这 是 变 分 法 中 的 典型 问题 . 在 3.15 节 我 们 已 经 从 不 同 的 观点 讨论 过 此 
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问题 .我 们 在 矩阵 ( F527 ) 无 处 奇异 的 条 件 下 把 我 们 的 论证 转移 到 这 个 更 一 
般 情形 的 任务 留 给 了 读者 . (这 里 的 映射 2: T(M) 下 7*(M) 由 


oF ... 2 
DOzl oz i 


从 而 上 面 的 非 异 性 保证 了 这 个 映射 是 个 局 部 的 微分 同 胚 .) 


1 里 只 
< 个 ,vi ,TY Ll < 人 ,TY 


13.10 ” 测 地 坐标 


这 一 节 , 我 们 要 暂时 搁置 力学 研究 以 便 展示 前 面 几 节 的 结果 在 黎 曼 流 形 研 
究 中 的 一 些 应 用 . 我 们 注意 到 , 一 个 黎 曼 演 形 在 令 势 能 为 零 时 总 是 由 它 的 动能 定 
义 了 一 个 力学 系统 . 这 是 一 个 特殊 的 力学 系统 类 型 ; 我们 在 这 一 节 中 要 研究 它 
设 M 是 具 黎 曼 度量 的 一 个 有 限 维 流 形 , 并 如 同 前 面 那样 , 定义 T(M) 上 的 
为 
Lv) = 了 llol 


于 是 这 定义 了 T(M) 上 的 一 个 向 量 场 Y, 它 在 局 部 坐标 下 对 应 于 微分 方程 组 
(8.7) . 设 p 为 M 中 一 点 . 对 每 个 teT,(M) 存在 一 条 惟一 的 轨 线 Ce(.) 使 得 


Ce(0) = p, Ce(0) = 
利用 局 部 坐标 , 如 果 € =< 生生 >, 则 
Celt) =< ge (的 96 >， 


其 中 gq: 是 微分 方程 : 
dqe d(OL/09) BL _ 


dt dd Og 
在 初始 条 件 (0) = zi(p), 尼 (0) = &: 下 的 惟一 解 . 由 基本 的 存在 性 和 惟一 性 定理 
知道 , 函数 慌 对 充分 小 的 二 有 定义 . 我 们 可 将 Ce(b) 看 为 同时 依 于 上 和 上 的 . 换 
句 话 说 , 我 们 有 一 个 映射 C.(.) 它 对 每 个 teT,(M) 和 每 个 充分 小 的 上 指定 了 M 
的 一 个 点 . 事实 上 映射 C.(-) 在 T,(M) x {0} C Tp(M) x RR 的 某 个 令 域 中 有 定义 . 
上 面 所 说 的 对 任何 拉 格 朗 日 函数 成 立 . 在 势能 为 零 的 情形 我 们 可 以 说 得 更 

多 一 些 . 设 s 为 一 实数 . 考虑 曲线 Ce(s-), 即 


Ce(st) =< 对 (sb ,ge (st) > . 


0 
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于 是 ( 隐 去 角 标 &, 在 下 面 计 算 中 不 说 目 明 ) 


dq’ (st) oo 
dt 一 G(s t)， 


aL 8 
Bi (8t), "gd (st), sg(st),:: , S9 "(st) ) = 一 > 2 Hr Be Gd" (st)G (st) 


并 上 且 d [OL 
Ht 医 ) ,g" (st), sg (sb 39" (sD) 
= Dg sD), sg" (sd) (ed) 
_ (),- ,9 (), Gg (), ,4 (00) t 
换 句 话说 


BE (0 (8) 0) ~ 有 (人 ve 


一 3 所 3 ()， ,0 ()) 一 元 (gi(-), 。。。 0 —0. 


因此 曲线 Ce(s-) 还 是 此 系统 是 轨 线 , 并 且 显 然 有 
Ci(s)lo = sCt()lo = sé, 
由 微分 方程 的 惟一 性 定理 我 们 因而 必定 有 


Ce(st) = Cselt). : (10.1) 
这 使 我 们 定义 一 个 映射 , 它 被 称 为 exp, 从 Tp(M) 到 MM， 
exp(é) = Cell1). (10.2) 


注意 , 映射 exp 在 T,(M) 原点 的 某 个 邻 域 内 有 定义 和 可 微 的 . 事实 上 , 由 (10.1) 
式 ， 

exp(é€) = Ceyjejl (liél|), 
其 中 /llel| 现在 位 于 T,(M) 的 单位 球面 上 [这 是 由 T,(M) 上 的 内 积 给 出 的 欧 氏 
度量 下 的 单位 球面 |. 由 于 单位 球面 是 紧 的 , 故 存在 某 个 e > 0 使 得 Cr(b) 对 单位 
球面 上 所 有 的 站 和 所 有 |t| <e 有 定义 . 因此 exp 对 所 有 ll < e 有 定义 . 
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映射 exp 是 从 向 量 空间 TD(M) 中 原点 的 某 邻 域 到 此 流 形 的 可 微 映 射 , 让 我 
们 计算 
exp:0 : TolTp(M)] — Tp(M). 
设 ce T,(M), 并 考虑 经 过 T,(M) 中 0 的 直线 le, 其 定义 为 le(t) = 花 ， 因 为 
T,(M) 为 向 量 空间 , 我 们 可 以 将 To[Tp(2M)] 经 忆 同 分 图 表 等 同 于 Tp(M), 这 时 我 
们 便 可 将 Li(0) 与 € 等同 . 但 是 


explle(t)] = exp(té) = Ctell) = Celt), (10.3) 
并 且 这 条 曲线 在 0 的 切线 正好 是 上. 换言之 ， 
expxolle (0)] = €. 
因此 , 如 果 将 To[Tp(M)] 等 同 于 Tp(M), 则 可 断言 
exp:0 : To[Tp(M)] = Tp(M) 


由 
expx0(€) = € z (10.4) 


给 出 . 特别 , 映射 expwo 是 非 异 的 , 故 由 隐 函 数 定理 , 映射 exp 在 原点 的 某 个 邻 域 
中 为 微分 同 胚 . 

那么 , 我 们 构造 了 从 T,(M) 的 原点 的 某 一 邻 域 到 M 内 的 一 个 微分 同 胚 映 
射 exp, 由 (10.3) 式 它 将 通过 原点 的 直线 映 到 通过 p 点 的 轨 线 . 在 这 种 无 势能 的 
情形 中 , 称 此 轨 线 为 测 地 线 , 其 理由 马上 就 会 清楚 如 果 以 某 个 分 图 表 (U,a) 将 
T,(M) 与 V 等 同 , 我 们 则 可 用 exp 引进 一 个 新 的 分 图 表 (U',na), 其 定义 为 


na (€a) = exp(é). 


分 图 表 ns 具有 性 质 na(p) = 0, 并 且 no 将 经 过 p 的 测 地 线 带 到 经 过 原点 的 直 / 
线 . 分 图 表 (U',na) 称 为 测 地 正则 分 图 表 , 而 对 应 的 坐标 则 被 称 作 M 上 的 测 地 
正则 坐标 . 

我 们 来 考虑 曲线 Ce(.) = exp(-6), 只 要 | 名 < es, 它 便 在 0 < t < 1 中 有 定义 . 
我 们 有 


1 1 
rice)= { rcs)at = 5/ lca 


13.10 测 地 坐标 ' 601 . 
但 是 , 由 能 量 守 恒 ， 对 于 我 们 的 系统 的 任 一 条 轨 线 有 有 Ho £8(C'(t))= 常数 . 这 时 ， 
由 于 U = 0, 有 Ho 2(C'(t)) = L(C'(#)) = 5IICE(D)IP= 常数 . 因为 Ce(0) = 放 
Cz (#2) = 6 因此 


2 
nica) =3/ lePa= 3 (10.5) 
现在 设 {8} 为 Tp(M) 中 的 单 参 数 旋转 群 : 于 是 
ps 一 eXP9 Baoexp 一 


定义 了 在 开 集 U = exp{v : llul| < e} C M 上 的 一 个 单 参数 群 . 如 果 || < < , 由 
(10.5) 式 我 们 有 


2 2 
io-8 CoE ee. Ee 


2 
所 以 由 (9.10) 式 , 得 到 了 
人 fw。 oCe(.]]=0= fzp(C(1)) = (CD Zee)), 


其 中 Z 是 o 的 无 穷 小 生成 元 . 但 Zcu) = expxoYe, 为 Tp(M) 上 的 向 量 场 ， 
它 是 这 个 旋转 单 参数 群 的 无 穷 小 生成 元 .现在 取 任 意 的 6. 因此 Ye 可 以 是 切 
于 T,(M) 中 半径 为 | 的 球面 的 任意 问 量 . 我 们 由 此 得 到 结论 说 , 对 任意 切 于 
expSlel 的 有 (m,C(1)) = 0, 其 中 的 Shal 为 Tp(M) 中 半径 为 | 的 球面 ( 见 
图 13.4). 换言之 , 不 仅 通 过 原点 的 射线 正 交 于 Tp(M ) 在 欧 几 里 得 度量 下 的 球面 ， 
而 日 通过 原点 的 一 条 射线 在 exp 的 像 也 正 交 于 中 心 在 p 的 在 M 的 黎 曼 度量 下 
一 个 球面 的 像 . 


TM) 


图 13.4 


特别 地 , 我 们 可 将 T,(M) 上 的 “ 极 坐 标 ” 转 移 到 M 上 , 从 而 得 到 M 十 的 
“ 测 地 极 坐标 ”. 它 的 作用 如 下 : 设 * 为 “ 径 向 坐标 ” , 即 7 为 在 U 中 由 


r(z) = |lexp™ zl 
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定义 的 函数 . 于 是 对 任意 ze U,z 关 p 以 及 任意 CeTz(M) 我 们 有 
ell > KC, ar), (10:6) 


其 中 的 等 式 只 有 当 ¢ 切 于 过 p 的 一 条 测 地 线 时 才 成 立 . 事实 上 , 假设 teT,(M)， 
其 中 的 x = expé 而 teT,(M). 于 是 我 们 可 以 记 5 = 十 C2, 为 C2(1) 的 基 个 
倍数 , 而 6 切 于 exp5llel. 由 上 面 的 结果 知 (人 0z) = 0, 故 


< = Je + llézll’, 


从 而 我 们 得 到 了 (10.6) 式 , 其 等 式 仅 当 jkzl| = 0 时 成 立 . 

我 们 现在 处 在 我 们 曾 在 第 九 章 第 9 市 处 过 的 同样 有 利 位 置 . 设 D 为 联结 从 
p 到 Zz 的 任 一 条 曲线 , 其 中 z=expé. 设 刀 是 第 一 次 使 得 D(t) € expSjlal| 的 t. 于 
是 


Dp 的 长 度 = [ Lp'(Dllat > 广 IPADlla > 广 Dr 全 ,dr 
> 三 (D'b,dr) =r[DGa]= 1 


另外 , 等 式 仅 当 D'(t) 为 一 切 于 某 条 件 p 的 固定 测 地 线 的 切 向 量 非 负 倍数 时 才 成 
立 . 于 是 D 必 为 测 地 线 Ce(-). 简 而 言 之 , 我 们 已 经 证 明了 : 


定理 10.1 设 e>0 如 此 之 小 , 使 得 映射 exp 在 B。 = {€ € To(M): |iél| < ee} 

上 是 个 微分 同 胚 , 设 z=expt 是 U=expB。 的 一 个 点 . 于 是 联结 p 到 2Z 的 测 地 线 

Ce 具有 长 度 |||, 从 而 任何 连接 到 工 的 其 他 曲线 都 严格 地 更 长 ,除非 D 与 Ce 
只 差 一 个 (单调 的 ) 参数 变换 . 换 句 话说 , 在 不 太 严 格 的 表达 下 就 是 , 测 地 线 是 联 

结 这 两 个 点 的 局 部 最 短 曲 线 . 

由 于 我 们 已 经 相当 深入 了 , 我 们 不 妨 再 来 证 明 测 地 线 也 局 部 极 小 化 了 能 量 .， 

设 万 为 从 [o,1 到 M 的 任 一 条 曲线 . 于 是 由 施 瓦 效 不 等 式 我 们 有 


(/ Ia < [ip@raf ldt = 21(D), 


等 号 仅 当 ||D' 人 | 为 常数 时 成 立 . 如 果 Ce(-) 是 连接 p 到 x = expé 的 测 地 线 , 因 


>3(/ play > 下 (人 icla = lI. 
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现在 在 第 二 个 不 等 式 中 的 等 号 仅 当 D'(t) 与 C"(t) 成 比例 时 才 成 立 , 而 第 一 个 
不 等 式 中 仅 当 ||D'(b|| 为 常数 时 等 号 成 立 ， 我 们 因此 有 结论 11D'(b = 6, 即 
D'(t) = C 的. 换 句 话说 , 我 们 证 明了 下 面 的 命题 : 


命题 10.1 在 定理 10.1 的 假设 下 , Ce(.) 是 在 所 有 满足 C(0) = p,C(1) = z 
的 曲线 C : [0,1] -> M 中 使 T[C] 为 严格 的 绝对 极 小 的 曲线 . 
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在 某 种 我 们 就 要 描述 的 条 件 下 , 运动 方程 具有 特别 漂亮 的 形式 . 我 们 要 作 的 
第 一 个 特殊 假设 是 存在 一 个 从 T(M) 到 M xV 的 同 构 . 更 准确 地 说 , 我 们 假定 
有 一 个 从 T(M) 到 M xV 的 微分 同 胚 4, 使 得 i(&) =< m,v >, 其 中 m = TS)， 
并 且 对 每 个 ze M, 映射 sryu : Tz(M) 一 站 是 向 量 空间 间 的 线性 同 构 . 例如 , 如 
果 M 是 Y 的 一 个 开 子 集 , 那么 等 同 分 图 表 便 定义 了 这 样 一 个 同 构 


i(é€) =< T(6j5id >. 


n 维 的 环 面 T* = S! x … x S1 提供 了 一 个 不 太平 凡 的 例子 . 那么 我 们 可 以 引进 
“ 角 变 量 ”91,.… ,9", 其 中 的 4 为 第 i 个 贺 上 的 角 变量 . 因此 我 们 得 到 几 个 向 量 
场 9/891,… ,8/69" 它们 在 M 的 每 个 点 上 线性 无 关 的 . 我 们 有 了 Tz(M) 的 一 
组 基 , 因而 有 了 Ts(M) 与 可 =V 的 一 个 同 构 , 它 定义 了 所 想 要 的 映射 .. 在 下 
一 节 我 们 将 遇 到 一 个 更 复杂 的 例子 . 应 当 指 出 , 只 有 极 特 殊 类 型 的 流 形 才 具有 这 
样 一 个 从 T(M) 到 M xy 的 同 构 . 

对 本 节 剩 下 的 部 分 , 我 们 把 T(M) 与 M xV,T*(M) 与 M xV* 经 由 对 应 的 
(相伴 的 ) 同 构 等 同 . 

把 每 个 T,(M) 与 V 等 同 的 这 个 规则 可 以 看 为 M 上 的 一 个 V - 值 微分 形 
式 . 以 w 表示 此 形式 . 换 而 言 之 , 等 同 对 feTu(M) 由 (8) = (&,wz) 给 出 . 因 
此 我 们 可 以 研究 V - 值 外 2 - 形式 dw. 对 每 一 对 切 向 量 £, neTs(M), 我 们 得 到 
,eldu) 为 V 中 的 一 个 元 素 . 现在 可 以 将 上 和 等 同 于 V 中 的 向 量 . 因此 我 们 
得 到 V 上 的 一 个 V - 值 反对 称 双 线 性 形式 ; 如 果 称 其 为 az, 则 有 


az(U， Ww) 一 (7, 本 dw), 


其 中 (&, Wz) 一 ， (n, Wz) 一 ETETz(Ad) 注意 ， 一 般 地 ， 这 个 双 线 性 形式 az 依 


赖 于 z. 我 们 关于 等 同 映射 ,的 第 二 个 基本 假定 是 说 qz 与 x 无 关 . 就 是 说 , 假设 
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存在 一 个 V - 值 双 线性 形式 m 使 得 
(Y, XJqw) = a((X,w), (¥,w)) (11.1) 


对 M 上 所 有 向 量 场 X 和 了 了 成 立 . 

在 上 面 所 给 出 的 例子 ( 即 环 面 上 的 开 子 集 ) 中 dw = 0, 故 (11.1) 式 显而易见 
成 立 . 下 一 节 我 们 将 遇 到 dw#0 的 情形 . 

为 了 更 好 一 些 理解 (11.1) 式 , 我 们 引进 下 面 的 记号 : 对 任意 v EV, 设 5 为 M 
上 由 (0,w) = wv 给 出 的 向 量 场 , 其 中 ze M 为 所 有 的 点 , 于 是 对 任意 ww ET 
我 们 有 

(从 ,人 Gy = Da(W,w) — Dw(d,w) — (6, |, w). 


现在 (人 ,) = w, (0,w) = v 为 常 值 , 故 上 式 右 端的 头 两 项 为 零 . 因而 可 重 写 (11.1) 
式 为 
au au) = —([, 他,w). (11.1") 


对 于 一 个 力学 系统 的 动能 我 们 需要 M 上 的 一 个 黎 曼 度量 ，M 上 的 一 个 黎 
曼 度量 给 出 了 在 每 个 T,(M) 上 的 一 个 内 积 . 这 意味 着 对 每 个 ze M 给 出 了 了 
上 的 一 个 内 积 ( ，)s. 我 们 的 第 三 个 特殊 的 假设 是 ( ，)z 不 依赖 于 x. 因而 我 
们 有 了 V 上 的 一 个 内 积 , 它 通 过 T(M) 与 M xV 的 等 同 给 出 了 M 上 的 黎 曼 度 
量 . 
我 们 希望 把 T*(M) 上 的 向 量 场 描述 为 X_an, 其 中 的 卫 = K + U,KK 为 黎 
曼 度量 的 动能 , 7 为 某 个 势能 . 因为 T*(M) = M xV*,T*(M) 上 的 一 个 向 量 场 
XX 可 以 被 惟一 地 写成 XX = Xi 十 XX, 其 中 Xi 切 于 MM 而 X。 切 于 V*. 另外 , 我 
们 可 以 将 Xi 看 成 一 个 V - 值 函 数 而 Xs 为 一 个 V* - 值 函 数 (将 向 量 空间 V* 的 
切 空间 等 同 于 V*). 于 是 
(X,0) 1, = (Xi,l) 


对 任意 < zx,1 > EM x V* 成 立 . 我 们 其 实 应 该 真正 地 把 它 写成 
(-,0) 一 《人 Th/ 


其 中 ww 为 前 面 所 定义 的 形式 , 而 V* - 值 函数 p : M x V* 一 Y 是 到 第 二 个 因子 
的 投影 , p(m, 1) = 4. 于 是 


(-, XX |d0) 一 《CE (AX， dp)) i ((X， TW), (:, dp)) 和 ((,X | dw), p). 
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作 替 换 Y = 7 十 Y 并 利用 (11.1) 式 , 我 们 得 到 
(Y, X |d0) 一 (Y1, X2) 一 (X1, Y») 一 (a(X1, Y1),0). 
现在 甩 二 K++U, 其 中 K(1) = 3(01),V(z,1) = T(z). 因此 


(Y,dH) = (Y»,!) + YiU, 


从 而 方程 
(Y, X]d0) = —(Y,dH) 
成 为 
(Y1, 广 2) (X1, Y2) (a(X1, Y1),7) 一 一 (Y2 0) (Yi, dU), (11.2) 
它 必然 对 Y 的 所 有 选取 都 成 并 


(X1,.) = (:,0). z (11.3) 


事实 上 , 出 现在 最 后 面 这 个 等 式 中 的 内 积 是 在 V* 上 的 . 把 它 转 移 为 VY 上 的 等 式 ， 
我 们 得 到 z 
(Xi1, ) 一 (1 (11.4) 


令 t 吕 <C(t),v(t) > 是 把 我 们 的 系统 用 黎 曼 度量 转移 到 M xV = T(M) 后 的 解 
曲线 . 那么 最 后 面 的 那个 等 式 是 说 C bo = v(t). 
如 果 在 (11.2) 式 中 令 Y = 0, 并 运用 (11.4) 式 便 得 到 


(及 2) 一 (a(Xi1, 小 及 1 ) 一 —(-, dU) 


现在 对 (C,v) 的 任何 解 我 们 都 有 


(, 2) = @ 号 


所 以 最 后 面 的 这 两 个 方程 可 以 重 写 为 
C(t) 一 v(t), (11 5 
5) = (et) -tdD) / 


它 被 称 作 欧 拉 方 程 . 
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13.12 ”了 刚体 运动 


我 们 要 把 前 一 节 的 结果 用 于 刚体 运动 的 研究 . 为 简明 起 见 , 我 们 只 局 限于 具 
有 一 个 固定 点 的 刚体 运动 的 研讨 . 刚体 整个 移动 的 更 一 般 的 情形 可 由 相似 的 方 
法 掌握 .( 经 常 是 首先 考虑 重心 的 运动 , 而 更 一 般 的 情形 可 分 成 两 部 分 : 重心 的 运 
动 和 物体 相对 于 重心 的 运动 . 于 是 它 化 成 了 我 们 正 要 人 研究 的 问题 .) 

为 了 说 清 我 们 的 方法 的 普遍 性 , 我 们 考虑 在 包 中 一 个 刚体 的 运动 方程 . 只 
在 本 节 末 尾 才 用 到 ”= 3. 我 们 在 物体 中 “ 作 通 过 此 固定 点 的 ” 某 个 正 的 法 正 交 
系 , 并 固定 它 . 换 句 话说 , 固定 了 物体 的 一 个 初始 位 置 zo =< 六 …… ,b" >. 物体 
的 任意 其 他 的 位 置 zi 可 以 由 zo 经 过 旋转 得 到 : zl = Rizo. 设 R(t) = et 为 一 
个 旋转 的 单 参数 群 . 于 是 


Rl R(t)zo 一 Ri R(t) Riz1 


是 此 刚体 的 可 能 的 位 置 曲线 ， 这 条 曲线 在 zi 的 切线 被 记 为 4A,,， 因 而 4-，e 
T,,(M)， 如果 xz。 = Pozo = RoRT!'Rizo = RoRI zi 因此 As。 切 于 曲线 
RsR(t)zo = Re R71!RIiR(t)zo, 从 而 4s。 = (RoRi!), 4s，， 由 定义 显 见 As。, = 0 
当日 仅 当 A4=0. : 

我 们 可 以 把 映射 4 = 4; 看 作 从 斜 伴随 线性 变换 的 空间 到 Tj, (M) 的 映射 
设 V 表示 和 斜 伴随 线性 变换 的 空间 . 于 是 由 于 

dimV = dimM = "oy 

并 且 映 射 4 A。, 为 单 射 , 我 们 得 出 它 是 个 同 构 的 结论 . 我 们 因此 有 了 一 个 平 
凡 化 映射 了 TCM) 局 M x V. 因此 , 像 在 第 11 节 那 样 , 我 们 得 到 了 一 个 V - 值 线 
性 微分 形式 w. 

让 我 们 再 一 次 描述 ws : Ts(M) 一 站 的 意义 . 如 果 上 Ts(MM) 代表 了 此 刚体 
的 无 穷 小 运动 , 那么 , 因为 此 物体 是 刚性 的 , 我 们 可 以 将 € 看 作 此 物体 相对 于 物 
体外 的 一 个 观察 者 (固定 于 空间 中 ) 的 一 个 无 穷 小 旋转 . 因而 = B, 其 中 和 譬如 是 
其 个 B Ee V. 于 是 《wy 是 在 附加 在 此 物体 上 的 基 下 表达 出 的 对 应 的 无 穷 小 旋 
转 ; 就 是 说 , (tw) = BT BR 其 中 zi = Rzo. 

用 A 为 对 应 于 A eV 的 一 个 向 量 场 zr hs. 设 pi 为 由 B 生成 的 单 参数 
群 , 其 中 B eV. 注意 , 在 任意 -zs = Rxo , 我们 有 px2 = Roe?tzxo. 于 是 在 任意 
71 三 Rixo 我 们 有 


一 人 4t 五 Bt/:,_—Bt ,At ,Bt 
pe Rie thR 171 一 phie tro 一 Rie € {ro 一 Rie (e eE € )2Z0， 
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所 以 
Pes Az, 一 (eBPtAePt),,z, * 


如 果 在 上 = 0 处 对 此 等 式 做 关于 t 的 微分 , 我 们 得 到 
[4, Bl = (4B -B4) = —[A, 8B) 
所 以 按照 (11.1) 式 , 我 们 有 
a(A, B)=|[4,Bl = BA- AB. (12.1) 


我 们 现在 要 指出 在 此 物体 上 的 一 个 质量 分 布 如 何 决 定 了 M 上 的 一 个 歼 曼 度量 . 
设 p 为 此 物体 上 一 个 质量 为 m 的 质点 , 假设 质点 p 有 坐标 < PF,… ,pn >, 这 是 
对 于 物体 上 所 作 的 那些 轴 而 言 的 . 假设 物体 处 在 z =< i,… ,bn > 位 置 . 于 是 质 
点 Dp 位 于 点 pl 十 … 十 prbn € Er .如果 R(t) = ee! 为 一 个 放 转 单 参 数 陪 则 当 
物体 在 RiR()z 时 , 质点 p 则 位 于 


Rifp: RGD + +p RA) = RR(E)Y. 


因而 当 物 体 进行 由 A 生成 的 运动 时 , 质点 p 的 速度 为 Ri4p , 而 质点 p 的 动能 
是 3mllR1Ap|P = mliAp|l?, 这 是 因为 Rl 是 个 正 交 线性 变换 . 定义 4 的 动能 
为 此 物体 所 有 质点 的 总 动能 . 因而 


1 、 1 
A = = | ml| Apl|?. (12.2) 
人 2 物体 


注意 , | 4-|| 只 依赖 于 4, 从 而 假定 (12.2) 式 的 确定 义 了 VV 上 的 一 个 范 数 , 则 我 
们 在 上 一 节 中 的 第 三 个 要 求 得 到 满足 .( 注 意 : 质量 的 分 布 可 以 对 所 有 的 pe {p: 
m(p) > 0} 有 4p = 0, 但 这 不 表示 4 = 0. 例如 , 假设 所 有 的 质量 都 集中 于 一 条 
直线 1. 如 果 4 代表 绕 ! 的 无 穷 小 旋转 , 故 对 peE1l 有 4p = 0, 于 是 |4l| = 0. 但 
是 , 如 果 对 那些 具有 m > 0 的 p 的 集合 张 成 了 好, 显然 (12.2) 式 定义 了 一 个 黎 
曼 度 量 . 事实 上 ， 对 所 有 属于 一 个 张 成 集合 的 p 


Il=o> 4p=0 


因此 4= 0). 
让 我 们 更 仔细 一 点 考查 (12.2) 式 给 出 的 内 积 . 如 果 f 表示 Er @ 了 上 对 应 
于 Br 上 内 积 的 线性 函数 ( 它 是 个 双 线 性 形式 ); 换 句 话说 ， 


f(a1 B+ + oar Bbr) ~ (a1,b1) + ++ (Qk, bx). 
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设 s 为 VY@TY 中 的 任意 元 素 . 于 是 s 定义 了 Hom ( 瑟 ) 上 的 一 个 双 线 性 形式 : 


s(4,B) = f((4® B)s). 


注意 , 如 果 张 量 。 是 对 称 的 , 那么 对 应 的 双 线性 形式 也 是 . 在 当前 的 情形 中 , 内 积 
(12.2) 式 来 自 张 量 Te V @V, 其 中 了 = 的 体 mp @ PD 被 称 作 这 个 物体 的 惯性 张 


量 .! 因 而 (12.2) 式 可 以 写 为 
上 142 = 7(4, 4)， 


这 时 的 欧 拉 方程 成 为 


C= AO 和 (5, 和) = 人- (hcew,dD) 


现在 张 量 了 是 对 称 的 . 我 们 因此 可 以 找到 一 个 Er 的 法 正 交 基 e， 
为 对 角形 , 故 


T=1Te!®e:+he’®e t+...+he"®e". 
设 Bij(i < 7) 为 下 面 所 定义 的 反 称 起 阵 : 
Eije': = e’, EFije’ = 一 e Bije' = 0( + i, 7). 
于 是 
T(Ei;, Er) = 0, i,j ¢&k,! 


以 及 
T(Ei;, Ei;) 一 了 十 TL;. 


(12.3) 


0 ,en; 使 了 化 


现在 让 我 们 看 看 方程 (12.3) 对 n = 3 的 情形 说 了 些 什 么 , 这 时 我 们 有 


[E12, —Eis] = E23, [B12, E23] = — E13, [E13, B23] = E12. 


假设 A(t) = ai(t) Ez -a2(t) B13 + a3(t)Bi2, 并 设 


B = bi E23 — bo Bis + bsBiz = 常数 . 


1 这 与 物理 教科 书 中 通常 叫 作 的 惯性 张 量 略 有 不 同 . 利用 下 面 引进 的 系数 ,通常 叫做 i 


的 在 我 们 这 里 是 五 二 万 . 


13.12 刚体 运动 ' 609 . 


于 是 将 B 代入 (12.3) 式 并 比较 六 ,如 ,ba 的 系数 ， 我 们 得 到 了 
(a +1) = (1 ~ La)a20s + or(B2,dD), 
(n+ 3) = (1 ~ Boros + oa(-Br2,dD) (12.4) 
(+ PP) 2 ~ (1 ~ hi)aras + as(Bi2, dU). 


在 没有 势能 的 情形 即 UV = 0 下 所 产生 的 这 些 方程 是 一 个 简单 的 情形 . 首先 ， 
假定 物体 有 一 个 球面 对 称 的 质量 分 布 . 于 是 i = I = Is, 并 且 方 程 (12.4) 成 为 


doar das das 


dt dt dt 
换 句 话说 , 4 = 常数 . 该 物体 的 运动 由 绕 固定 于 物体 上 的 某 个 轴 的 均 拉 旋转 构 
成 . 当然 这 一 方法 在 空间 上 作为 一 个 观察 者 物体 也 受到 绕 一 固定 轴 均 匀 旋 转 . 
其 次 , 我 们 考虑 自由 运动 的 一 个 轴 对 称 刚体 . 即 = 12, 且 U = 0. 于 是 运 
动 方程 成 为 


a = Ka2a3, 
das» 
dt 
das 
dt 


一 —Kaia3 
=0， 


其 中 ph 


本 13 + 
这 些 方程 的 解 可 以 立刻 写 出 来 : as = s = 常数 , 而 


Q1 = C1COSK st + cosinkK St 


ao = —c1SINK st + c2cosK st. 


这 个 运动 以 正则 进 动 而 知名 .( 不 应 将 这 个 运动 与 地 轴 的 天 文 进 动 相 混淆 , 这 是 由 
于 太阳 和 月 亮 的 万 有 引力 作用 产生 的 .) 
如 果 I, 12, 13 中 没有 两 个 是 相等 的 , 则 这 个 运动 方程 仍 可 用 积分 解 出 , 只 是 
表达 式 十 分 复杂 . 建议 读者 参阅 任何 一 本 关于 力学 的 标准 读本 以 了 解 其 细 下 ， 
到 目前 为 止 , 我 们 一 直 在 考虑 无 势能 的 运动 . 如 果 可 5 坟 0, 则 方程 (12.4) 通 
党 不 那么 容易 就 解 的 . 我 们 来 处 理 一 个 对 称 陀 螺 的 情形 , 即 五 = 12, 而 UV 由 重 
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力 势 能 给 出 . 为 了 解 这 个 问题 , 使 用 天 文学 中 的 欧 拉 角 作为 , M 上 的 局 部 坐标 是 
方便 的 . 为 避免 混 消 , 我 们 重新 作出 定义 : 设 jc,6bv6: 为 四 的 基 向 量 , 它 对 应 于 
以 物体 上 的 固定 点 为 原点 的 直角 坐标 z,y, z. 我 们 可 假定 此 刚体 的 质心 与 这 个 
固定 点 不 同 , 否则 就 不 会 有 重力 作用 于 此 物体 了 . 容易 看 出 , 质点 c 位 于 对 称 轴 
上 . 我 们 假定 在 此 物体 上 所 作 的 向 量 使 从 固定 点 指向 质心 , 即 从 0 到 c. 于 是 
0 < 9<7 被 定义 为 b3 和 62 之 间 的 夹 角 : 


cosg = (b3, 02). 


结 点 线 是 由 bi 和 bs 张 成 的 平面 与 zy 平面 的 交 线 .( 因 此 为 了 使 它 有 定义 , 我 们 心 
须 限制 于 b 关 十 6; 这 个 开 集 .) 我 们 定义 沿 结 点 线 的 单位 向 量 ”为 那个 使 5., bs,n 
构成 一 个 正 的 ( 即 右 手 系 )E” 的 基 . 


、\ 
` 结 点 线 
13.5 


角 0< 少 < 27 定义 为 n 与 bz 构成 的 角 , 而 0<y<27 为 n 与 b1 间 的 角 . 
我 们 现在 希望 找到 联系 T.(M) 由 8/80,68/9w,8/6w 给 出 的 基 与 早先 引进 的 正 
交 基 忆 12, 一 Bi3, E23 的 变换 . 假设 有 坐标 < 09, 外 ,p>( 见 图 13.5). 现在 (89/89); 
代表 了 绕 结 点 线 的 无 穷 小 旋转 , 而 n = (cosy)b1 一 (siny)b2, 所 以 有 


C3 一 (coswp) E23 (Sinw)( 一 五 13 ). 
向 量 (8/6p)z 代表 了 绕 bs 的 无 穷 小 旋转 , 所 以 


0 
《 Te 


最 后 , (0/6w)z 代表 了 绕 6: 的 无 穷 小 旋转 . 现在 
(6;, bs) = cosg. 
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另外 , 由 于 (6:,n) = 0, 则 6z 到 由 6 和 2 张 成 的 平面 上 的 投影 必定 仍旧 正 交 于 
n, 这 是 因为 n 也 在 此 平面 中 . 因此 容易 验证 这 个 投影 由 (sinyp)b1 十 (cos0)bo, 因而 
0z = sing[(sing)b1 + (cosp)b»|] + (cos0)bs, 


于 是 


(部) = (sinbsiny) E23 + (sinOcosp)(— E12) + (cos0) Ei,. 


如 来 EfETz(M) 由 


给 出 , 我 们 则 有 
2K(é) = ||él =0?(cos0)? (I 十 13 ) 十 (sinp) (五 十 了 3 ) 十 0 人 (五 十 12) 
+2pwp (D1 + La)cos + Wp {(sin?0)[(L + 3)(sin)?w 
+(Di + Is)cos*p] + (T+ L)cos’0} 


由 假设 = .5, 令 
Mi =h+h=h+,M=h+b, 
则 上 面 的 表达 式 简 化 为 : 
Kg ob ,9) = > (6? + 2sin20) + > M2(¢ + cos0)?. (12.5) 


我 们 来 得 出 势能 的 表达 式 . 如 采 我 们 假定 (我 们 将 要 如 此 ) 有 了 一 个 汐 轨 的 
垂直 的 引力 场 , 它 与 重心 的 高 成 正比 . 因而 


U(0,Y,p) = Kcosb， (12.6) 


其 中 = mogllcll, m 为 物体 的 总 质量 , 9 是 重力 场 的 力 , jld| 是 从 图 定点 到 重心 的 
距离 . 于 是 拉 格 明日 方程 由 


L(0, ,0p;0, ,2) = > M1 (0° + wsin20) + > Ma(P + wcos0)? — kcosb. (12.7) 


注意 , 9/6p 和 5/6y 都 是 黎 曼 度量 下 的 等 度 映 射 , 使 得 U 不 变 , 因此 对 应 的 
动量 是 此 运动 的 常数 , 换 句 话说 , 对 此 系统 的 任意 运动 我 们 有 


Pajey = C1, Payaw = C2, 
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其 中 C1, C2 为 常量 . 但 是 


OL ， . 
Pyev = 3 = Miwsin?0 + M2cosO(® + weos0) = C1, 


Pejev = M2( 十 cosg) 一 Co. 


解 出 这 些 方程 得 到 
十 小 cosb = C2 Mivsin?0 = O01 — Cocosb. (12.8) 
MM 
把 (12.8) 式 代 入 能 量 表达 式 


E=K+U= 5 1M (0 十 四 sin20) 十 Ah2(YP 十 COSD ) 十 kcosg, 


则 对 给 定 的 C 和 C2 值得 到 了 表达 式 
2 2 

2 十 02 十 i 十 kcos9 == 常数. (12.9) 
因而 如 同 我 们 对 中 心力 问题 的 处 理 那样 , 对 Poyep 和 Payaw 的 固定 值 , 9 的 
运动 能 量 被 (12.9) 式 的 一 个 一 维 力学 系统 决定 . 由 这 个 力学 系统 中 解 出 6 后 , 我 
们 可 以 从 (12.8) 式 通过 积分 得 到 w(-) 和 yp(-). 为 了 得 到 对 解 9 的 行为 的 定性 的 
信息 , 我 们 则 可 把 第 5 节 的 方法 用 到 我 们 的 一 维 力学 系统 . 注意 , 如 果 C1 关 CC。 
(物体 的 “快速 旋转 ” 便 会 是 这 种 情形 ) 则 当 6 一 0 和 当 0 一 7 时 动能 趋同 于 无 
穷 . 因此 我 们 得 到 8 在 两 个 值 0 < 9 和 6 < 0 < 7 中 摆动 . 换 句 话说 , 该 物体 的 
对 称 轴 进 行 一 个 周期 的 往复 运动 ( 称 其 为 章 动 ). 当 0 振动 时 纪 满 足 (12.8) 式 . 让 
我 们 画 出 bs 在 单位 球面 上 勾画 出 的 曲线 . 如 果 C1 > Cacosg > 0 且 四 入 0< 加， 
则 虽然 的 大 小 值 在 摆动 , 但 用 > 0. 因而 此 运动 如 图 13.6 所 展示 的 那样 . 另 
一 种 可 能 性 是 
C1 -Cocosb <0 而 C1 一 cos0 > 0， 


从 而 在 9 = 6 附近 几 为 负 , 而 在 最 大 的 9 = 9 附近 为 正 . 这 时 在 一 个 周期 上 
的 平均 值 仍 是 正 的 , 故此 运动 如 同 在 图 13.7 中 展示 的 那样 

极限 情形 是 C1 一 Cocosb = 0, 这 时 bs 的 运动 如 同 图 13.8 那样 .( 如 果 一 个 
旋转 陀螺 的 轴 固 定 在 某 个 位 置 0, 并 且 随 后 倒 下 , 就 是 这 种 情形 .) 

在 所 有 这 些 情形 中 物体 轴 绕 z 轴 的 运动 都 被 称 作 进 动 . 应 该 记 住 该 陀螺 在 
我 们 的 讨论 中 一 直 以 常 值 角 动 量 C2 在 绕 它 的 轴 旋 转 . 
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图 13.6 图 13.7 13.8 
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假设 我 们 有 一 个 流 形 M 上 的 力学 系统 , 其 能 量 为 = K + U. 假设 “ 力 
场 ”d 在 某 点 zoe M 为 零 . 于 是 常 值 曲线 C(t) = zo 是 此 系统 的 一 条 轨 线 . 事 
实 上 ， 选取 一 个 分 图 表 (W, Q), 其 坐标 为 7 ,: ,T， 使 得 


Q(xo) =< 0,…… ,0 ~. 


于 是 在 T 一 (IT 上 的 对 应 坐标 ~ gl, ,9 ~ 中 ， 我 们 在 点 ~ 0, … , 0, ~ ,0 ~ 
有 


oH _ U0 aH _ OK 
z or ON Bp 
因此 自然 期 望 对 于 q 和 p 的 小 的 初 值 和 小 的 时 间 区 间 , 该 系统 的 解 应 该 被 
下 面 的 线性 系统 很 好 地 表 近 : 


把 势能 
U(x,, 0) 一 aeD 十 Us 


[其 中 Us = D(lzll3); 即 Us 在 z=0 以 3 阶 取 0] 换 为 二 次 的 努 能 
Tetz) = 了 aizini 
并 把 对 应 于 已 知 歼 曼 度量 的 动能 
K(g,9) = > 》 gjj(OG9 
换 为 对 应 于 在 zo 的 欧 几 里 得 度量 的 动能 


. 1 1 
K,(g, dj 一 9 >》 gi(0, ” , 0)g 0. 
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因此 我 们 得 到 了 一 个 力学 系统 且 ，,，, 其 对 应 的 方程 (5.1) 实际 上 是 线性 的 . 
读者 应 该 将 此 作为 习题 去 验证 这 些 方程 完全 是 向 量 场 X_ap 沿 曲线 C(t) = 
< 0,… ,0 > ET*(MM) 的 变 分 (在 第 2 节 中 介绍 过 的 )]. 

当然 , 当时 间 增 大 时 , q+ 和 7 的 值 会 变 得 相当 大 , 从 而 线性 逼近 无 效 , 但 是 ， 
在 某 些 情形 下 , 我 们 对 所 有 时 间 可 以 确保 q: 和 pi 一 直 是 小 的 . 事实 上 , 假设 二 次 
形式 >” oaijztZ1 是 正定 的 . 于 是 Z 在 ze 有 一 个 严格 的 极 小 值 , 璧 如 V(zo) = 0. 
特别 , 如 果 我 们 在 zo 以 动能 天 = EE 开始 , 其 中 瑟 为 充分 小 , 则 由 能 量 K+U=E 
守恒 知 x 被 限制 在 由 V(z) < 定义 的 一 个 zo 的 邻 域 中 , 而 动量 被 限制 在 条 件 
开 葡 五 下 ( 见 图 13.9). 因而 % 和 p’ 保持 为 小 的 值 . 这 并 不 意味 着 具 哈 窗 顿 五 
的 原来 力学 系统 的 解 将 与 该 线性 系统 的 一 个 固定 的 解 曲线 一 直 都 接近 . 它 的 意 
思 是 说 对 任何 短小 的 时 间 区 间 ( 即 任何 未 来 时 间 附 近 的 一 个 短小 区 则 ) 该 轨 线 
将 靠近 此 线性 系统 的 某 条 轨 线 . 


Xo 
13.9 


因而 我 们 对 下 面 类 型 的 力学 系统 感 兴趣 : 在 某 个 向 量 空间 中 的 构 形 空间 M. 
在 该 流 形 上 的 黎 曼 度量 由 欧 几 里 得 度量 给 出 . 势能 是 此 向 量 空间 上 的 一 个 正定 
二 次 形式 . 假设 关于 此 欧 氏 度量 我 们 选取 了 直角 坐标 > …… ,xz”. 因而 
[| 


而 映射 由 


给 出 , 因此 
L(gq,d) = K(G) -Ul(q) = =(》 (0? — 2 gq’) 


而 拉 格 朗 日 方程 为 
rk A =—》 .avg (13.1) 
(当然 , 这 正 是 现在 a = 0 情形 的 钦 拉 方程 (11.15).) 
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方程 (13.1) 可 以 写 得 更 具 启 发 性 : 设 4 为 矩阵 是 (ai;) 的 线性 变换 . 以 不 变 
性 的 语言 来 说 , 就 是 4 为 惟一 的 自 伴 线性 变换 使 得 


U(x) = (Azx, 7). | (13.2) 
于 是 该 系统 的 思 线 v(-) 是 二 阶 微分 方程 
dv 
了 = 一 47) (13.3) 


的 解 . 

要 求 (13.1) 和 (13.3) 式 的 实际 解 , 我 们 可 利用 第 五 章 的 定理 3.1. 根据 那个 
定理 , 如 果 M 是 有 限 维 的 , 我 们 则 可 找到 4 的 特征 值 的 一 组 法 正 交 基 e ，… ,e” 
换 句 话说 , 如 果 zi 是 对 应 于 此 基 的 直角 坐标 , 则 


U(z!l,.. ,2") = (2 ) + .+ An (27m) 


从 而 方程 (13.1) 和 (13.3) 成 为 


因此 (13.3， 、 的 通 解 由 
v(t) = (a1cosAt + bisinAit)e 十 … 十 (ancosXnt 十 pnsinXnte (13.4) 
给 出 , 其 中 常数 a; 和 6; 由 
v0) = ale + :+ ane” 
和 dv 
(0) 一 和 biel 十 .… 十 和 nbne” 


决定 . 
因而 此 通 解 是 些 独立 的 振动 的 登 加 . 每 个 振动 的 频率 由 特征 值 {和 i} 决定 . 
这 就 是 力学 系统 (13.1) 被 称 作 “ 小 振动 ”的 理由 . 
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迄今 , 我 们 一 直 把 线性 方程 (13.1) 考虑 成 为 对 有 限 维 力学 系统 的 一 个 遇 近 . 
其 基本 的 理由 在 于 虽然 实际 的 力学 系统 的 解 存在 , 但 难于 求 出 . 我 们 把 (13.3) 式 
当 作 一 个 好 的 近似 方程 . 
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最 终 证 明 , 这 个 方法 具有 更 为 广泛 的 应 用 , 甚至 对 于 对 那些 就 连 “实际 ”的 
力学 系统 的 解 的 存在 性 要 得 以 建立 都 非常 困难 的 无 穷 维系 统 的 情形 , 它 也 能 被 
应 用 . 我 们 用 一 条 两 端 固定 的 拉 直 了 的 弦 线 这 个 力学 系统 来 对 此 作 个 解释 . 为 了 
解释 的 简明 , 我 们 假定 限制 该 弦 在 zy 平面 中 运动 , 但 这 对 论证 绝 不 是 本 质 性 的 
假定 . 我 们 再 假定 此 弦 是 均匀 的 , 两 个 固定 点 为 (0,0),(0,1). 那么 展示 在 图 13.10 
中 的 曲线 会 是 我 们 构 形 空间 中 一 个 可 能 的 构成 元 素 . 在 某 种 意义 下 , 这 个 构 形 是 


(0,0) (0,1) 


图 13.10 


个 “无 穷 维 流 形 , 并 经 过 适当 的 构造 后 , 这 个 想法 可 以 搞 得 清楚 准确 ， 然而 我 
们 感 兴趣 的 是 它 在 “平衡 态 ”曲线 C(b) = (t,0) 附近 的 行为 对 这 些 曲线 我 们 
有 dz/dt > 0, 从 而 用 z 作为 独立 变量 则 可 描述 这 些 曲 线 , 也 就 是 给 出 一 个 函数 
u(z). 换 句 话说 , 我 们 将 大 的 构 形 空间 换 为 所 有 满足 u(0) = u(1) = 0 的 一 元 函数 
所 构成 的 近似 的 线性 空间 V. 因而 V 被 视 为 我 们 系统 的 “ 切 空间 ”, 其 意义 是 说 
u 是 曲线 Cs(.) 的 切 向 量 , 其 中 的 Cs(7) = (7, su(7))-( 记 住 , 我 们 的 构 形 空 间 是 一 
个 曲线 的 集合 , 故 在 此 构 形 空间 中 的 曲线 是 一 个 曲线 的 单 参数 族 ) 我 们 现在 期 
望 ， 的 “动能 。 为 在 此 弦 上 所 有 质点 的 动能 的 总 和 . 在 7 的 质点 具有 速度 ur) 
因而 动能 为 xmu(r). 如 果 我 们 假定 质量 密度 为 常量 , 则 得 到 动能 的 表达 式 


1 
Ko(u) = am |/ vw dz. 
0 


它 把 V 做 成 了 在 第 六 章 第 6 节 所 说 的 准 希 尔 伯 特 空间 . 
我 们 预计 势能 应 依赖 于 这 条 弦 的 伸缩 度 , 即 它 是 长 度 的 某 个 函数 : 


D(C)=F | 1/ Iclla) = F(L), 
其 中 上 为 曲线 的 长 , 下 为 菜 个 光滑 函数 , 满足 F(1) = 0. 对 以 z 为 参数 的 曲线 


长 度 由 
[ /1 十 (到 ) a 
给 出 . 现 有 


1 
V1I+o=1+5a 十 高 阶 项 . 
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因而 利用 FF 的 泰勒 展 式 ， 
FD) = (1)(L 一 1) +(L 一 1D 的 二 次 项 ， 


1 2 z 
2 J \dz dz 


对 于 UU 的 二 次 项 近似 的 U2 为 


C /1 /duN’ 


由 对 (13.3) 式 的 类 比 , 我 们 预期 此 弦 的 “小 振动 ”是 方程 


a ht 
dt* 


的 解 uz(-), 其 中 4 是 个 自 伴 线性 算 子 , 使 得 


C fl/duN’ 
Aw = 了 人 (里 ) dx. 


(Au,u) = [ u( Au)dz. 
0 


由 于 w(0) = wu(1) = 0, 用 分 部 积分 我 们 有 


于 -4( 狼 ) 
0 dzx dr 0 dr” 


而 


一 — Aus 


现在 


ig Ca 
Au = dt 
因而 方程 (13.3) 变 为 
2 
(§) ,= Co, wl0) ~ w(l) =0. (14.1) 


汪 意 我们 已 经 用 类 比方 式 的 推理 导出 了 (14.1) 式 . 我 们 既 没 有 详细 并 述 实际 的 
( 非 线性 ) 无 穷 维 力学 系统 , 也 没有 任何 确保 有 一 个 可 以 解 出 的 这 种 系统 .另外 ， 
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我 们 实际 并 不 知道 函数 下 上 . 我 们 只 需要 知道 它 的 形式 以 及 天 1) 的 值 . 尽管 如 
此 , 方程 (14.1) 还 是 给 出 了 对 所 观察 到 的 物理 现象 的 一 个 好 的 解释 . 

由 于 具 边 界 条 件 u(0) = wu(1) = 0 的 算 子 4 是 个 施 图 姆 - 刘 维 尔 系统 , 故 可 
应 用 第 六 章 第 6、7 节 的 结果 ; 于 是 解 (14.1) 式 正好 可 以 在 有 限 维 情形 中 那样 进 
行 . 事实 上 , 我 们 可 以 选取 函数 


un(7X) = sin(nnz) 
作为 4 的 特征 向 量 的 正 交 基 , 其 中 wn 具有 特征 值 n*(c/m)m*. 因而 通 解 由 


ui(X) = (Qa1COsat + bisinat)sin(nz) 


十 (azcos2at + bosin2at)sin(27x7) 十 :… ， 
其 中 a = (ce/m)m. 换 句 话说 , 此 通 解 是 “ 谐 小” 
sinnatsinnArz, cosnatsinnnz 


的 又 加 (线性 组 合 ). 
这 些 也 可 看 作 “ 驻 波 ”, 例如 像 在 图 13.11 中 的 那样 . 


图 13.11 


作为 这 个 方法 的 另 一 种 解释 , 我 们 考虑 n 维 的 “振动 薄膜 ”. 在 这 里 我 们 有 
了 区 中 一 个 具 几 乎 正则 边界 的 区 域 D. 我 们 考虑 在 Er+! = Er x 到 中 张 开 的 
一 块 腊 , 它 沿 Er x {0} 中 的 边界 9D 被 固定 . 再 一 次 取 D 上 在 6D 为 0 的 所 有 
函数 的 空间 作为 我 们 对 它 的 构 形 流 形 的 线性 近似 V. 准确 地 说 , 我 们 让 V 为 
一 个 函数 空间 , 这 些 函数 在 万 的 某 个 邻 域内 是 C? 类 的 , 并 且 在 9D 上 为 零 . 因 
而 此 薄膜 是 g"+1 中 的 曲面 , 它 的 点 具有 形式 
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K(u) = ; | 


而 势能 是 总 体积 (面积 ) 的 某 个 函数 , 它 在 初始 体积 u(D) 为 0. 现在 此 超 曲 面 的 
总 体积 (面积 ) 是 ( 见 第 十 章 习 题 4.3) 


/hr+ 工 ( 关 ) 


0:(wW =5 /> (器 ) = 号 DB 


其 中 的 是 第 十 二 章 第 11 节 引 进 的 狄 利克 雷 积 分 . 由 格林 公式 , 我 们 有 (因为 
在 6D 有 4=0) 


因而 如 前 ， 


Dlu, wu) = -ov 
从 而 (13.3) 式 的 算 子 4 由 -(c/m)A 给 出 , 而 方程 (13.3) 成 了 
qd 二 Au (14.2) 


Hi 


注意 , 如 果 n = 1 那么 它 就 完全 是 (14.1) 式 . 为 了 解 (14.2) 式 , 我 们 必须 求 出 
(14.2) 式 的 特征 值 的 完全 组 . 如 果 {un} 是 这 样 一 组 基 , 其 中 Xi 为 与 w 相关 联 
的 特征 值 . 于 是 (14.2) 式 的 通 解 要 由 


ut (2) = (ancosMnt + bnsinAnt) un (7z). 
”对 于 证 明 ~A 具有 一 个 特征 向 量 的 完全 组 , 在 n > 1 的 情形 更 困难 , 将 在 习 
题 中 予以 讨论 . 
习题 


为 了 研讨 特征 值 问题 , 把 在 9D 为 零 的 C1 函数 空间 换 为 空间 Hi 要 方便 一 些 (我 们 往 回 参 
看 第 八 章 第 14 节 的 习题 4.12 下 面部 分 中 关于 空间 五: 的 定义 ). 要 证 明 这 个 置换 是 合理 的 ， 
我 们 有 : 
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14.1 证 明 如 果 vp 是 在 万 的 一 个 邻 域 中 为 C', 则 peEH” 当 且 仅 当 y 在 8D 为 零 


14.2 设 K 为 对 光滑 函数 f 定义 为 Kf = (1 一 人)F 的 算 子 , 并 如 第 八 章 14 市 那样 扩张 到 映 
射 电 , 一 电 ,_2. 设 g € Ho. 由 于 对 任意 ve Hr 有 


|(g9, oO)| < llollollvllo < llgtlollwlli, 
试 得 出 存在 一 个 从 HP 到 HP 的 有 界线 性 映射 , 满足 对 所 有 ve HY 成 立 
(Lg, v)i 一 (9, v). 


的 结论. 


14.3 设 f 和 9 在 D 上 是 个 局 部 可 积 函 数 ， 这 个 意思 是 说 对 任意 测试 函数 PEeC8(D), fp 
和 gw 都 是 可 积 的 . 我 们 说 微分 方程 Kf = 9 在 D 上 弱 成 立 是 指 对 所 有 测试 油 数 
pECP(D) 有 (f, Ko) = (9g,P). 证 明 下 面 的 引 理 以 表明 这 样 的 定义 推广 了 解 的 概念 


引 理 14.1 如 果 画 数 有 和 9 分 别 在 类 C?(D) 和 Co(D) 中 , 则 在 弱 意 义 下 方程 
Kf 二 9 成 立 的 充 要 条 件 是 它 在 经 典 的 意义 下 成 立 . 


在 证 明 此 引 理 中 你 可 以 假定 h 是 D 上 的 一 个 连续 函数 , 使 得 /hp = 0 对 所 有 
测试 函数 p 成 立 , 那么 有 :hh 二 0.- 
14.4 证 明 习 题 14.2 中 的 算 子 工 是 K 在 弱 意 义 下 的 一 个 右 道 . 邑 证 明 如 果 g € Bo ,了 = Lg， 
则 Kf==-g 在 D 上 弱 成 立 . 


14.5 我 们 现在 需要 证 明 如 果 9 适当 地 光滑 , 则 f 实际 上 就 在 C0?(D) 中 . 粗略 地 说 , 我 们 需 
要 做 的 是 把 f 和 9 在 接近 DD 的 边界 按 某 种 方式 “修理 圆滑 ”使 得 我 们 可 以 考虑 定义 
在 整个 R* 上 的 调整 了 的 函数 , 从 而 可 应 用 第 八 章 的 习题 14.25 和 14.30. 
我 们 的 修 圆 过 程 只 不 过 是 乘 以 C8e (D) 中 一 个 任意 却 固定 的 函数 多 .作为 开始 , 证 
明 乘 以 这 样 一 个 芭 是 一 个 从 瓦 。 到 自身 的 有 界线 性 映射 , 其 中 的 s 是 任意 的 . 
14.6 我 们 知道 D; = 09/6x; 是 个 从 昌 。 到 豆 。-: 的 有 界线 性 映射 , 其 中 s 任意 . 把 这 个 事 
实 与 上 面 习题 的 结果 结合 起 来 证 明 , 如 果 Kf = 9 在 D 上 弱 成 立 , 并 且 如 果 沁 是 C6 
中 任意 固定 的 元 素 , 则 有 一 个 一 阶 的 微分 算 子 R 定义 于 整个 R”, 使 得 
(1) K(Wf) = wg 十 Rg 在 D 上 弱 成 立 ; 
(2) hr Rh 是 从 日, 到 互 。_:1 的 一 个 有 界线 性 映射 , 其 中 s 任意 . 
为 了 考虑 RR 被 定义 在 R* 上 , 我 们 必须 以 一 种 显然 的 方式 扩张 多 到 R". 此 证 明 
本 质 上 是 个 分 部 积分 . 
14.7 我 们 说 定义 在 D 上 的 函数 h 是 局 部 地 在 百 。 中 是 指 对 每 个 pEC8*(D), ph EH。 ( 当 
扩张 到 及 ”时 ). 用 上 面 的 习题 证 明 下 面 的 引 理 : 
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“ 引 理 14.2 假设 Kf 二 9g 在 DD 中 弱 成 立 , 而 在 万 中 局 部 地 让 E 万 ， 以 及 在 也 中 
局 部 地 yg = Hnm,, 则 在 D 中 局 部 地 f 三 可 minfm 二 2.7 十 1}. 


[提示 : 为 了 证 明 这 个 关键 的 引 理 , 首先 证 明 习题 14.6 的 弱 微 分 方程 对 有 ”上 所 有 
的 测试 函数 op 成 立 . 关键 是 要 存在 一 个 函数 Xe C8°(D) 使 得 在 世 的 支 集 上 X = 1.( 像 
前 面 那样 ) 我 们 将 x 扩张 到 R”, 然后 对 R* 上 的 每 个 测试 函数 p, 写 为 


p= XP + (1 — Xx), 


其 中 的 xwpECF(D). 现在 用 R" 上 测试 函数 对 每 个 s 在 五。 中 稠密 的 性 质 , 和 wf € Hi; 
及 Wg E 五 m 的 事实 .| 

14.8 现在 假设 ge HY,f = Lg € HP({ 习 题 14.2) 及 kf = 9 在 D 上 轮 成 并 (习题 14.4), 
反复 运用 上 面 引 理 证 明 如 果 在 D 中 局 部 地 9 e Hm, 则 在 D 中 局 部 地 f € Hm+2. 由 
索 伯 列 夫 引 理 得 出 结论 : 如 果 m > n/2 十 j, 且 在 DD 中 局 部 地 g€ Hm , 则 f= LgE€ 
OCOD). 

14.9 证 明 | zol < jlgllo 并 由 第 八 章 的 习题 14.31 得 出 结论 说 , 如 果 我 们 将 三 看 作 从 HS 
到 HP 的 算 子 , 它 则 是 紧 的 , 并 且 它 的 所 有 特征 向 量 属于 Ht . 用 习题 14.8 证 明 每 个 
特征 向 量 属于 C™(D). 
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在 第 1 节 到 第 5 节 中 ,我 们 详细 阐述 了 作为 构 形 空间 余 切 从 上 某 种 类 型 的 流 
的 一 个 力学 系统 的 概念 . 对 生成 这 个 流 的 向 量 场 六 的 定义 方程 为 X19 = -dH. 
因而 余 切 丛 的 用 来 挑 出 这 类 流 的 基本 性 质 是 2 - 形式 8 的 存在 性 . 最 终 可 以 证 
明 , 在 研究 这 些 力学 方程 中 有 时 忘记 掉 这 个 流 是 在 余 切 从 上 的 而 只 集中 注意 形 
式 2 倒是 方便 的 . 例如 , 我 们 可 以 引进 分 图 表 , 虽然 它们 不 是 来 自 构 形 流 形 , 但 
使 用 它们 时 向 量 场 X 具有 特别 简单 的 形式 . 我 们 因此 要 考虑 一 个 流 形 N, 它 其 
有 一 个 2- 形式 8, 并 遵从 于 我 们 在 下 面 要 描述 的 某 些 限 制 . 在 这 样 的 流 形 上 , 我 
们 将 研究 满足 X12 = -dH 的 向 量 场 . 让 已 依赖 于 时 间 t 并 同时 为 N 上 的 申 
数 , 故而 X 是 个 依赖 时 间 的 向 量 场 , 这 样 做 是 合适 的 . 这 有 双重 理由 . 首先 , 它 可 
介 许 去 考虑 “ 非 守 恒 的 ”力学 系统 . 其 次 , 甚至 在 迄今 我 们 已 经 介绍 过 的 系统 的 
研究 中 , 有 时 做 一 个 与 时 间 有 关 的 坐标 变换 来 简化 方程 也 颇 为 方便 . 它 有 改变 一 
个 与 时 间 无 关 的 向 量 场 为 一 个 与 时 间 相 关 的 向 量 场 的 作用 . 现在 给 出 定义 . 
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定义 15.1 称 流 形 N 具有 一 个 哈密 顿 结构 ( 或 者 说 是 一 个 哈密 顿 流 形 ) 是 说 
存在 一 个 定义 在 N 上 的 一 个 外 2 - 形式 2, 使 得 
(i) df? = 0, 并 且 
(让 8 具有 极 大 秩 , 这 个 意思 是 说 (4.3) 式 成 立 ， 


注 (a) 如 同 我 们 已 经 知道 的 , 如 果 N = T*(M), 则 入 是 个 哈密 顿 流 形 , 其 
中 2 由 (4.1) 式 给 出 . : 
(b) 如 果 N 是 有 限 维 , 则 它 必 为 偶 维 . 事实 上 , 条 件 (i 说 限制 到 每 个 切 空 
间 的 2 是 个 非 异 的 反 称 双 线 性 形式 . 这 只 能 在 一 个 偶 维 的 向 量 空间 上 才能 发 生 . 
(c) 可 以 证 明 , 如 果 N 为 有 限 维 哈密 顿 流 形 , 则 总 可 以 找到 局 部 坐标 qi,… ， 
gn, Di，… ,pn 使 得 
1 = >_ dpi N dqi. 


我 们 知道 在 N = T*(M) 时 是 这 种 情形 .] 这 个 结果 的 关键 之 处 (我 们 不 在 这 里 证 
明 ) 是 局 部 地 , 所 有 同样 有 限 维 数 的 哈密 顿 流 形 看 起 来 是 相像 的 . 
我 们 现在 在 N x 民 上 挑 出 一 类 向 量 场 . 


定义 15.2 称 向 量 场 卫 是 一 个 哈密 顿 向 量 场 是 说 存在 N x 民 上 一 个 画 数 


万 = Hx, 使 得 
Xt = (X,dt)=1, (15.1) 
其 中 + 是 及 上 的 标准 坐标 , 并 看 成 是 入 x 及 上 的 一 个 函数 , 并 且 有 
XI(r*Q -dHAdt)=0, (15.2) 


其 中 7 为 Nx 到 NN 上 的 投影 : r(z) 昌 = z. 注意 , 有 被 决定 到 只 卷 上 的 一 个 函 
数 . 
我 们 令 
w 一 T 人 
故 (15.2) 式 可 以 被 写 为 
XI(w ~ dHAdt)=0. (15.2") 
如 果 我 们 考虑 N x R 的 切 空 间 的 直 和 分 解 , 那么 条 件 (15.1) 式 是 说 我 们 可 
以 写成 
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其 中 的 和 是 N 上 一 个 与 时 间 有 关 的 向 量 场 ; 就 是 说 , X 是 个 规则 , 它 对 每 个 x 
和 + 指定 了 一 个 切 向 量 X(z,t) € Ts(N). 因为 w 不 含有 dt, 我 们 可 以 写 为 , 对 任 
意 时 间 t 有 

: Xlw = X(N (15.3) 
严格 地 说 , 此 等 式 应 该 写成 下 面 的 样子 :设计 :NN 一 N x 民 为 由 认 (z) = (x,t) 定 
义 的 映射 . 于 是 ， 

(XJw) = X(t A) (15.37 
另外 对 任意 时 间 t 也 有 
(KdH) = (人 ,及 (+ 有 


因而 (15.2) 式 可 以 分 成 两 个 方程 . 当 我 们 比较 不 含 dt 的 项 时 , 我 们 得 到 


和 (1 有 2 = 一 dH(.,t)， ”对 所 有 固定 的 城 六 . (15.2a) 
于 是 
XIw= —dH+ dt : (15.2b) 


注意 (15.2a) 式 , 它 恰好 是 在 第 5 节 所 陈述 条 件 的 创新 , 即 也 (因而 X) 现在 可 以 
依赖 于 时 间 . / z 


定义 15.3 称 一 个 微分 同 胚 所 :Nx 展 一 Nx 取 为 一 个 典型 变换 是 说 
(i) B*(w) 二 ww 一 dW A 人 dt, 其 中 W = Weg 是 某 个 依赖 于 瑟 的 函数 ,并且 
(i) 5 是 保持 时 间 不 变 的 , 即 万 具有 形式 5B(Z,t) = (9p(2,),t), 其 中 p(t) 对 
每 个 +t 为 N 的 微分 同 胚 . 


注意 , 如 果 5 是 个 典型 变换 , 则 5-! 也 是 , 并 且 
Ws-1 = 一 (5  )* Ws. (15.4) 
我 们 也 看 出 , 如 果 5 和 儿 为 典型 变换 , 那么 Bo5 也 是 , 其 中 
Wjog = PWs + Wsy. (15.5) 


这 些 事实 都 直接 从 定义 得 到 , 当 作 习题 留 给 读者 . 
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我 们 下 一 步 所 注意 到 的 是 , 如 果 5 是 个 典型 变换 而 环 是 个 哈密 顿 疝 量 场 ， 
则 区 *( 叉 ) 也 是 个 哈密 顿 向 量 场 . 事实 上 ， 
BK |lw — dWs + pH)Adt 
=P*XI[P*w — $B* (dH A de) 
Bp*[X|(w -dHAdt)=0. 
因而 我 们 可 取 Hx 为 
Hs x 一 Wes 十 pH (15.6) 
设 环 为 一 个 哈密 顿 向 量 场 ,万 为 N x RR 一 和 N x 民 的 映射 , 它 是 由 按 凶 所 生 
成 的 流 让 此 系统 从 = 0 演变 得 到 的 . 就 是 说 , 设 p(.,) 定义 为 使 曲线 tr p(7,4) 
是 (与 时 间 相关 的 ) 向 量 场 X 的 解 曲线 , 它 在 上 = 0 时 通过 zx. 换 一 种 方式 说 , 即 


曲线 t (w(x,t),t) 是 向 量 场 了 的 解 曲线 , 它 在 时 间 0 通过 (xz,0)( 见 图 13.12 和 
图 13.13). 


图 13.12 图 13.13 


注意 , 由 5 的 定义 得 到 / 
0 
px (a) 一 A (zt)- 


我 们 断定 5 是 个 典型 变换 . 事实 上 , 因为 poii(z,t) = (P(z 汶 为, 故 
i (Pw) = (Pou) 1 = pt) 他 
但 是 , 由 (15.2a) 式 .， 


d * * 
(p(s)" 0) = p(s) Dx() Y=. 


13.15 典型 变换 625 . 


因此 
i p*w = 有， 


或 者 , 换 句 话说 , p*w 具有 形式 w 十 9Adt. 只 要 取 与 9/6t 的 内 部 乘积 就 可 以 决定 
0, 这 是 因为 w 不 售 dt 的 缘故 . 但 是 


Co 7 (ro =p*(XJr*0) 


故 0 = pp*dH. 因而 5 是 个 典型 变换 , 并 且 
Ws = —P*Hx. (15.7) 


注意 , (15.7) 式 正 是 我 们 想 从 (15.6) 式 得 到 的 东西 . 事实 上 , pg*X = 0/6t, 从 而 我 
们 可 取 Hajar = 0. 

等 式 (15.6) 和 (15.7) 可 以 以 下 面 的 方式 结合 起 来 使 用 : 假设 H= Ho++ Hi， 
而 我 们 已 经 知道 了 该 如 何 解 对 应 于 Ho 的 微分 方程 . 换 句 话说 , 我 们 能 够 求 出 对 
应 于 向 量 场 Xo 的 映射 5, 其 中 Xoj(w 一 dHo 人 dt) = 0. 如 采 


X|(w -dHAdt)=0, 


则 由 (15.6) 式 2*X 是 一 个 其 对 应 哈密 顿 函 数 为 5* Hi 的 癌 量 场 . 

这 个 方法 首先 由 拉 格 朗 日 在 研究 n 体 问 题 时 引进 的 . 我 们 可 以 设 Ho 为 忽 
略 掉 势能 中 来 自行 星 作用 的 项 而 得 到 哈密 顿 函 数 , 而 让 Hi 为 哈密 顿 五 的 剩余 
部 分 . 对 Ho 的 解 于 是 按 开 普 勒 定律 由 行星 绕 太 阳 运 动 给 出 .为 了 使 讨论 简明 ， 
我 们 只 关注 运动 是 椭 贺 的 那 种 相 空 间 . 于 是 行星 的 运动 由 给 出 各 个 椭圆 的 种 种 
参数 而 被 完全 确定 (诸如 椭圆 所 在 平面 , 其 长 轴 , 离心 率 , 等 等 ) 并 且 告 诉 我 们 在 
时 刻 t = 0 时 行星 在 它 的 椭圆 轨道 上 的 位 置 . 这 对 应 于 映射 p 的 运用 . 于 是 把 整 
个 系统 的 运动 方程 看 为 对 每 个 椭圆 的 种 种 参数 的 微分 方程 . 这 对 应 于 研究 加 量 
场 o*X. 引进 椭圆 的 参数 为 “广义 的 ”坐标 的 思想 是 引 向 流 形 上 不 变量 计算 概 
念 的 关键 步 又 之 一 . 

我 们 已 经 知道 , 解 对 应 于 一 个 哈密 顿 互 的 微分 方程 和 寻找 一 个 满足 (15.7) 
式 的 映射 5 是 同一 回 事 . 在 某 种 条 件 下 , 它 可 以 化 为 求 某 个 偏 微分 方程 的 解 . 
假设 我 们 有 局 部 坐标 q1,… ,qn,Pi,… ,pn 使 得 有 = dpi 人 dq 设 V = 
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V (qi1,*… ;dn Pl , Pn, t) 为 一 个 使 得 映射 P11, 2 为 微分 同 胚 的 函数 ， 其 中 


OV OV 
Pp1(91,*…- ;dn Pl, , Dn, t) =< G1 An; a ,=——t >, 
Oq1 Ogqn 
ey sr 
Pp2 (Qi, dn, Dl, , Dn, t) 二 ~ Bp | ' Bp Pl , Dn,t 六 。 


我 们 断定 5 = pio pa 是 个 典型 变换 , 并且 


OV 
/ Ws = py “Br (15.8) 
注意 有 ~w = d( 革 pidgi) = -d( gidpi). 因而 
pw—w=dp > pidqi 十 》 gidpi) 
=dpz™ (p+) pidgi + p3 > qidpi) 
__ —]* oV 
= dy» (a i dt 
=worl*ddy — doz™ Adt 
=—d Gn ) Adt 
如 果 将 它 代 入 (15.7) 式 , 我 们 则 看 出 y 为 我 们 的 微分 方程 的 解 当 且 仅 当 
OV  - 
p23 “FT +PH=0. 
但 是 rH = pz1*p* HH, 所 以 我 们 可 以 把 这 个 方程 写 为 
gy z 
/ Br 十 op1H 一 0 (15.9) 
是 by 6 8 了 
V V V 
号 (= (15.9) 


方程 (15.9) 以 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 而 知名 ， 

因此 我 们 有 了 一 个 (局 部 地 ) 解 运动 方程 的 方案 : 求 (15.9) 式 的 一 个 解 V， 
而 它 具 有 使 ol, ps 为 微分 同 胚 的 性 质 . 在 某 些 条 件 下 , 适当 的 坐标 选取 可 使 我 们 
用 “分 离 变 量 ” 法 解 出 (15.9) 式 . 在 下 列 例题 中 我 们 要 解释 此 方法 . 


13.15 典型 变换 ， 627 ， 
例题 15.1 再 谈 中 心力 运动 问题 . 这 里 当 使 用 平面 极 坐 标 时 有 


1 
H= 5 (P+ 路 ) + Ub) 
57 ， 工 


VAN OV 
Ht ' am ( 素 TR (名 ) |+zo-。 
由 于 变量 + 和 9 不 是 显 式 地 出 现在 该 方程 中 , 我 们 要 求 一 个 形 如 


V = Vi(t) + V2a(0) + Val?) 


的 解 , 并 得 出 结论 说 VW() 和 (9) 只 依赖 于 7, 从 而 必 为 常数 . 我 们 可 以 由 此 瑟 
出 


方程 (15.9) 成 为 


Vi(t)=-E, Vi(0) = 40， 
其 中 已 和 46 为 常数 . (这 反映 了 能 量 守 恒 和 角 动 量 守恒 ). 我 们 于 是 得 到 方程 


2 
= = Wr) = V2m(E -Un)) -全 


V=400+/ 2m(B U(s)) 一 号 ds — Et 


因而 


是 (15.9) 式 的 一 个 解 . 在 这 里 我 们 把 V 想 成 是 变量 7,9, ,ho 的 函数 . 那么 , 映 
射 2 由 
d 
Pp2(7,0; FE, Ag)= < -t+ | 人 
2m(B- 0(s) — 2 
9- Apds 


0 


A , Ag >. 
3? 2m(E U(s))— 学 | 


现在 映射 pl epz : 把 这 个 流 变 为 一 个 常 值 流 , 故我 们 必 有 


_f mds 
t—to= / ma- or - 本 1/2 
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0 bo 加 Apds 
0 | As 172 

8s2 |2m(E — U(s))— 2 

其 中 to 和 b 为 常数 . 注意 这 些 等 式 的 第 二 个 , 它 给 出 了 显 式 表达 的 轨道 , 我 们 

于 是 可 以 解 出 它 从 而 给 出 的 函数 7. 


例题 15.2 简 谐 振子 . 在 这 里 


pp kg 
H= Dr 十 9 
故 方程 (15.9) 成 为 ， 
1 /OV kq” OV 
Dy (%) 十 ry 十 Br = 0. 
再 次 因为 时 间 并 没有 显 式 出 现 , 故 可 写 出 
VV=—Et+W, 
其 中 W 仅 是 g 的 函数 , 它 必定 满足 
(WwW') 十 kg _ E 
9m 2 
或 者 /2 
_ {2E _» 
W = VE | ( 3 ) ds 
于 是 


OV /my f° /2E ，» 12 
35 = (E) / (至 -9 ds —t. 


从 而 有 
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例题 15.3 由 两 个 固定 点 的 质量 所 吸引 的 质点 运动 . 这 里 的 
] A B 
H= zn(Pe t+PytP:)++ > 
其 中 ri 和 rz 分 别 为 到 这 两 个 点 的 距离 , 而 4 和 B 为 常数 (由 这 两 个 点 的 质量 
所 决定 ). 
为 了 解决 这 个 问题 , 引进 所 谓 的 椭圆 坐标 较为 合适 . 我 们 假定 这 两 个 固定 点 
位 于 z 轴 上 , 每 个 与 原点 的 距离 都 为 <， 我们 可 取 c = 1 以 使 计算 简明 ( 见 图 
13.14). 在 zy 平面 中 定义 局 部 坐标 6 和 ”为 


1 1 
é 一 5 (71 十 72)， 中 一 ("1 一 72 ). 


图 13.14 


因此 曲线 = 常数 代表 了 椭圆, 其 半 长 轴 为 6, 焦点 在 两 个 固定 点 , 而 = 党 
数 则 为 双 曲 线 , 半 长 轴 为 7, 并 有 相同 的 焦点 . 注意 ,这 时 有 0 < in < 1< ii < oo. 
这 两 条 曲线 的 方程 分 别 为 


L Y 7 y” 

至 十 可 一 1 和 7 1 1, 
所 以 

z= 和 色 =( 关 -DG 一 7) 
dz _d dn dy éd _ ndn 

zr € TY -1 1- 
因此 je , 

dr? + dy? = (€° —7) (r+) 
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如 果 我 们 现在 绕 z 轴 旋 转 得 到 空间 中 可 类 比 的 柱 坐 标 , 我 们 便 有 空间 坐标 
<zZp20> 和 <&,7,0>， 
而 欧 几 里 得 度量 由 


dr? + dy? + dz2 =d7x? + dp? + p* do” 


2 ad 2 
= (+) + -D0 -a 
给 出 , 同时 也 有 
A Bb Ar» 十 Bri 1 
U= 直 + 六 yo = 再 二 (SA 


其 中 aw= A+B,8 = 有 4--B. 于 是 瑟 有 形式 
1 
H(é,7n,0, Pe, Fn, Pest)= ante —r3) 
1 1 
+ (Bit) PY + aé+ An : 


由 于 ,9 在 (15.9) 式 中 没有 显 式 出 现 , 我 们 可 以 写 出 


x [ee 一 1)Pe + (7 一 1)P， 


V=—Eti Ao0+W, 
其 中 W 必定 满足 
2 2 : 
人 (性 ) + ) + (B+) 
=2m(é — 7 )E. 


注意 , 如 果 令 W = WY (&€) + Wa(m), 这 个 方程 则 被 分 成 两 个 , 我 们 则 可 用 求 积分 
的 办 法 显 式 解 出 其 中 每 一 个 . 这 给 出 了 原来 的 运动 方程 的 解 . 详细 做 法 留 给 读 
者 去 完成 . 


第 一 、 二 、 七 章 
在 任意 系数 域 上 的 更 广泛 的 线性 代数 方面 的 工作 可 参考 : 


BIRKHOFF, G., and S. MACLANE, A Survey of Modern 41gebra 3rd ed., Macmillan, 
New York, 1965， 


HOFFMAN, K., and R. KUNZE, Linear Algebra, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J., 
1961. 


对 交换 环 上 (而 不 是 域 ) 的 线性 代数 可 见 
LANG, S., Algebra, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1905. 


ZARISKI, O., and P. SAMUEL, Commutative Algebra, 2 vols., Van Nostrand, Princeton, 


1959，1960. 
第 三 章 
困难 但 值得 一 读 的 是 


DIEUDONNE, J., Foundations of Modern Analysis, Academic Press, New York, 1960， 


此 书 中 的 微分 记号 是 Df(z) (而 非 4Fa) 和 Dfa) :& (而 非 dFo(&)). 
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第 四 、 五 章 
一 般 (点 集 ) 拓扑 的 好 书 是 : 


KELLEY, J., General Topology, Van Nostrand, Princeton, 1901. 
SIMMONS, G., Topology and Modern Analysis, McGraw-Hill, New York, 1963. 


许多 没有 讲 的 巴 拿 替 空 间 和 和希 尔 伯 特 空间 的 标准 例子 需要 勒 贝 格 积分 的 知识 , 因此 超出 了 我 
们 的 范围 . 但 是 , 感 兴趣 的 读者 可 以 在 Simmons 和 诸如 下 面 的 书 中 继续 深入 到 巴 拿 赫 和 希 尔 
伯 特 空间 的 抽象 理论 中 ， 


HiLLE, E., and R. S. PHILLIPS, Functional Analysis and Semigroups, American Mathe- 
matical Society Providence, R.. I., 1997. 


MURRAY, F. J., An Introduction to Linear Transformations mn Hilbert Space, Princeton 


University Press, Princeton, 1941. 
RIESZ, F., and B. Sz-NAGY, Functional Analysis, Ungar, New York, 1955. 
YosIpa, K., Functional Analysis, Springer, Berlin, 1965. 
Murray 和 Yosida 的 书 更 深 更 难 一 些 . 


第 六 草 


关于 常 微分 方程 的 标准 书 是 : 
BIRKHOFF, G., and G. C. RoOTA, Ordinary Differential Equations, Ginn, Boston, 1902. 


HUREWICZ, W., Lectures on Ordinary Differential Eauations, M. I. T. Press, Cambridge, 
Mass., 1958, 


高 等 的 专著 是 : 


COoODDINGTON, E., and N. LEVINSON, Theory of Ordinary Differential Equations, 
McGraw-Hill, New York, 19955. 


HARTMAN, P., Ordinary Differential Bquations, Wiley, New York, 1964. 


第 八 章 
汶 一 音 致力 于 容 度 理 论 ， 对 现代 数学 而 言 需 要 更 强 的 勒 贝 格 测度 和 积分 的 理论 ， 对 于 一 维 方 
面 的 理论 读者 可 参看 : : / 


RUupIN, W., Principles of Mathematical Analysis, 2nd ed., McGraw-Hill, New York, 
1964. 


参考 文献 - 633 : 


对 一 般 理 论 读者 可 参看 : 
HALMOS, P., Measure Theory, Van Nostrand, Princeton, 1961. 


在 第 十 二 章 末 尾 的 习题 汇编 中 讨论 了 包含 “ 留 数 计算 ”在 内 的 计算 某 些 定 积分 的 其 他 方法 ， 
读者 可 在 第 八 、 十 一 章 之 后 独立 地 阅读 它们 
对 于 积分 与 “广义 函数 "的 关系 可 见 


GEL'FAND, I. M., and G. E. SHILOV, Generalized Functions, vol. 1, Academic Press, 
New York, 1964. z 


读 此 书 需 要 一 点 复 变 函数 论 的 知识 . 


第 九 、 十 、 十 一 章 
更 抽象 的 处 理 可 见 


LANG, S., Introduction to Differentiable Manifolds, Interscience, New York, 1962. 
不 太 抽 象 的 处 理 可 见 : 


FLANDERS, H., Differential Forms with Applications to Physical Sciences, Academic 
Press, New York, 1963. 


FLEMING, W., Functions of Several Variables, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1965., 
SPIVAK, M., Calculus on Manifolds, Benjamin, New York, 1965. 
对 更 广泛 的 微分 几何 的 讲述 可 见 : 


WILLMORE， T.， An Introduction to Differential Geometry, Oxford University Press, 
London, 1959, 


位 势 理论 的 经 典 著 作 是 : 
KELLOGG, O., Foundations of Potential Theory, Springer, Berlin, 1929. 


关于 平面 上 调和 函数 与 解析 函数 之 间 的 关系 可 在 有 关 后 面 这 个 学 科 的 标准 教科 书 中 找到 , 诺 
可: 


AHLFORS, L., Compler Analysis, 2nd ed., McGraw-Hill, New York, 1966. 


HILLE, E., Analytic Function Theory, Ginn, Boston, 1959. 


- 634 . 参考 文献 


第 十 三 章 
力学 方面 的 一 本 标准 的 现代 著作 是 : 
GoLDSTEIN, H., Classical Mechanics, Addison- Wesley, Reading, Mass., 1952. 


对 经 典 的 面向 天 文学 方面 的 力学 可 网 : 


POINCARE, H., Lecons de mécanique céleste, Gauthier-Villars, Paris, 1905~1910. 


WHITTAKER, E. T., Analytical Dynamics, 4th ed., Cambridge University Press, Cam- 
bridge, England, 1937. 
对 经 典 力 学 的 一 种 休闲 式 的 几何 研习 可 见 : 


LANCZOS, C., The Variotional Principles of Mechanics, University of Toronto Press, 
Toronto, 1960. 


以 本 章 的 精神 来 处 理 经 典 力学 的 一 本 书 , 它 同 时 研究 了 统计 力学 和 量子 力学 , 玩 : 


MACKEY, G., Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, Benjamin, New York., 
1965. 


对 变 分 法 的 几何 应 用 方面 一 种 党 亮 的 处 理 方法 可 哆 : 


MILNOR, J., Morse Theory, Princeton University Press, Princeton, 1965. 
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口 证 明 结 束 
民 实数 系 
Z 整数 
C 复数 系 
”Er 7 维 欧 几 里 得 空间 
对 n 联 (元 ) 组 的 黑体 字母 : Q :< al … :an > 


特殊 符 亏 
符号 。 页 数 符号 。 页 数 
(V7) 2 兮 6 
(32) 2 E 7 
& 4 C 7 
~ 4 | 8 
> 4 { } 8 
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符号 ”页 数 符号 页 数 
< > 9 A° 91 
R-! 10 T* 92 
AxB 10 tr” 101 
| 10 A(T) 107 
RI|A 11 tr(T") 107 
H》 12 Dt) 109 
一 12 lub,glb 129, 130 
SA 13 il 132 
元 13 上 ,eee 132 
XA 13 外 (4， W) 133 
[1 15 B.(€) 134 
oO 15 间 ; 0, 2 148 
F(x,:) 18 AF, 154 
,fy,N 19 dF, 154 
A' 19 Da(V,W) 155 
天 21 DeF 159 
C([a, 人) 26 LF, 162 
》、 Ti0i 30 dF 165 
L(A) 30 yn ra 172 
5 31 De ,Tn) 
3 dF, 208 
类 Ck, Crt([a, 0]) 211 | 
m0 C™ 211 
OD en 
B.(7) 214 
Hom(V, W) 46 A hi 15 
5 ?0 04 215 
中 0 p(A,B) 217 
AV) B,[A] 230 
#A 4 EC(A,W) 238 
V* 89 
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符号 。” 页 数 符号 。 页 数 
BE(A, W) 238 furz 417 
(é€,7) 270 Ys 420 
A- 273 Dxf 427 
£1n,ALB 273 ww*[X] 427 
V*COW* -334,335 [六 ,了 | 431 
(V*)® 336 T*(M) 434 
a” 340 (€,D = 1(é) 434 
AAL 347 df, df (x) 434 
水 到 351 B 
一 一 437 
L(A) 353 OZ2 
2 $54 2 439 
Dmin 356, 359 Or’ 

口 357 supp 9 452 
wh 305 Pp, pa 459 
Deon 366 suppp 456 

B” 367 P 456 

e4(2) 372 pp 404 

谷 P 374 Dxp 467 
Gcon 374 div < X,p > 467 

J, 378 ar 479 

pd 388 A? 480 

S 394 算 子 d 489 

ff 395 Dxw 504 

大 397 X |w 510 

H, 399 Curl w 512 

(Ui, pi) 403 div w 513 

pp” 412 和 人 532 

D, 413 Wi V Wo 547 
(f) 414 T(M) 370 

T,(M) 415 T(a) 570 

thr A15 T*(@Q) 571 
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页 数 
575 


576 


577 
5978 
599 


从 号 


Qz (UV, Ww 


mm 


a E nS) 


页 数 
603 
604 
606 
622 
623 
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n 阶 方程 ， 296 

R" 上 的 递增 范 数 ，145 

人 的 伴随 , 92 

T*(JM) 上 的 基本 形式 , 574 

V 上 的 单项 式 , 157 

V 上 的 齐 次 多 项 式 , 157 

1 的 分 解 , 451 : 
从 属于 开发 盖 的 ~, 452 

2 - 范 数 , 270 


A 
埃 尔 米 特 对 称 ， 271 


B 

巴 拿 赫 代 数 ，243 
巴 拿 赫 空 间 , 236 

半 范 数 , 136 

半 内 积 , 271 
胞 腔 训 分 ，529 

中 塞 尔 不 等 式 , 277 
毕 达 太 拉 斯 定理 ,4 筷 
闭 包 , 215 


闭 集 , 213 
边界 , 295 
边 值 问题 , 322 
恋 分 法 , 126 
变 分 方程 , 571 
变 分 原理 , 593 
标量 ,25 
并 , 10 
并 问 量 , 93 
泊 松 括号 ,579 
补 , 余 , 62 
不 变 子 空间 , 108 
不 动 点 定理 , 249 
不 交 的 
~ 集合 族 , 216 
~ 闭 集 , 216 
~ 开 集 , 216 


C 

参数 变 值 法 , 316 

参数 方程 , 42 
直线 的 ~, 42 
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参数 弧 , 158 
参数 弧 的 积分 ，257 
测 地 极 坐 标 , 601 


” 测 地 曲率 , 524 


测 地 线 , 600 

测 地 坐标 ，598 

长 方形 , 17 

常 系数 方程 ， 305 

超 平面 , 44 

乘法 规则 ，156 
微分 的 ~，156 

乘积 范 数 , 145 

乘积 向 量 空 间 ，25 

重 言 , 同 语 反 复 , 5 

笛子 集 , 230 

初等 矩阵 , 114 

初等 双 线 性 汉 昂 ，335 

初等 行 运算 , 111 

初始 条 件 , 298 

初 值 条 件 ，292 

除法 算式 , 70 

存在 量词 ，? 


D 
大 括号 , 431 
代数 , 25 
巴 拿 赫 ~, 236 
矩阵 的 ~, 92 
待定 系数 , 318 
单 参数 群 ,420 
单调 序列 , 225 
单 射 , 内 射 ( 习 积 ), 50 
单 射 的 , 13 
导数 , 126 
C 上 的 ~, 264 
巴 拿 赫 代数 中 的 ~, 245 


方向 ~,，126 
德 摩根 定律 ，215 
等 度 连续 性 , 234 
等 价 范 数 , 145 
等 价 关 系 , 21 
等 价 有 癌 ( 定 问 ) 线段 , 40 
等 价 真 值 函数 形式 ,5 
币 卡 儿 乘积 , 10, 23 
两 个 集合 的 ~, 19 
加 标 集合 的 ~ ,96 
征 卡 儿 轴 , 41 
递增 序列 , 227 
第 二 共 罗 空间 ，90 
第 一 变 分 , 154 
典范 基 , 标准 基 , 80, 113 
典型 变换 , 623 
定 的 (型 ),124 
定义 域 , 8 
变量 的 ~, 2 
一 个 关系 的 ~, 9 
动量 , 569 
动能 , 581 
独立 子 空间 , 61 
杜 布 瓦 - 雷 蒙 德 引 理 ,199 
度量 空间 , 212 
对 称 张 量 , 480 
对 角 和 矩阵 ，286 
对 侦 基 , 89 
对 侦 空 间 ,89 
对 偶 性 , 16 
对 应 , 39 
多 项 式 , 67 
多 项 式 的 次 数 ，88 
多 重 线性 沁 函 ,334 
多 重 疝 量 , 349 
多 重 指标 记号 ，209 
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二 次 型 , 二 次 形式 ，77 
二 阶 差 分 , 204 

二 阶 微分 , 162 

二 体 问 题 , 588 

二 元 集合 , 7 

F 

法 正 交 的 , 277 
法 正 交 基 , 205 
反对 称 张 量 , 340 

有 反 同 变量 , 103 

范 数 , 126 
范 数 的 齐 性 ，132 
范 数 度量 , 399 
方向 导数 , 158 
仿 射 变换 ，57 
仿 射 独立 ,88 
仿 射 生成 , 61 

仿 射 子 空间 , 43 
非 负 变换 , 281 
非 齐 次 方程 ,315 
非 奇 异 , 100 

分 拆 , 分 割 , 划分 , 20 
分 离 变 量 , 626 z 
分 量 , 63 

否定 , 6 

符号 差 , 122 


二 次 型 的 ~，122 


复 赋 范 线性 空间 , 212 
复 共 示 , 264 

复合 函数 规则 , 248 
复 化 , 266 

复数 , 263 


复 问 量 空间 , 264 
傅 里 叶 变换 ，393 
傅 里 时 级 数 ，277 
傅 里 叶 系 数 ，276 
赋 范 线性 空间 ,132 


(> 

刚体 运动 , 606 
共 示 空间 , 89 
共振 , 320 

构 形 空间 ，567 
上 骨架 , 34 
关系 , 9 
惯性 张 量 , 608 
光滑 弧 ,，198 


H 

哈密 顿 结构 ，622 
哈密 顿 力 学 ，580 

险 密 顿 癌 基 场 ，578 
哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 626 
海 涅 - 波 雷 尔 性 质 ,，306 
函数 , 11 

孙 数 的 核 ,126 

函数 空间 ，25 

函数 相关 性 ,190 


行 简约 的 梯形 式 , 115 


行列 式 , 116 

行 向 量 , 101 

合成 , 复合 , 15 
合成 真 值 函数 形式 , 5 
核 , 36 

换 元 公式 , 384 

或 (连接 词 ), 3 
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迹 , 107 

积分 , 353 
积分 号 下 的 微分 ，392 
基 , 78 


Hom(V, W) 的 ~, 81 


无 穷 ~,，82 


准 希 尔 伯 特 空间 的 ~, 272 


基本 定理 , 291 


常 微分 方程 的 ~, 291 


代数 的 ~, 212 
微 积分 的 ~，240 
基本 解 ，303 
基 的 变换 , 102 
基 同 构 , 78 
极 大 解 ，295 
极 大 值 ，133 
极 分 解 ，287 
极限 , 126 
极 小 多 项 式 , 284 
极 坐 标 ,，601 
集合 ,7 
~ 的 包含 , 7 
~ 的 特征 函数 , 17 


前 状 变换 , 61 

简 谐 运动 , 321 

交错 张 重 ,340 

交换 图 ( 表 ), 94 

角 动 量 ，583 

阶梯 郴 数 ，258 

结 点 线 , 610 

结合 律 , 15 
合成 的 ~, 15 

解析 平面 R*, 10 


介 值 定理 , 131 
界 于 下 , 139 
紧 变 换 ，288 
紧 性 , 212 

列 ~,， 219 

” 流 形 上 的 ~, 413 

一 般 拓 扑 的 ~, 218 
进 动 , 612 
浸入 , 460 
浸入 趣 曲 面 的 体积 ，461 
经 典 力学 ，567 
局 部 解 ,294 
局 部 绝对 可 积 的 n - 形式 , 455 
局 部 绝对 可 积 的 密度 ，456 
局 部 一 致 的 利 普 希 次 (条件 ), 297 
矩形 , 长 方形 , 357 
和 矩阵, 35 

~ 的 行 空 间 , 98 

~ 的 列 空间 , 99 
矩阵 的 乘积 ,99 
距离 , 213 

度量 空间 中 的 ~, 241 

向 量 闻 的 ~，134 
绝对 可 积 函 数 ，388 
绝对 值 ，264 


K 

开 集 , 216 

开 普 勒 第 二 定律 ，587 
开 普 勒 第 三 定律 ，587 
开 普 勒 第 一 定律 ，587 
柯 西 序列 , 235 
可 度 函 数 , 374 

可 度 集合 , 331 

可 铺 旺 数 , 373 
克拉 默 法 则 ，346 


克 罗 内 克 6 函数 , 80 
空 集 , 8 

块 分 解 , 区 组 分 解 ，178 
框架 , 1 


L 
拉 格 朗 日 乘 子 ,186 
拉 格 朗 日 方程 ， 590 
拉 回 
密度 的 ~, 464 
函数 的 ~,，372 
外 微分 形式 的 ~, 479 
线性 微分 形式 的 ~, 434 
问 量 场 的 ~，422 
累 次 (逐次 ) 积分 , 382 
黎 曼 度量 ，442 
黎 曼 度量 的 体积 密度 ，458 
李 导 数 , 426 
函数 的 ~, 373 
密度 的 ~, 616 
外 微分 形式 的 ~, 478 
线性 微分 形式 的 ~, 434 
向 量 场 的 ~~, 422 
李 括 号 , 431 
力学 相似 原理 ，592 
立体 角 , 530 
利 普 希 欧 连续 性 ，137 
连续 性 ，408 
链 规则 , 166 
列 问 量 , 103 
邻 域 ， 120 
去 心 ~ ，148 
零 化 子 , 91 
零 空间 , 36 
流 , 403 
逻辑 连接 词 ,4 
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满 射 的 ，13 
密度 , 455 
知 等 的 , 105 
寡 零 ，55 
命名 , 8 


N 
内 部 , 214 
内 点 , 134 
内 积 , 纯 量 积 , 标量 积 , 270 
内 铺 砌 365 
内 容 度 , 365 
逆 ，10 
关系 的 ~,， 9 
图 数 的 ~,，13 
道 映射 定理 , 126 


O 

欧 拉 方程 , 605 
欧 拉 角 , 610 
欧 氏 范 数 ,41 


Pp 

帕 塞 瓦尔 等 式 ，277 
判别 点 ,174 

陪 集 ，57 

偏 导 数 , 165 

偏 微分 ，127 

频率 , 319 

平面 , 178 
平行 四 边 形 法 则 ，23 
平移 , 57, 313 
铺 砌 ，362 


Q 
齐 次 方程 , 315 
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齐 次 函数 ,160 收敛 性 , 213 
切 从 , 569 无 穷 级 数 的 ~，212 
切 空间 , 413 序列 的 ~,，219 
切 平面 , 126 守恒 , 569 
切 向 量 , 158 ~ 定律 ， 580 
球 , 134 角 动 量 ~, 583 
闭 ~~, 135 能 量 ~，580 
开 ~, 134 双 射 (双向 映射 )， 13 
球面 坐标 (习题 11.5), 382 双 线 性 , 73 
区 域 , 474 双 线 性 祖 函 , 334 
具 几 乎 正则 边界 的 ~, 474 索 伯 列 夫 不 等 式 ，400 
具 正 则 边界 的 ~, 557 
区 组 分 解 , 104 1 、 
曲线 , 152 率 旬 人 式 , 207 
曲线 的 长 度 , 213 特征 多 项 式 , 283 
黎 曼 流 形 上 的 ~, 448 符 征 同 量 , 281 
全 称 量词 , 2 特征 值 , 37 
群 ,338 梯 ( 短 ) 阵 , 113 
贴 斤 流 形 ，192 
也 同 构 , 37 
容 度 , 365 两 个 赋 范 线性 空间 的 ~, 137 
如 果 …, 则 :…,4 投射 ,237 
瑞 利 克 引 理 (习题 14.30), 401 投影 , 射影 , 投射 , 21 
弱 序列 收敛 性 ，268 投影 - 单 射 恒等式 , 51 
S 凸 集 , 161 
三 角 不 等 式 , 214 图 像 , 131 
和 椭圆 坐标 , 629 
范 数 的 ~, 131 和 218 
矩阵 的 ~，266 
散 度 定 理 ，468 WV 
商 空 间 , 58 外 代数 ,346 
上 确 界 性 质 ，425 外 铺 砌 , 365 
上 三 角 ,7 外 容 度 , 365 
上 上 或 103 外 微分 形式 , 478 
施 图 姆 - 刘 维 尔 系统 , 326 外 微 积 分 , 478 
施 瓦 效 不 竺 式 ,136, 271 外 形式 , 334 


实 向 量 空间 , 43 
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完备 化 , 272 
完备 性 , 212 
完全 有 界 , 231 
微分 , 126 
微分 几何 , 513 
微分 流 形 ,， 402 
微分 同 胚 , 417 
微分 形式 , 434 
维 数 ,84 
维 数 ,84 
维 数 恒等式 , 85 


魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 ,333 
无 关 (独立 ) 的 问 量 集 , 78 


无 穷 级 数 , 240 


无 穷 级 数 的 绝对 收敛 性 ，240 


无 穷 小 , 148 
无 穷 小 生成 元 , 420 


X 
希 尔 伯 特 空间 ，270 
下 确 界 , 130 
纤维 , 20 
线性 变换 ，32 
线性 泛 函 , 35 
线性 生成 ，28 
线性 微分 方程 ,307 
线性 组 合 , 29 
线性 组 合 映射 ，34 
限制 , 10 

关系 的 ~，10 
限制 变量 , 8 
相关 的 向 量 集合 ，77 
相交 , 20 
相 角 , 321 

位 ~, 321 
相 容 总 图 表 , 412 


癌 量 场 , 47 
问 量 场 的 动量 函数 (公式 3.6), 576 
问 量 分 析 , 511 
向 量 空间 , 25 
癌 心力 ， 585 
问心 位 势 ，585 
像 , 11 
小 振动 ， 613 
横 ( 积 ) 运算 ， 347 
协 变 向 量 , 103 
协 变 张 量 , 共 变 张 量 , 336 
心 
质 ~,， 589 
重 ~, 386 
星 号 算 子 , 351 
形式 伴随 , 323 
性 质 , 7 
序列 收敛 性 ，219 


Y 

压缩 映射 249 
雅 可 比 矩 阵 , 172 
雅 可 比 行列 式 , 181 
一 一 的 , 一 对 一 的 , 12 
一 元 集合 , 7 
一 致 范 数 ，327 
一 致 绝对 可 积 ，390 
一 致 连续 性 ，194 
一 致 收敛 性 , 229 
一 致 条 件 , 228 
引号 , 8 

隐 池 数 定理 , 178 
映射 , 11 

有 界 函 数 , 388 

有 界 集 ，136 

有 界线 性 映射 ，301 
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有 限 维 的 , 31 直 和 , 61 
有 向 框架 , 10 直线 , 23 
有 辣 线 段 , 40 直线 的 , 41 
有 序 n 元 ( 联 ) 组 , 14 值 域 , 10 
有 序 基 , 78 关系 的 ~, 14 
有 序 偶 对 ,294 线性 变换 的 ~ ,32 
右 闭 ， 15 指数 函数 ，245 
余 切 从 , 569 秩 , 92 
余 维 , 87 矩阵 的 ~,， 99 
余弦 定律 ， 45 线性 变换 的 ~, 61 
余 因 子 , 345 置换 , 337 
余子 空间 , 205 置换 的 符号 ,339 
语句 , 1 中 心力 , 590 
语句 框架 , 1 中 值 定理 , 158 
约束 变量 (项 ), 2 : 柱 坐 标 , 630 
约束 极 大 值 ，198 转 置 , 98 
状态 , 568 

4 准 希 尔 伯 特 空间 ，276 
张 量 积 , 334 子 空间 , 26 
章 动 , 612 向 量 ~ 26 
丰 值 表 , 3 : 子 集 , 7 
真 值 哆 数 形式 ,5 | 子 流 形 , 186 
振动 系统 , 321 子 序列 , 223 
振幅 , 319 自 伴 , 280 
整体 解 ，294 自然 同 构 , 75 
正定 , 124 自由 变量 , 2 
正 交 变换 ,285 总 图 表 , 403 
正 交 的 , 273 总 线性 动量 , 588 
正 交 投影 235 左 道 ，15 
正六 体 ,529 举 标 n 元 ( 联 ) 组 , 78 
正 态 分 布 (习题 13.1), 393 举 标 , 146 
正则 微分 方程 , 308 坐标 对 应 , 39 
文集 , 371 坐标 泛 函 , 36 

微分 形式 的 ~,， 479 坐标 函数 , 341 

密度 的 ~, 456 坐标 同 构 ，78 
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